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W  CONGRÈS  INTERNATIONAL 


A- 


DES  MATHEMATICIENS 

SOUS    LIS   HAUT   PATRONAGE    DE    S.   M.    LE    ROI    d'iTALIE. 


Circulaire  du  Comité  d'organisation. 


Monsieur  et  très  honoré  Confrère, 

Le  Comité  d'organisation,  en  vous  renouvelant  j'invitalion, 
c(u'il  vous  a  déjà  faite,  de  bien  vouloir  prendre  part  au  IV"  Con- 
grès international  des  Mathématiciens,  qui  aura  lieu 

à  Rome,  du  6  au  11  Avril  1908, 

est  en  élat  de  vous  communiquer,  dès  maintenani,  les  lignes 
générales  du  Programme  de  ceUe  réunion  scientifique. 

Dimanche  5.  9''3o™  du  soir.  —  Réception  des  Congressistes 
dans  l'Aula  Magna  de  l'Université,  offerte  pour  l'occasion 
par  M.  le  Recteur. 

Lundi  6.  lo''  du  matin.  —  Inauguration  du  Congrès  dans  la 
Salle  des  Horaces  et  des  Curiaces,  au  Capilole.  Discours 
d'ouverture  par  M.  Vollerra. 

3''  du  soir.  —  Séance  générale.  Election  du  Bureau  de  l*rési- 
dence.  Relation  sur  le  Concours  pour  la  médaille  Guccia. 
1'"  et  â-"  Conférences  (  '  ). 

Mardi  7.  9''  du  matin.  —  Constitution  et  séances  de  Sections. 

3''3o™  du  soir.  —  Séance  générale  :  ^^  et  i'-  Conférences. 
Mercredi  8.  g**  du  matin.  —  Séances  de  Sections. 

3''3o"i  du  soir.  —  Séance  générale  :  5"  et  6«  Conférences. 

(')  Les  dix  Conférences  seront  faites  par  MM.  r>arboiix,  l'orsylli.  ili!l:>eri, 
Klein,  Lorentz,  Millag-Lcffler,  Newcomb,  Picard,  Poincaré,  Veroncse. 
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Jeudi  9.  g^  du  matin.  —  Séances  de  Sections. 

3''  du  soir. —  Visile  au  Palalin  sur  invitation  de  M.  le  Ministre 
de  rinslruclion  publique. 

Vendredi  lO.  9^  du  matin.  —  Séance  de  Sections. 
3''3o™  du  soir.  —  Séance  générale  :  7*=  et  8*  Conférences. 

Samedi  11.  9''  du  matin.  Séance  de  Sections. 

3''  du  soir.  —  Séance  générale  :  1)«  et  10«  Conférences.  Clô- 
ture du  Congrès  et  désignation  du  siège  et  de  la  date  du 
V*  Congrès  itilernational  des  Mathématiciens. 

Dimanche  12.   —   Visite  de  la  villa  d'Adrien,  et  déjeunera 
Tivoli. 

Une  réception,  oiïerte  par  la  Municipalité  de  la  ville  de  Rome, 
aura  lieu  un  soir,  pendant  le  Congrès,  dans  les  Musées  du 
Capilole. 

Sections.  —  Le  Congrès  sera  divisé  en  quatre  Sections,  qui 
pourront  d'ailleurs  êlre  à  leur  tour  subdivisées  ultérieurement, 
si  le  nombre  des  communications  l'exige. 

1"^"  Section  :  Arithmétique,  Algèbre,  Analyse.  Introduc- 
teurs :  MM.  ArzelÀ,  Capklli,  Pascal,  Pincherle. 

2^  Section  :  Géométrie.  Introducteurs  :  MM  Bianchi,  Segre. 

3"  Section  :  Mécanique,  Physique  mathématique,  Géodésie, 
Mathématiques  appliquées.    Introducteurs    :    MM.    Leti-Civita, 

LUIGGI,  PiZZETTI,  TOJA. 

4''  Section  :  Questions  philosophiques,  historiques,  didac- 
tiques. Introducteurs  :   MM.  Enriques,  Loria,  Vailati. 

Parmi  les  Mathématiques  appliquées  comprises  dans  la 
3«  Section  se  trouve  la  Science  des  Actuaires  (Introducteur: 
M.  Toja),  qui,  pour  la  première  fois,  figure  officiellement  dans 
un  Congrès  de  Mathématiciens. 

Siège  du  Congrès.  —  Toutes  les  séances,  après  colle 
d'inauguration,  auront  lieu  dans  les  salles  de  l'Académie  des 
Lincei  (palais  Corsini,  via  délia  Lungara,  10).  C'est  là  aussi  que 
se  trouvera  le  Secrétariat  du  Congrès,  du  i*""  au  i5  avril. 

Facilités  accordées  aux  Congressistes.  —  La  Direc- 
tion générale  des  Chemins  do  fer  italiens  accorde  aux  (^.ongi'es- 
sistes  une  réduction  sur  les  tarifs  ordinaires  variant  entre  4^  et 
5o  pour  loo,  selon  la  longueur  du  trajet. 

Celte  réduction  pourra  êlre  obtenue  sur  la  présentation  dun 

iiviet  spécial  à  partir  du  25  mars  1908,  et  sera  valable  aussi  l)ion 

our  le  parcours  de  la  résidence  du  Congressiste  ou  do  la  fron- 
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lière  à  Rome,  que  pour  dix  autres  voyages  que  le  Congressiste, 
après  avoir  pris  part  au  Congrès,  pourra  eftecluer  en  Italie,  jus- 
qu'au 5  mai  1908. 

Les  personnes  venant  des  Iles  italiennes  bénéficieront  d'une 
réduction  de  5o  pour  100  sur  les  paquebots  de  la  «  Navigazione 
générale  italiana  »,  aussi  bien  à  l'aller  qu'au  retour  ('). 

Les  membres  du  Congrès  jouiront  en  outre  de  l'entrée  gra- 
hiite  aux  musées  de  l'État  et  de  la  ville  de  Rome,  du  i"'  au 
12  avril  1908,  sur  simple  présentation  de  leur  carte. 

Logements.  —  L'Association  nationale  pour  favoriser  le  mou- 
vement des  étrangers  (  Associazione  nazionale  per  il  movimenlo 
dei  forestieri  :  Sede  di  Roma,  via  délia  Colotma,  52)  se  charge 
gratuitement  de  procurer  aux  Congressistes  un  logement  dans 
des  hôtels,  des  pensions,  ou  bien  dans  des  chambres  privées, 
pour  un  prix  variant  entre  4  et  12  francs  par  jour. 

Dans  ce  but,  l'Association  enverra  dans  le  courant  de  mars, 
aux  adhérents  au  Congrès,  ainsi  qu'à  toute  personne  qui  lui  en 
feia  la  demande,  ime  circulaire  donn;iiit  de  plus  amples  détails, 
et  se  met  Ira  à  la  disposition  des  Congressistes  qui  s'adresseront 
à  elle. 

L'Association  établira  en  outre  un  bureau  de  renseignements 
à  l'usage  des  Congressistes  à  la  gare  de  Roma-Termini,  pendant 
les  journées  du  4,  du  5  et  du  6  avril. 

Comité  de  dames.  —  Un  Comité  de  dames  sera  constitué  : 
il  aura  pour  but  de  faire  un  accueil  cordial  aux  dames  apparte- 
nant aux  familles  des  Congressistes,  et  de  leur  fournir  tous  les 
renseignements  dont  elles  pourraient  avoir  besoin. 

Bulletin,  Comptes  rendus  du  Congrès.  —  Pendant  le 
Congrès  sera  publié  un  bulletin  (pjolidien  contenant  les  noms 
et  les  adresses  des  Congressistes  présents,  les  relations  concer- 
nant les  travaux  du  jour  précédent,  le  programme  du  lendemain 
<•!,  en  général,  tous  les  renseignements  concernant  les  récep- 
lioiis,  etc.,  qui  pourront  être  utiles  aux  membres /du  Congrès. 

Les  Conférences  et  les  Communications  faites  au  Congrès  se- 
ront réunies  dans  le  Volume  des  Com|)les  rendus  (Alti)  qui 
sera  |)ul)lié  par  les  soins  du  Circolo  malemalico  di  Palermo  et 


(')  La  SociéU;  mallicmaliquc  de  France  a  fait  des  démarches  auprès  des 
Compagnies  de  cticmins  de  fer  français  et  de  la  Direction  du  réseau  de  l'l';tat, 
en  vue  rl'oiUenir  des  facilités  de  circulation  pour  tous  les  Congressistes,  (7//</s 
soient  ou  ne  soient  pas  de  ses  nienibres,  ainsi  que  pour  les  personnes  qui  les 
accompagneront. 

On  prévoit  une  réduction  de  ôo  pour  loo  sur  les  tarifs  ordinaires.  Un  avis 
dclinilil  sera  envoyé  aussitôt  que  possible. 

I^a  Société  prie  ses  membres  de  communiquer  la  présente  circulaire  à  tout 
toux  qu'elle  peut  intéresser. 
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sous  la  direction  du  Directeur  des  Rendiconti  del  Circolo  mate- 
matico  di  Palermo.  MM.  les  Auteurs  sont  priés  de  bien  vouloir 
remeltre  le  texte  de  leurs  Communications  au  Secrétaire  fréné- 
ral  du  Congrès,  au  plus  tard  le  12  avril  1908.  Les  Communi- 
cations en  français,  allemand  ou  an<^lais  devront  è(re  écrites 
(sauf  les  formules)  par  la  machine  à  écrire.  S'il  y  a  des  figures, 
les  clichés  relatifs  doivent  être  envoyés  par  MM.  les  Auteurs. 
Chaque  Auteur  aura  droit  à  100  tirages  à  part  gratis. 

Inscription  au  Congrès.  —  Le  prix  de  la  carte  de 
membre  du  Congrès  est  de  25  francs  (en  or  pour  l'étranger). 
Celle  sommcdoit  être  adressée,  par  mandat  postal  international,  à 

M.  le  Professeur  VINCENZO  REINA, 

Trésorier  du  IV"""  Congrès  international  des  Mathématiciens, 

Piazza  S.  Pielro  in  Vincoli,   5,  ROME  (Italie). 

Les  personnes  qui  auront  versé  leur  cotisation  avant  le 
2.5  mars  1908  recevront  par  la  poste  leur  carte  personnelle  et  le 
livret  pour  obtenir  les  réductions  sur  les  chemins  de  fer.  Qiiant 
à  celles  qui  verseront  leur  cotisation  après  cette  date,  elles 
irouveront  leur  carte  et  le  livret  de  chemin  de  fer  au  Secrétariat, 
à  Rome. 

Chaque  Congressiste  a  le  droit  d'assister  aux  séances  du  (Con- 
grès et  aux  réceptions  qui  seront  données,  et  de  profiter  des 
réductions  de  tarif  sur  les  chemins  de  fer  et  de  l'entrée  gratuite 
dans  les  musées:  il  recevra  enfin  le  Volume  des  /f^^/du  Congrès. 

Les  personnes  appartenant  aux  familles  des  Congressistes 
pourront,  en  versant  15  francs,' jouir  des  mêmes  avantages, 
exception  faite  pour  le  Volume  des  AtiL  auquel  elles  n'auront 
pas  droit.  Leur  cotisation  devra  être  jointe  à  celle  du  Congies- 
sisie  qu'elles  accompagnent. 

Le  bulletin  d'adhésion  à  envoyer  au  Trésorier  doit  porter,  très 
lisiblement  écrits,  |les  nom  et  prénoms  du  membre  du  Congrès, 
son  titre  professionnel,  son  adresse,  les  noms  et  prénoms  des 
membres  de  sa  famille  qui  l'accompagnent,  la  date  et  la  signa- 
ture. 

Liî  CoMiTK  d'organisation. 

Pour  tous  renseignements  se  rapportant  au  Congres,  s'adr^'f- 
ser  au  Secrétaire  général  du  Comité  d'organisation  : 

Professeur  G.  CASÏELNUOVO, 
5,  Piazza  S.  Pielro  in  Vincoli,  ROME  (Italie). 


4  1  1  3G  Paris.  —  luip.  GAUTHIER-VILI.ARS,  55,  quai  des  GranJj-AugusIins. 
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ÉTAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHEMATIQUE  DE  EllANCE 

Ali  COMMENCEMENT  DE  I/ANNÉE  1908    ('). 


MM. 


Membres  honoraires  du  Bureau . 


APPELE. 

DARBOUX. 

GUYOU. 

HAl'ON  DE  LA  GOIII'ILLIÈRE. 

HUMHERT. 

JORDAN. 

MIITAG-LEFFLER. 

PAIN  LEVÉ. 

PiCARD. 

l'OliNCARÉ. 

VOLTERRA. 

ZEUTHEN. 


Président MM. 

\ 

Vice-Présidents 

Secrétaires i 

Vice-Secrétaires 

Archiviste 

Trésorier 


Membres  du  Conseil  (') 


PERRIN  (Raoul). 

BIOCHE. 

BRICARD. 

GRÉVY. 

LÉVY  (L.). 

RAFFY. 

SERVANT. 

ESTANAVE. 

FATOU. 

FOUCHÉ. 

CLAUDE-LA  FONTAINE 

ANDOYER,   1911. 
ANDRÉ  (D.),  1911. 
BLUTEL,   1911. 
BOREL,   1909. 
FOIJRET,  1911. 
HADAMARD,  1910. 
KGENIGS,  1910. 
LAISANT,   1909. 
LECORNU,  1910. 
MAROTTE,  1909. 
D'OCAGNE,  1909. 
TRESSE,  1910. 


(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  (in'il  y  auiait  lieu  de  Caire  à  cette  liste. 

C)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
moncenieni  de  laquelle  expire  le  mandai  de  ce  membre. 


Date 
de 

radmissiun. 

1872.     AfillAKI),  ancien  directeur  de  la    Compagnie  d'assurances  sur  la   vii?   la  Foncier  r, 
rue  de  la  Terrasse,  6  bis,  à  Paris  (  17"  ) . 

1900.     4CKEiniA>li\-TEUB\ER,  éditeur,  à  Leipzig  (  Allemagne).  S.  P.  ('). 

1900.      ADIiÉMAIî  (vicomte  Robert  d'),  professeur  suppléant  à  la  Faculté  libre  des  Sciences, 

place  de  Genevières,  14,  à  Lille  (Nord). 
1896.     ANDOYElt.  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Val-ile-Grâce,  i,  à  Paris  (5*). 
1894.     ANDRADE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Mouillière,  i,  à  liesançoii. 

1872.  A M)KK  (  Désiré),  docteur  es  sciences,  rue  Konaparie,  70  bis,    à   Paris  (6*). 

1879.  APPELIi,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  et  professeurà  l'École 

Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  du  Bac,  32,  à  Paris  (7*). 

1900.  AllSIC,  ingénieur  en  clicf  des  ponts  et  chaussées,  rue  Piorre-Corneille,  38,  à  Lyon. 

1882.  AUTONIVE,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Chàteauroux  (Indre). 

1900.  BVIKE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon. 

1896.  KAKElt,  professeur  à  l'Universilé  de  Toronto  (Canada). 

1894.  BAI.nUAND,  ingénieur,  à  Métlaoui  (Tunisie). 
1905.  BAlUtÉ,  capitaine  du  génie,  à  Verdun  (Meuse). 

190G.     BAUTIIELS,   professeur  de  mathématiques,   à   Aschaffonburg  (  Bavière). 

1889.  BEtillIM,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Dnqin>sne,  11,  à  Paris  (7*). 
1875.     BEUDELLÉ,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Riez  (Haute-Saône).  S.  P. 

1904.     BEUIVSIEIN,  docteur  es  sciences,  rue  Pouchkinskaïa,  10,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1891.  BiiRTUAM)  UK  F01\rVI(U,\NT,     professeur  à  l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures, 

rue  Hréniontier,  29,  à  Paris  (17').  S.  P. 
1888.     BIOCIIE,   professeur    au    lycée    Louis-le-Grand,    rue    Notre-Dame-des-Chanips,  56,  à 

Paiis(G«).  S.  P. 
1900.      BLliMElVTIIAIi  (Otto),  professeur  h  l'École  technique  supériemo,  Rûtscherstrasse,  37,   à 

Aix-la-Cliajxdle  (Allemagne  ). 
1891        BLUTEIi,    professeur  au    lycée  Saint-Louis,    chargé  de  conférences    à   la   Faculté    des 

Sciences,  rue  Denfert-Rochereau,   110,   il  Paris  (i'|*). 

1902.  nOBEIIIL  (vicomte  Hoger  du),  rue  d'Orléans,  3o,  ii  Rennes.  S.  P. 

1907.      BDITEL  DE  DIEiWAL,  ancien  élève  de   l'École   Polytechnique,  au   château  de  Valsery,  à 
Cdnivres  (  Aisne  ). 

1892.  B0\AI'A1trE  (prince  Roland),  membre  de  l'Institut,  avenue  d'Iéna,   10,  à  Paris  (ifi"). 

1895.  BOREIi,  professeur-adjoint  h  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Arago,  ?.,  à  Paris.  S.  P. 

1890.  BOULA.\(iER,  professeur-adjoint  ii  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Caumartin,  78,  à  Lille. 

1896.  BOIIBCEi  (Henry),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 

1896.  BOlUliET,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  des  Beaux-Arts, 

avenue   de  l'Observatoire,  22,11  Paris  (i4*)«  S.  P. 

1903.  BOi™,  rue  La  Vienville,  26,  à  Paris  (18°). 

1904.  BOUTROIY    (P.),   maître   de  conférences  à   la    Faculté   des    Sciences,  chemin    de    la 

Gaillarde,  à  Montpellier. 

1900.  BBEITM\G,  proviseur  du  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44>  à  Paris  (G*) . 

1897.  BRICAUI),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  répétiteur  ii  l'École  Polytechni(|ue, 

boulevard   Raspail,  296,  h  Paris  (i4'). 

1873.  BROCARD,  lic-utenant-coloncl  du    génie  territorial,   rue  des  Ducs  de  Bar,  73,    ii  Bar- 

le-Duc.  S.  P. 

1901.  BLIIIj  (Adolphe),  maître   de   conférences    à   la   Faculté  des   Sciences,    rue  de    Ville- 

franche,  6,  h  Montpellier. 

1893.  BLUklIARD'r,  professeur  a   l'Université,  Kreuzplatz,  i,  it  Zurich  (Suisse). 
(')   Les  initiales  S.  P-    indiquent  les  Sociétaires  perpétuels. 
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l'admission. 

1894.     CA11K\,  professeur  au  collège  Rollin,  rue  Cortambert,  /(6,  à  Paris  (16"). 

1893.     CAM)MtEllA,  professeur  h  l'Universilé,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Libéria,  à  Paierme. 

1888.     CA\ET  (Gustave),  ingénieur  civil,   directeur  de    l'artillerie  de   M  1\1.  Schneider  et  G", 

avenue  Henri-Martin,  87,  à  Paris  (16").  S.  P. 
1885.     CAUOiV,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-I^ernard,  71,  à  Paiis  (5"). 
1892.     CAROiViVIiT,  docteur  es  sciences  matbcmaliques,  rue  Uemours,  62  bis,  a  Paris  (17'). 
1896.     CARTAX,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des   Sciences,  rue  du  faubourg  Saint-Jean,  76, 

à  Nancy. 
1887.     CAItVALliO,  docteur  es    sciences,  examinateur  des  élèves  à    l'École  Polytechnique, 

rue  Clovis,  r,  à  Paris  (5°).  S.  P. 
1890.     CEDEIlCItElJTZ  (baronne  Nanny},  Unionsgatan,  4,  à  Helsingfors  (Finlande). 
1892.     CELliliitlEK  (Gustave),  cours  de  Rive,  12,  à  Genève  (Suisse). 

1887.  CEKItUTI,   professeur  à  l'Université,  piazza  S.  Pietro   in  vincoli,  5,  à  Rome    (Italie). 

1888.  CIIAILAIV  (Édouann,  rue  Rerthollet^  16,  à  Paris  (5°). 

1896.     fillAlU'E,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,   cours  Pierre-Puget,  60,  à   Maiseille. 
1907.     CIFAZY,  agrès; é  de  mathématiques,  rond-point  Bugeaud,  5,  h  Paris  (16"). 

1884.  CIIKYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (lîcossc). 

1901.  CLAIRIX,   docteur  es  sciences,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

Jacquemars-Giélée,  b-j  bis,  à  Lille. 

1875.  CLAlII>E-LAFONTAli\E,  banquier,  rue  de  Trévise,  82,  à  Paris  (9=).  S.  P. 

1890.  COLOr,  villa  Sully,  à  Arcachon  (Gironde). 

1898.  COMBEBIAC,  capitaine  du  génie,  docteur  es  sciences,  rue  Coulon,  9,  h  Bourges. 

1900.  C0.1ITE  (Firmin),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Commercy  (Meuse). 

1896.  (lOSSEHAT  (E.),  professeur  à   la  Faculté  des   Sciences,  rue   de   Met/.,  i,  à  l'oulouse. 

1896.  COSSEIIAT  (F.),  i  ngénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  28,  à  Paris  (  lo"). 

1900.  COTTO\  (Emile),  professeur  à  l'Université  de  Grenoble.  S.  F. 

1904.  CIRTISS,  Sherman  avenue,  1989,  à  Evanston  (Illinois,  États-Unis). 

1872.     UARBOIIX,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,   doyen  honoraire  de  la 
l''aculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris  (5"). 

1885.  DAUTIIEVIliLE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Gambetta,  27,  à   Montpellier. 

1901.  DELASSIS,    professeur   ii    la    Faculté   des    Sciences,    chemin  de  Cliastre-Monjoux,  à 

Besançon. 

1905.  DEXJOY,  agrégé  de  mathématiques,  rond-point  Bugeaud,  5,  à  Paris  (iG"). 

1895.  DEFiAli\AY  (N.),  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kieff  (Russie). 

1899.  DEliEJIER,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  place  Simon-Vollant,  10,  à  Lille. 

1885.  DEMARTRKS,  doyen  de  la   Faculté  des  Sciences,  avenue  Sajnt-Maur,  à   la  Madelcine- 

lès-Lille  (Mord). 

1892.  DK.M01LII\I(  Alph.),  professeur  à  l'Université,  rue  Joseph-Plateau  10, à  Gand(Belgiqii<!). 

1883.  DKRIYTS,  prolesseurà.  l'Université,  rue  des  Auguslins,  8.S,  à  Liège  (Helgi(|ue). 

1894.  DESAlIVr,  docteur    es   sciences,    boultfvard  Gouvion-Saint-Cyr,  47,  à  Paris  (  r^"  ). 

1900.  DICKSTEIN,  Marszatkowska,  117,  à  Varsovie. 

1902.  DIEGIJKZ  (D.-F.),    professeur    de  mathématiques  à   l'École    provinciale  des    Arts  et 

Industries,  calle  del  Orzan,  4-3°,  à  La  Corogne  (Espagne). 

1899.     DRACll,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue   des  Carmélites,   68,  à  Poitiers. 
1907.     DILAC,  professeur-adjoint  à  l'Université,  rue  Malakoff,  i5,  à  Grenoble. 

1896.  DUMAS  (G.),  docteur  de  l'Université  de  Paris,  privat-docent  à  l'École  Polytechnique 

fédérale,  à  Zurich  (Suisse). 

1897.  BliMOiVr,  professeur  au   lycée,  avenue  Bouvard,  6,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 
1886.     l)D\CAiV,  GonsultingEngineer,  Empire  Building,  Broadway,  71,  INevv-York  City. 
1897.     UURAIV-LORIGA  (commandant),  plaza  de  Maria  Pita,  20,  ii  la  Corogne  (Espagne). 


—  vm    - 
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1885.     DYCK  (  Walther),  Technische  Ilochschule,  h   Munich  (Bavière). 

1902.  ECOllOFF  (Dimitri),    prol'csseiir  à  l'Université,   Moltchanovka,    maison   Fryndine,   à 

Moscou  (  Russie). 

1903.  KSPAIVET,  ingénieur  civil,  rue  lîerthollet,  2,  à  Paris  (5'). 
1900.     ESTA\AVE,  docteur  es  sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris  (5'). 

1907.     ETZEL,  S'  Bcrnard's  Seminary,  à  Rochcster  (Etat  de  iNew-York,  Étals-Unis). 

1896.     EUVKRTU,  ancien  élève  de  l'École    Polytechnique,  ancien   capitaine  d'artillerie,  rue 
du  Pré-aux-Ciercs,  i8,  à  Paris  (7°). 

1888.  FABRY,  professeur  à  la  (''acuité  des  Sciences,  17,  rue  Chaptal,  à  Monlpellier. 
1906.     FARAGGI,  professeur  au  lycée  de  Constantine  (Algérie). 

1904.  FATOl),  docteur  es  sciences,   astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du  Mont- 

parnasse,  172,  à  Paris  (i4°)- 

1891.  FAUQllEMBEUCUE,  professeur  au  lycée,  a  Monl-dc-Marsan. 

1892.  FEIIK   (Henri),  professeur  à  l'Université,  72,  ro\ite  de  Florissant,  à  Genève  (Suisse). 
1885.     FIEM)S  (J.),  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Ontario,  Canada  ). 

1881.     FliOQlET,  doyen  delà  l<'aculté  des  Sciences,  rue  de  la  Commanderie,  21,  àlNancy. 

1872.     FliYE  SAI\TE-MAIIIE,  clief  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  h  l'École 
Polytechnique,  ()lace  Koyer-Coilard,  à  Vitry-le-l''ran(,'ois  (Marne). 

1896.  FONTAKEAl,  ancien  oflicier  de  marine,  cours  Bugeaud,  8,  à  Limoges. 

1897.  FO\TE^É,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  I.e  Goff,  7,  à  Paris  (5*). 
1903.  FOUI)  (  Walter  B.),  Forest  avenue,  617,  à  Ann  Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

1889.  FOlCIIi:,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Soufllol,  5,  à  Paris  (5«). 

1905.  FflU'.f  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Férou,  11,  à  Paris  (6°). 
1872.  FOUUET,   répétiteur    et   ancien    examinateur    d'admission    à  l'École   Polytechnique, 

aveiuie  Cainot,/),  à  Paris  (17").  S.  P. 

1903.  FRAISSÉ,  professeur  au  lycée,  à  Lille. 

1892.  FROIiOV  (le  général),  avenue  des  Vollandes,  2,  à  Genève  (Suisse). 

1903.  FIETER,  Seevogelstrasse,  7,  à  Bâle  (Suisse). 

1900.  GAI/UEAIVO  (Z.-S.  de),  professeur  à  l'Université,  corso  99,  3,  à  Saragosse  (Espagne). 

1906.  CAUGAM  DE  IUO\'CKTZ,  licencié  es  sciences,  square  de  Latour-Maubourg,  8,  à  Paris  (7*). 

1872.     liAUlEI/,  ins|)(!Cleur  général  des  ponts  et  chaussées,  professeui-à  la  l'acnltéde  Méde- 
cine, rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris  (17'). 

1896.  GAITIIIEII-VILLARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Augustins,  55,  à  Paris  (6°). 

1890.  GEBBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1872.     GENTY,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Kapp,  20,  à  Paris  (7*). 

1906.  GÉRARDIN,  quai  Claudc-le-Lorrain,  32,  ù  Nancy. 

1890.     GERBAI.KI,  professeur  à  l'Université,  via  XX  Settcmbre,  66,  à  Palerme  (Italie). 

1897.  (IEItUA^S,  professeur  à  Worcester  Collei;e,  Saint-John  slrcet,  20,  a  Oxford  (Grande- 

Brel;.gne). 

1907,  ClORBAiVO,  professeur  de  mathémati(iues,  Ginnasio  Umberto  I,  à  Kagiisa  (Sicile). 
1896.     GIIV4RI)V1I-I.E,  capitaine  d'artillerie,  rue  Michelct.  6,  à  Montreuil-soiis-Bois  (Seine). 

1903.     CODFiY,    ancien    élève    de    l'École   Polytechnique,    rue    du    Bois-de-Boulogne,     7,  a 

Paris  (16*). 
1907.     cor  (  Tii.),  ancien  ingénieur  de  la  Marine,  7,  rue  Laromiguière,  à  Paris  (5'). 
1881.     COURSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique, 

fue  Denfet  l-Hoclicreau,   Bg,  à   Paris  (5').  S.  P. 


Date 

de 
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1896.     GREEi\HIIiIi,  professeur  à  l'École  d'artillerie,  à  Woolwich  (Grande-Bretagne). 
1896.     GIIEVY,  piofesseur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,3  Paris  (5'). 

1899.  GUADET,  ancien  élève  de  l'École  PoIy(ecliniqup,  boulevard   Saint-Germain,  i^obis,  à 

Paris  {-]') 

1880.  GUCCIA  (Jean  ),  professeur  à  l'Université,  via  Ruggiero  Seltinio,  3o,  h  Païenne  (Italie). 

1906.  GlERBY,  professeur  au  collège   Stanislas,  rue  Madame,  3o,  à  Paris   (6"). 

1900.  CLICIIAItD,  professeur  h  l'Université  de  Clermont-Ferrand. 

1907.  GIICIIARD,  rue  Condorcet,  42,  à  Paris  (9»). 

1881.  GUNTIIER  (  D' Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (  Bavière). 

1885.     GUYOU,   membre  de  l'Institut,  boulevard  Raspail,  284,  à  Paris  (i4°)- 

1873.  IIAAG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeui' h  l'École  Polytechnique, 
rue  Chardin,  11   bis,  à  Paris  (16°). 

1882.  IIAUir.l1,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  a  Lima  (Pérou). 

1896.  IIADAMARI),  professeur  adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  professeur  supplé:int  au 
Collège  de  France,  rue  Humboldt,  25,  à  Paris  (i4°)-  S.  P. 

1904.  IIAliBERSTADT,    ingénieur    des  Arts  et   Manufactures,  rue  Jacob,  35,   à   Paris  (6«). 

1894.  IIAI.STED,  professeur  au  Kenyon  Collège,  à  Gambier  (  Ohio,  États-Unis).  S.  P. 

1901.  HAXCOCK  (  Harris),    professeur  à   l'Université   de   Cincinnati,  Aubiirn   Ho(el  (Ohio, 

États-Unis). 
1900.     IIAItDEli,  villa  italienne,  à  Dieppedalle-Croisset  (Seine-Inférieure). 
1872.     IIATON  DE  LA  GOUIMLLIÈUE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  dir.c- 

teur  honoraire  de  l'École  des  mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  (6°).  S.  P. 

1905.  IIEDRICK,    professeur  à  l'Université,  South  Ninth  street,  3o2,  à  Columbia   (Missouri, 

États-Unis). 

1892.  IIER»IA\1V,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5"). 

1893.  IIIOUX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Saint-Jacques,  16,  à  Paris  (5*). 

1879.  IIOliST  (Elling),  professeuràrÉcolePolytechnique,à  Hôvik,  près  Christiania  (Norvège). 

1895.  IIOTT  (S.),    professeur  à  l'École  S"-Geneviève,  rue  Bausset,  4,  à  Paris  (i5°).  S.  P. 

1880.  IIUMBERT,  membre  de  l'Institut,  ingénieur   en  chef  des   mines,  professeur   à  l'École 

Polytechnique,  rue  Daubigny,  6,  à  Paris  (17°). 
1907.     HISSON,  maître  do  conférences  à  l'Université,  rue  de  Chàteaudun,  36,  à  Rennes. 

1881 .  IMBER,  directeur  des  études  i»  l'École  Centrale,  place  Voltaire,  2,  à  Paris  (11'). 
1903.     ISSAIiY  (l'abbé),  rue  Poquelin-Molière,  9,  à  Bordeaux. 

1896.  JACQLET  (E.),  professeur,  rue  Lagarde,  3,  à  Paris  (5°). 

1898.  JAIIXKE  (  D'' E.),  professeur  à  l'Académie  des  Mines,  Pariserstrasse,  36,  à  Berlin 
W'^  (  Allemagne). 

1898.     JARRY  (N.),  ingénieur  civil,  avenue  du  Bel-Air,  7,  à  Paris  (12°). 

1872.  JAVARV,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechuicjue,  rue  ilu  Cardinal-Lenioine,  i,  h  Paris  (5°). 

1903.  JE.\SE.\  (  J.-L.-W.-V.),  ingénieur  en  cliel  des  Téléphones,  Gl.  Kongevej,  80,  à  Copen- 
hague, V  (Danemark). 

1872.  JORDAiV,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'Kcole  Polytechnique  et  au  Collège  de 
France,  rue  de  Varenne,  48.  à  Paris  (7*;     S.  P. 

1875.  JUNG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Fatebenernitelli,  19,  à  Milan 
(Italie). 

1892.     KOCII  (H,  vo.n),  |.rofcsseur  à  l'École  Polytechnique,  à  Djursholiu-Stockliolm  (Suèdi). 


Uale 

de 
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1880.     KŒMGS,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  h  l'Hcole   Polytechnique, 
boulevard  Arago,  loi,  à  Paris  (  i '1°  ) . 

1907.      KKYliOFF,  ingénieur  des  mines,   hôtel  G(>rson,  rue  de   la   Sorbonnc,  i4,  à  Paris  (5*). 

1897.  liACALCIlIK,  ingénieur  civil,  chefdu  lal)oratoire  de  la  (compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  Hrochant,  18,  à  Paris  (  17"). 

1873.      IiAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examinateur  à   l'École    Polytechnique, 
aveiiue  Victor-Hugo,   162,  a  Paris  (16"). 

1900.     l/AliKSCO,  licencié  es  sciences,  rue  d'Assas,  116,  à  Paris  (6'). 

1893.     IiAKCEIil.\,  asironome  adjoint  à  l'Observatoire,  rue  Roissonnade,  3,  à  Paris  (i^°). 

1899.  LAiVDAlJ   (Edmond),    professeur  à  l'Université    de    Berlin,   Hardenbergstrasse.  i3,  à 

Charlotlenburg  (  Allemagn(^). 

1896.      LAUGKL,   ancien   attaché  d'ambassade,  villa   Kusoleillée.  à  Beaulieu-sur-Mer   (  \lpos- 
Alaritimes). 

1873.  liAUTJI,  manu  facturier,  à  Thann  (Alsace). 

1896.  LEAU,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Vavin,  6.  à  Paris  (6"). 

1880.  I.ÉAIJTK,  membre  de  l'Iuslitut,  boulevard  de  Courcelles,   18,  à  Paris  (17").    S.  P. 

1896.  LEItEL,  professeur  au  lycée,  avenue  liouisson-lierirand,  38,  à  Montpellier. 

1902.  liElîESCllE,  docteur  es  scienc(;s,  chargé  de  cours  à  la   Faculté  des  Sciences,   lue   des 

Quatro-Roucs,  i,  à  Poitiers. 

1903.  LEBEliF,  directeur  de  l'observatoire  de  Besançon. 

1893.      LECOUM),  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  à  l'École  PoIytechni(|ue,  rue  Gay- 
Lussac,  3,  à  Paris  (5"). 

1895       liEillEKAY,    licencié  es  sciences,    ingénieur    civil    du   génie   maritime,    boulevard  de 
l'Océan,  5i,  à  Saiut-iNazaire  (  l.oire-Inférieure  ). 

1872.     liEillOI\E  (Emile), ancien  élèvede  l'École  Polylcclini(|up,  villa  Kerahu.  aux  Bordes,  par 
Montcreau  (  Seine-et-Marne  ). 

1904.  LEMOVXE  ('I'.).  rue  Ernest-Renan,  ai,  à  Paris  (  i5'). 

1879.  LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  à  I.iége  (Belgique). 

1895.  liË  KOUX,  professeur  à   la  Faculté   des  Sciences,  rue  de  (^hàtc^audun,    17,  à  Hennés. 

1898.  liE  ROY,  docteur  es  sciences,  boulevard  Raspail,   117,  à  Paris  (6"). 
1891.  I.EUV,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Ponloise  (Seine-el-Oise). 

1900.  I-EVI  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Université,  via  Altinate,  i4,  h  Padoue  (Italie). 

1907.     LESGI)UR(Jl)ES,  professeur  au  lycée;  Henri  IV,  avenue  de  l'Observatoire,  16,  à  Paris  (  6'). 

1882.     IiEVY  (Lucien),    répétiteur   et   exaniiiiateiii-  d'admission   à    l'École    Pol\  technique, 
rue  du  Regard,  12,  à  Paris  (G"). 

1872.     LËVY  (Maurice),  membre  de  l'Iustilut,  inspccleur  général  des  ponts  et  chaussées, 
professeur  au  Collège  de   France,  avenue  du   Trocadéro,    i5,  à  Paris  («•''')• 

1907.      IiEVY  (Paul),  élève  ingénieur  des  Mines,  rue  du  Regard,   1  a,  à  Paris  (6°). 

1875.     liEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.      I.IXDEI/JF  (Ernsl),  professeur  à  l'Université,  .Sandvikskajan,   i5,  à  llelsingfors  (  Fin- 
lande). 

1877,      MNDEJIAMX,   professeur  à   l'Université,  Fran/.-.losefstrasse,  (),  à   (Munich  (Bavière). 

1886.      MfllVIM.E,  ingénieur  des  poudres,  examinateur  des  élèves  a  l'École  Polytechnique, 

quai  Henri  IV,  la,  à  Paris  (.'("). 
1888.      Uir,\S   (Félix),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  rue  Boissière, 

3o,  a  Paiis  (16°). 
1902.      LlICAS-lilKARIlMI.I.E,     ingénieur    des    manniarlures     de    1  Étal,     quai     d'Orsay,    (13.    à 

Paris  (7"). 


Dale 

de 
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1902.     lilCAS  DE  PESLOl!A\,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  4»,  à  Paris. 

1882.     iHAdÉ  DE  l,EriNAY,    pro l'esse nr  de  niatliématiques   spéci;iles  au    lycée   Henri   IV,   rnc 
Claude-Bernard,  7g,  à  Paris  (5"). 

1895.      MAIIjliET,  in[jénicur  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue 
de  Fontenay,  ir,  à  Bonrg-la-Reine  (Seine).  S.  P. 

1905.     NAliUSKi,  professeur  au  lycée  Hoche,  rue  Gabriel,   12,  à  Versailles. 

1905.  MAVrEI-I-   (M"»  I..).  rue  Dutot,  3o,  à  Paris  (i5«). 

1906.  MARfiUS,  licencié  es  sciences,  rue  Toullier,  7,  à  Paris  (5°). 

1904.  MAROTTE,   professeur  au   lycée   Charlemagne,  rue  de  Reuilly,  35  bis,  à  Paris  (i2«). 

1884.  MARTliV  (  Artenias),  i535,  Colombia  Street  iV.  W..  à  Washington  D.  G.  (  Étals-Unis). 

1901.  MASSAI  (J.),  professeur  à  l'Université,  avenue  des  Arts,  43,  à  Gand  (Belj;i(|ue). 
1894.  MAUPIX,  professeur  au  lycée,  rue  de  l'Église  S'-Ausone,  33,  à  Angouléme  (Cliarentc). 

1897.     MEiniKE,     professeur    à     l'École     technique    supérieure,    Lowensti'asse.   à  Stuttgart- 
Degerlocli  (  VS'urleniberg). 

1889.     ME\DIZAUAL  TAMBOREL  (di.),  membre  delà  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle 
d(!  Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 

1884.  MERCEREAII,  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Université,  igS.  h  Paris  (■;•).  S.  P. 

1902.  MEliLliV  (Emile),  docteur  en  sciences,  rue  de  la  Poste,  22,  à  Uccle  (Belgique). 

1907.  MERLI\  (Jean),  astronome  à  l'observatoire  de  Lyon,  à  Saint-Genis-Laval  (  Rhône  ). 
1902.     MESVY   (R.),  professeur  d'hydrographie  à  Saint-Tropez  (Var). 

1904.     MEiZLER,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1893.      HICllKI,  (François),  chef  de  parcours  de  la  Compagnie  des  chemins  de  fer  du  Nord, 

faubourg  Saint-Denis,  210,  à  Paris  (10°). 
1873.     MITTAC-LEIFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1904.  HIWA,  |)r()fosseur  à  l'Université  de  Kyoto  (Japon). 

1902.  MOl.K  (  J.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  8,  à  Nancy. 

1897.  MOMCIIELIL  (l'abbé  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  la  Dalbade,  35,  à  loulouse. 
1907.     MOMEL,  professeur  an  lycée  Buffon,  boulevard  de  VaugirarJ,  57,  à  Paris  (i4')- 

1898.  MOATESSUS    DE    HALI-OHE   (vicomte  Robert  de),    professeur   à    la    Faculté    libre   des 

Sciences,  place  de  (ion(>vi(''res,  8,  à  Lille  (Nord). 

1903.  MIM.ER  (J.-O.),  Nikolausborgerwcg,  49,  à  Gôttingen  (Allemagne). 

1885.  MEIItERfi,  piofesseiir  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1897.     IVICOLLIEIt,  professeur,  ii  Monireux  (Suisse).  ^ 

1903.     KIELS  IVIELSEIV,  inspecteur  général  de  l'enseignement  secondaire.  Norrcbrogadc,  57,  h 
(Copenhague  (Danemark). 

1900.  MEWENGIiOWSKI,  docteur  es  sciences,   inspecteur  général  de  l'instruction   publique, 

rii<;  de  l'Arbalète,  35,  à  Paris  (5°  ). 

1907.     IVIKITIXE,  rue  Flatters,  7,  à  Paris  (5°). 

1882.     OCAliNE  (M.  d'),  professeur  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École 
Polytecluiiqiie,  rue  La  Boëlie,  3o,  à   Paris  (8°).  S.  P. 

1905.  «IIVET,  professeur  au  lycée,  à  Dijon. 

1873.     OVIDIO  (Knrico  n'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporlo,  3o,  il  Turin  (Italie). 

1901.  l'ADÉ  (IL),  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Turenne,  89,  ii  Bordeaux. 
1893.     l'AIMiEVÉ,    membre  de  l'Institut,   professeur  ii   la  Faculté  des  Sciences  et  ii  l'École 

Poiylcchni(|uc,  rue  d'Assas,  33,  a  Paris  (6"). 
1888.      l'Al'ELIËR  (Georges),  professeur  de  mathématiques   spéciales  au    lycée,  rue  de    Re- 
couvrance,  20,  à  Orléans  (  I^oiret). 


Uale 
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188'i.  PARAF,  professeur-adjoint  h  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1881.  l'ELLET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  iiie  Pascal,  3o,  à  Clerniont-Ferraïui. 

187'i.  l'EltCllV,  général  de  division,  rue  de  la  Faisanderie,   ii6,  à  Paris  (16*). 

1881.  l'EHOTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts,  Élats-ljiis  ).  S.  P. 
1873.  l'EKItlN  (R.),  inspecteur  général  des  mines,  rue  de  Grenelle,  80,  a  Paris  (7").  S.  P. 
1892.  PEItItllV  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Tarbé,  3,  à  Paris  (17'). 

1896.     l'ETROVITCll,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  26.  à  Belgrade  (Serbie). 
1902.      l'KTKOVITCll  (S.),  ca|)itaine  d'artillerie  de  la  garde,  professeur-adjoint  à  l'.Xcadémie 

d'artillerie  Michel,  rue  Sergevskaïa,  [^^2,    log.   10,  à  Saint- Pélerfsbourii. 
1887.      l'EZZO  (oel),  professeur  à  l'Université,  pia/./.a  San   Marcellino,  2,  à  Naples  (Italie^. 

1905.  PFEIFFEIl,  maître  de  conférences  à  l'Université,  Tarassovskaïa,  20,    à  Kiew  (Russie), 

1906.  PHILIPPE  (Léon),  insj)ecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées,    rue   de   Turin.    28  bis, 

à  Paris  (8"). 

1879.     PlCAItD  (Emile),   membre   de   l'Institut,  professeur   a    la    Faculté  des  Sciences  et  il 
l'F.cole  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Joseph-Bara,  4.  à  Paris  (6*). 

1872.      PICQUET,  chef  (le   bataillon    du   génie,   examinateur  des  élèves    à    l'Ecole    l'olvlecli- 

nique,  rue  Monsieur-le-Prince,  4»  a  Paris  (6"). 
1899.      PIEUPOM  (James),  professeur  à  l'Université  Vale,  MansCield  streel.   ',2,  il  New  llaven 

(Conneclicut,   Elals-Unis). 

1882.  POliVCAIlÉ,   membre   de   l'Institut   et    du   Bureau    des     Longitudes,    professeur   à    la 

Faculté  des  Sciences,  rue   Claude-Bernard,  ()3,  à  Paris  (.")')•  S-  P. 

1894.  I*0'ril0\,  docteur  es  sciences,  rue  Saint-Honoré,  368,  à  Paris  ((/'). 

1872.  POLICNAC  (prince  C.  dk),  à  Radmannsdorf  (Carniole,  Autriche).  S.  P. 

1906.  POPOVIf.l,   licencié  es  sciences,  rue  Mongc,  29,  à  l'aris  (5°). 

1899.  P11I\GSI1E!M,  professeur  à  l'Université,  Arcisstrasse,  12,  ii  Miinich  (Bavière). 

1896.      PRIIVOST,   inspecteur   général    honoraire   de    l'Instruction    publique,    11,    rue   de    la 
Tour,  à  Paris  (16"  ). 

1902.  PUX  (  Victor),  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

rue  Madame,  b!\,  sa  Paris  (6'). 
1896.      QUIOIET.   actuaire  de  la  Compagnie   In    ^a:ionn/e,    boulevard    Saint-Germain,   92,  à 

Paris  (5'). 
1898.     HABIT,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Duplessis,  77,  h  Versailles. 

1883.  IIAFFY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Pierre-Nicole,  7,  a  Paris  (5').  S.  P. 

1903.  BEMOlNIItiS,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soultaiii,   17,  à  Athènes  (Grèce). 
1906.     REMY,  ingénieur  des  mines,  à  Alais  (Gard). 

1900.  REIVARD,  avenue  Victor-Hugo,  162,  à  Paris  (16°). 

1903.  RICHARD,  professeur  au  lycée,  place  du  Rosoir,  1,  à  Dijon. 

1903.  RUCHE,    agrégé  de  l'Université,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris  (6"). 

1872.  ROIIART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  3.'|,  i»  Paris  (8'). 

1872.  ROIICHÉ,  membre  de   l'Institul,  boulevard  S'-Germain,  2i.'i,  à  P.iris  (7"). 

1896.  ROliGIER,  docteur  es  sciences,  rue  Sylvabelle,  84.  à  Marseille. 

1885.  ROUOllET  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpech  (Aude). 

1906.  ROISIEHS,  professeur  au  collège  Stanislas,  boulevar.l   Raspail,    206,  à  Paris  (14"). 
1900.  SAIJYKOW,  professeur  a   1  Université,  a  Kharkow  (Russie).  S.  P. 

1907.  SAMELEVICI,  licencie  es  sciences,  rue  Monge,  46,  à  Paris  (5«). 

1872.      SARTIAIX,  ingénieur  en    chef  des   ponts  et  chaussées,  chef   de    l'exploitation    a    la 
Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  :i  Paris. 
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1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

1907.     SCIIO\FI,IES,    professeur    à    l'Université,    Kiirfûrsteiistrasse,    la,  à  Mittelhufen,    près 
Kônigsb(\rg  (Prusse). 

1897.  SCilOU  (Erik),  Gl.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881.  SCIIOITE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 
1901.     SEE  (Tliomas-J.-J.),  Observatory  Mare  Island  (Californie). 

189G.     SE(il'lER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris  (7'). 

1882.  SÉLIVAÎVOFF  (l)émélrius),  professeur  à  l'Université,   Fontanka,  116,  log.  16,  à  Saint- 

Pétersbourg  (Russie).  S.  P. 

1900.  SERVANT,  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints- Pères,  8,  à  Paris  (7°). 

1900.  SPARRE  (comte  Magnus  de),  avenue  de  l'Archevêché,  7,  à  Lyon.  S.  P. 
1879.  STEI'IIANOS,  professeur  à  l'Université,  rue  Scion,  20,  à  Athènes  (Grèce). 

1901.  STETSO.N'  (Orlando),  à  Franklin  (Massachusetts,  Etals-Unis). 

1898.  SrÔRMEU  (Cari),  professeur  à   l'Université,  Davesgade,  il\,  à  Christiania  (Norvège). 

1903.  SICIIAR,  docteur  es  sciences,  rue  Saint-Lazare,  ^3,  à  Paris  (9"). 

1904.  SUDRIA,  professeur  à  l'École  pratique  d'électricité  industrielle,  rue  Ernesl-Renan,  28, 

il  Paris  (  i5°  ). 
1904.     SIJ\D)U\,  maître   de  conférences   à  l'Université,    Fredriksgatan,    19,    à    Helsingfors 

(  Finlande  ). 
1872.     SYI/OW,    professeur    à     l'Université,    Majorstuveien.     16    111,    à    Christiania    (Nor- 

vè[;e).   S.  P. 
1896.     TANNEXBERG  (de),  dcjcteur  es  sciences,  rue  d'Assas,  118,  à  Paris  (6'). 
1875.     TANiVERY,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  sous-directeur 

de  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  \b,  a  Paris  (5°). 
1882.     TAURY  (Gaston),  boulevard  Pereire,  177,  à  Paris  (17»).  S.  P. 

1899.  THYBALT,  professeur  au  lycée   Saint-Louis,  boulevard   St-Gerraain,  11,  à  Paris  (5'). 
1896.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  à  l'École  navale,  à  Brest  (Finistère). 
1896.     TOIIRES,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Valgame  Dios,  3,  à  Madrid  (Espagne). 
1893.     TOUCHE,  lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Truflault,  23,  à  Paris  (17"). 
1872.     TRESdA,    ingénieur  en    chef  des    ponts   et   chaussées  en  retraite,  rue  du  Général- 

Henrion-Herthier,  7,  à  Neuill y-sur-Seine  (Seine). 

1896.  TRESSE,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Mizon,  6,  à  Paris  (i4"). 

1907.     TRIPIER  (H.),  licencié  es  sciences,  rue  Alphonsc-de-Neuville,  17,  à  Paris  (17°). 
1893.     VAliUÉl-POUSSIX  (Cii.-J.   de   la),  professeur  à  l'Université,  rue  Léopold,  38,   à  Lou- 

vain  (Belgique). 
1904.     VA!VDEURKi\l,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,  16,  à  Bruxelles. 

1905-     VAI\I    VIjECK,    professeur    de    mathématiques,    Univorsity    of    Wisconsin,    à    iMadison 

(Wisconsin,  Etats-Unis). 

1897.  VASSILAS-VITALIS  (J.),    professeur  à    l'Ecole    militaire   supérieure,  rue  Socrate,    n   A, 

à  Athènes  (  (irèce  ). 

1898.  VASSIMEF,  président  de  la  Société  physico-mathématique,  à  Kasan  (Russie). 
1901.     VESSIOT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   quai  des  Brotteaux,  4,  à  Lyon. 
1888.      VOLTERRA  (  Vito),  professeur  à  l'Université,  via  Lticina,  17,  à  Rome. 

1904.     VOROXOÏ,  professeur  à  l'Université,  rue  "Vilcza,  i8,  à  Varsovie  (Russie). 

1900.  VUIBERT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5'). 

1880.      \VAI,CKK^AKR,  mgcnieuren  chef  des  mines,  boulevard  St-Germain,  218,  à  Paii!.(7*). 
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WEBEIl  (Emile),  rue  du  Manibour,  lo,  à  Liéjjc  (Belgique). 

WElMi,  direcleiir  du  collège  Cliaplal,  boulevard  des  liatignolies,  4Ô,  à  Paris  (8*). 

WILSOiX,  Lf'c  Street,   iG,  à  Cambridge  (Massachusetts,  Élats-Uuis). 

WOKMS  DE  ROMILI,Y,in|rénieureii  chel'des  mines,  rue  Balzac,  7,   ù  Paris  (8°). 

'AIBOIIUSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et   professeur  à  l'Acadomie  irArlillorie 
rue  Zriameiikaia,  22,  a  Saiul-Pélersbourg  (  Russie) . 

/>AltEMItA,  professeui'  à  l'Université,  rue  Biskupia,  .j,  à  Cracovie  (Autriche). 

ZEIIYOS,  professeur  agrégé  à  l'Université,  rue  Marie,  5  H,  à  Athènes  (Grèce). 

ZEUTIIEX,   professeui-  à   l'Université,    Rosenvouget,    Sanct-Kanulkeslrœde,   11,  à  Co- 
peuliugue  (Danemark). 

ZIWET,  South  Ingalls  Street,  644,  à  Ann   Arbor  (Micliigau,  États  Unis). 


Membres  décédés  en  1907  :  M.  l'abbé  UIVEKEAl';  M.  RODA;  M.  TISSOT. 


LISTE 


PRESIDENTS   DE  LA  SOCIÉTÉ   MATHÉMATIOIE   DE   FitAi\CE 


DEPUIS     SA     FONDATION. 


MAI. 


1873 

CIIASI.IiS. 

1874 

I,AFFON  DE  LADEBAT. 

1875 

BIE\AViMÉ. 

1876 

DE  LA  UOllUMEItlE. 

1877 

MAKMIEPI. 

1878 

DABBOIIX. 

1879 

0.  ItONMîi. 

1880 

lOUDAIV. 

1881 

LAGUEIUIE. 

1882 

IIAlPlIEiV. 

1883 

IIOIICIIE. 

1884 

l'ICAKD. 

1885 

AIM>ELI,. 

1886 

POINCAUÉ. 

1887 

l'OlRET. 

1888 

LAISAAIT. 

1889 

ANDIIÉ  (DÉSinÉ). 

1890 

MA  ION  UE  l,A  GOlil'Jl.l.lÈltl 

MM. 


1891 

COM.IGN'OK. 

1892 

VICAIRE. 

1893 

IIUMIIEItT. 

1894 

IMCQlEi. 

1895 

UOURSAI'. 

1896 

PICARD. 

1897 

UŒMUS. 

1898 

LECORIVU. 

1899 

(lUVOU. 

1900 

I'0I\CARÉ. 

1901 

D'OCACXE. 

1902 

RAKKY. 

1903 

l'AIMEVÉ. 

1904 

CARYALLO. 

1905 

BOKEL. 

1906 

IIADAMARD. 

1907 

BLITEI,. 

1908 

I>ER11I\  (RAOUI.) 

--  a^ 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  BxiUetin. 


Aiiisterdain . 
Amsterdam . 
Amsterdam  . 


Râle 

haltimor 
Berlin..  ■ 
Rerlin   .. 


Berlin. 


Bologne. . 
Bordeaux. . 
Bruxelles. 


Bruxelles. . 
Cambridge. 
Cambridge 
Ciiristiaiiia. 
Goïmbre.  . 


Copenhague. 
Cracovie.. . . 

Deift 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

GôlUngen . . 

Halifax 

Hambourg. . 

Harlem 

Helsingfors. 

Kansas 

Kasan 

Kliarkov. .  . . 
Kliarkov. .  .  . 
La  Haye. ... 


Leijizig. 
Leipzig. 
Leipzig. 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam  . 

Société  matliématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathêmn- 

iiques. 
Naturforscliende  Gesellscliaft. 
American.  Journal  of  Mathematics. 
Académie  des  Sciences  de  Berlin. 
Jahrhuch  iiber  die  Fortschritte  der  Matlie- 

matili. 
Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 

tlieiuatik . 
Académie  des  Sciences   de  l'Institut  de  Bo- 

logne. 
Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 

(le  liordeaux. 
Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 

des  Beaux-Arts  de  Belgique. 
Société  scientifique  de  Bruxelles. 
Cambridge  philosophical  Society. 
Aimais  of  Mathematics. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvideiiskab. 
Ànnaes    scientijicos  da   Acadrmia   Poljtech- 

iiica  do  Porto. 
Nyt  Tidsshrift  for  Mathematik. 
Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 
Académie  technique. 
Soci<'té  Royali^  d'Edimbourg. 
Société  mathématique  d'Edimbourg. 
Mathesis. 

Société   Royale  des  Sciences  de  Gôttingen. 
Nova  Scotian  Institute  of  Science. 
Société  mathématique  de  Hambourg. 
Société  hollandaise  des  Sciences. 
Société  des  Sciences  de  Finlande. 
Université  de  Kansas. 
Société  physico-mathématique . 
Annales  de  i'Univeisilé. 
Société  matliématique  de  Kliarkov. 
Archives  néerlandaises  des  Sciences  exactes 

et  naturelles. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 
Mathematische  Annalen. 
Archiv  der  Mathematik  und  Pltjrsik. 


Pays -Ras. 
Pays-Ras. 

Pays-Ras. 

Suisse. 
États-Unis. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemajine. 

Italie. 

Tranee. 

Belgique. 

Belgique. 

(irande-Bretagne. 

Massachusetts. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark. 

Autriche. 

Pays-Bas. 

Grande-Bretagne. 

Graiide-Rretagne. 

Relgiquc. 

Allemagne. 

]N"°-Écosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

États-Unis. 

Russie . 

Russie. 

Russie. 

Pays-Ras. 
Allemagne. 
Allemagne. 
Allemagne. 


Liège 

Livourne 

Londres 

Londres 

Londres 

Luxembourg 

Marseille 

Mexico 

\lilan 

Moscou 

Munich 

iNaples 

New-Haven 

New-York 

Odess-.i 

Palernie 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris ■ 

Pise 

Pise 

Pise 

Pi'"«"'' 

Pragiio 

Prafjue 

Rennes 

llome 

Sainl-Pclersl>oiir| 

Slockliolin 

Stockholm 

Tokyo  

Toulouse 

Turin 

Upsal 

Varsovie 

Venise 

Vienne 

Vienne , 

V\''a8hin{;lon 

Zurich , 
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Société  Royale  des  Sciences. 
Periodico  di  Matematica. 
Société  astronomique  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Londres. 
Société  Royale  de  Londres. 
Institut  {Trand  ducal  de  Luxembourg. 
Annales  delà  F  acuité  des  Sciences  . 
Sociedad  cientiiica  Antonio  Alzate. 
Institut     Koyal     lombard    des     Sciences   ei 

Lettres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  physiques  ei 

mathématiques  de  Naples. 
Académie  des  Sciences  et   Arts  du   Connee- 

ticut. 
American  mathematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Russie. 
Rendiconti  del  Circolo  matematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  l'avancement  des 

Sciences. 
Société  philomalhiqiie  de  Paris. 
liulletin    des   Sciences     malhéniatiqnes. 
Journal  de  V Ecole  Polytechnique. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Intermédiaire  des  .Mathématiciens. 
licolc  Hoyale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
//  Nuovo  Cimenlo. 
Académie  des  Sciences  de  Bohème. 
Casopis  i>io  péstovâni  mathematikjr  a  fysiky. 
Société  niatiiémati(|ue  de  Bohême. 
Travaux  de  l'Université. 
Académie  Royale  des  l.iucei. 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
Acta  Matheniatica. 
Ribliotheca  matheniatica. 
Mathematico-physical  Society. 
Annales  de  la  l'acuité  des  Sciences. 
Académie  des  Sciences. 
Société  Hoyale  des  Sciences  d'Upsal. 
Prace  Matcmatyczno  Fizyczne. 
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SUR  LA  MÉTHODE  DE  M.  COURSAT  POUR  LA  RÉSOLUTION 
DE  L'ÉQUATION  DE  FREDHOLM  ; 

Par   m.    Henri   Lebesgue. 

1.  La  solution  de  l'équation  de  Fredliolin  dépend  d'expressions 
analytiques  assez  compliquées.  Dans  son  Mémoire  des  Acta 
matliematica  ('),  M.  Fredholm  a  montré  comment  l'on  pouvait 
vérifier  que  ces  ex|)ressions  fournissaient  bien  la  solution  clier- 
cliée,  mais  il  n'a  pas  indiqué  comment  on  était  amené  à  la  consi- 
dération de  ces  ex[)ressions. 

M.  Goursal  (-)  a  montré  récemment  que  l'étude  d'un  cas  |)arti- 
culier  conduisait  facilement  à  prévoir  la  forme  de  la  solution;  il 


(')  Sur  une  classe  d'équations  fonctionnelles  {Acta  niat/iematica,  l.  \\\II, 
igoS). 

(^)  Sur  un  cas  élémentaire  de  l'équation  de  Fredholm  {Bulletin  de  la 
Société  inathcmalique,  l.  XWV ,  fasc.  III,  lyo^). 


—  A  — 

devient  alors  lout  naturel  d'employer  le  procédé  de  vérification  de 
M.  Fredholm.  D'ailleurs  celte  vérification  est  inutile  dans  des 
cas  étendus,  comme  il  résulte  d'un  raisonnement  rapidement 
indiqué  par  M.  Goursat  à  la  (in  de  sa  Noie.  C'est  ce  raisonnement 
que  je  vais  développer  ;  il  conduit  à  une  conclusion  très  générale  : 
cela  m'a  |)aru  intéressant  à  noter,  d'autant  que  la  méthode  de 
M.  Goursat  semble  pouvoir  s'apj)liquer  à  d'autres  équations  Ibnc- 
tionnclles. 

Pour  être  clair,  je  reprends  d'a-bord  l'élude  du  cas  particulier 
considéré  par  M.  Goursat;  cela  me  permet  de  fixer  les  notations 
et  d'indiquer  des  transformations  de  déterminants  à  peine  diffé- 
rentes de  celles  qu'elTectnc  M.  Goursat,  mais  un  |)eu  plus 
simples  (  '  ). 

2.  K{x,y)  et  J>(^)  étant  des  fonctions  données,  '-p(^)  étant  la 
fonction  inconnue,  l'équation  de  Fredholm  s'écrit 

(i)  ç(.r)-i-X    /     K{.r,s)(f(s)ds  =  'l(x). 

•   0 

Examinons  d'abord  le  cas  où  le  noyau  K(x^y)  est  de  la  forme 

(•2)     li{r,j-)^X,(x)\\{y)-^\,{x)\,iy)-i-...-i-\„ix)\„ij-). 

En  remplaçant  K  par  cette  valeur  dans  le  premier  nieiuhic  de 
l'équation  (i),  on  voit  que  l'intégrale  qui  y  figure  est  une  fonction 
linéaire  des  X/(x);  donc  on  trouve 

(3)  o{x)  =^  <bix)  -  U,\i( T)  -  li,X,{.T)  - . . .-  U„Xnix), 

les  n,  étant  des  constantes  à  déterminer. 

Motlidons  Téqualion  (i)  à  l'aide  de  (2)  et  de  (3);  lo  même  fait 
se  re|)r()tluil,  mais  celte  fois  '}(.c)  disparait  dans  les  tieux 
membres.  On  trouve  alors  (pi'une  combinaison  linéaire  et  homo- 
gène des  X/  est  nulle.  Mais  on  peut  supposer  les  X,'  linéairement 
indépendantes;  donc  on  doit  annuler  les  coefficients  des  X,-,  d'où, 


(')   Jo    n'ai    l'iiil    {Hi'iiuti(|upi-    les    prcmioi»   calculs   faciles  ù    iiilahlir  cl   (in'on 
trouvera  clan*  la  Noie  de  M.  Goursat. 


(4) 


pour  déterminer  les  H,-,  n  équations  linéaires  de  la  forme 
X  f  \i{s)Yi{s)ds\\y^...-T-\  f  X,-_i(5)Y,-(s)rfsH,-_, 

•-  0  •^^ 

-f-     I  +  X  r  \i(s)  \i{s)  ds    H,  +  X  f   Xi+i{s)  Yi{s)  ds  n,-+,  4-. . . 

/  r'  /•' 

+  X     /       Xn{s)Yi{s)ds\\„=K  <h{s)Yi{s)ds. 

Posons  '-p(:r)  =  '^-^{x)  —  ?{x)',  nous  avons 
(5)  Xi(.r)  H,  +  X,(^)  11,  +  . .  .-4-  X„(^)  H„=  p  (^). 

En  supposant  que  le  déterminant  des  équations  (4)  soit  différent 
de  zéro,  l'équation  en  p,  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  déterminant 
total  de  (4)  et  (5),  fournira  la  solution  du  problème.  Mais,  sous 
celte  forme,  la  solution  est  donnée  en  fonction  des  X/  et  Y,,  les- 
quelles ne  sont  pas  entièrement  déterminées  quand  K  est  donné; 
cherchons  à  éviter  le  calcul  des  X/  et  Y^-  en  transformant  l'équa- 
tion en  0. 

J^e  premier  membre  de  cette  équation  est  un  déterininant  dont 
tous  les  termes  peuvent  être  considérés  comme  des  intégrales 
définies  prises  de  o  à  i  ;  on  peut  faire  sortir  les  signes  d'intégra- 
tion correspondants  du  symbole  du  déterminant,  pourvu  qu'on 
remplace  la  variable  s  par  des  variables  différentes  dans  chaque 
terme  ou  simplement  dans  chaque  ligne.  Ainsi  l'équation  peut 
s'écrire 

po  X»  Xo  ...  X» 

À'VYl      n-XX|Y}        XX»\}        ...        XXAYi 
'K'Y-\l        XXfYI        I4-XX2Y2     ...        XX?,  Y| 


Il-f 


l'h"\;[      xx^Y"        XXî;y;i 


•XX"  Y 


dx^  dxi . . .  d.Tfi  =  o, 


en  mettant  pour  simplifier  X/,  Y;^,  tL./,  p",  Xf ,  au  lieu  de  Xi(xj), 
Y/(xy),  •h[xj),  p{x)^  X/(.r).  On  voit  qu'il  ny  a  aucune  relation 
entre  les  indices  supérieurs  et  les  indices  inférieurs;  on  pourrait 
effectuer  sur  les  indices  supérieurs  i,  2,  .  .  . ,  ;i  une  permutation 
quelconque  sans  que  l'équation  (6)  soit  modifiée.  D'une  façon 
générale,  deux  termes  seront  dits  équivalents  si  l'on  passe  de 
l'un  à  l'autre  |)ar  une  telle  permutation  ;  deux  termes  équivalents, 
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soumis  à  l'intégralion  /i-uple  qui  ligure  dans  (G),  donnent  le  même 
résullat.  Remarquons  encore  que  l'intégration  par  rapport  à  dxi 
peut  être  supprimée  quand  il  s'agit  d'un  terme  ne  contenant 
pas  Xi. 

Ceci  posé,  la  difficulté  qu'on  éprouve  à  faire  apparaître  la  fonc- 
tion K  dans  le  déterminant  A  qui  figure  dans  l'équation  (6)  pro- 
vient surtout  de  la  présence  de  produits  X^Yj  à  indices  inférieurs 
différents;  mais  le  déterminant  A  est  égal  au  déterminant  B  : 


po 

XXJYl 

XXOYi         .. 

XX»  Y" 

Y 

i-4-XX{Yl 

XX>Y| 

X  X  '  Y" 

A  .\  „    1  „ 

^2 

XX2Y} 

i-^XX?Y|     .. 

XX  2  Y" 

<{/"         X  X'/  Y  { 


X\"  Y2 

A  .■\..y      la 


i-^aX;;y;; 


Cela  serait  tout  à  fait  évident  si  les  éléments  principaux  étaient 
nuls;  le  cas  général  se  ramène  à  celui-là,  pourvu  qu'on  utilise  le 
développement  donné  par  la  formule 


dans  laquelle  A  est  le  déterminant  des  «f,  D  celui  qu'on  déduit 
de  A  en  remplaçant  les  éléments  principaux  a'-  par  des  zéros, 
D,-^/  ...  le  mineur  de  D  obtenu  en  barrant  les  lignes  elles  colonnes 
(le  rangs  /,  y,  .... 

Or  le  déterminant  B,  ainsi  que  tous  ses  équivalents,  se  retrouve 
évidemment  dans  le  développement  de  C  : 


p" 

XK»-i 

X  K«.-^ 

XKo," 

^\ 

1-+-XK1-' 

XK1.2 

XK'-" 

¥ 

XK2.1 

1  -h  X  K2,2     .  . 

XK2'' 

XK",' 


X  K".2 


I  -f-  X  k"." 


dans  lequel  les  indices  supérieurs  désignent  les  variables;  com- 
parons donc  B  et  C.  Nous  considérerons  les  éléments  des  n  der- 
nières colonnes  de  ces  déterminants  comme  des  sommes,  et  nous 
remplacerons  B  et  C  par  des  sommes  de  déterminants. 
IjCS  éléments  de  B  seront  remplacés  par  les  sommes 

o-+-X\»Y|,      ii-XX;Y{, 


ceux  de  C  seront  remplacés  d'une  part,  et  cela  donnera  le  déve- 
loppement G',  par  les  sommes 

et  d'autre  part,  ce  qui  donnera  le  développement  C",  par 

o-f-XX^Y}--...^XX»Y,',,         i  +  ÀXJYI +...  +  ÀXAY,',, 

Quand,  pour  la  formation  d'un  déterminant  partiel,  une  colonne 
aura  été  remplacée  par  la  première  file  de  ses  éléments,  laquelle 
est  constituée  de  n  zéros  et  d'un  chiflfre  i,  on  pourra  barrer  cette 
colonne  et  la  ligne  de  même  rang-.  En  opérant  ainsi,  le  coefficient 
de  À^  se  présente  sous  la  forme  d'une  somme  de  déterminants 
d'ordre  /?  +  i . 

Dans  C,  ces  déterminants  sont  en  nombre  égal  à  celui  des 
combinaisons  de  n  lettres  p  à  p,  et  ils  sont  évidemment  tous  équi- 
valents; le  terme  en  kP  est  donc  équivalent  à 


n(  /i  —  \).  .  .(  n  —  p  -h  i) 


? 


Ko,i      KO'2 
KM      K1.2 

K2,l         K5,2 


'bi>     !</'••     K/''- 


a/;X/', 

KO,/' 
Ki>/' 
K2./' 

Ki',i' 


Dans  C",  ceux  de  ces  déterminants  qui  ne  sont  pas  nuls  pro- 
viennent de  files  d'éléments  contenant  des  X/Y/  à  indices  infé- 
rieurs variables  d'une  file  à  l'autre.  Ces  déterminants  sont  évi- 
demment équivalents  à  ceux  qu'on  rencontre  danpB;  d'ailleurs, 
chaque  déterminant  provenant  de  B  donne  dans  C"  autant  de 
déterminants  équivalents  qu'il  y   a  d'arrangements  de   n  lettres 

p  à  /?;  le  coefficient  de  Xp  dans  B  est  donc  équivalent  à  -^-  La 
question  que  nous  nous  étions  posée  est  résolue. 

Pour  arriver  à  la  forme  de  M.  Fredholm,  il  va  suffire  de  déve- 
lopper a^  suivant  les  éléments  de  sa  première  colonne.  Désignons, 

avec  M.  Fredholm,  par  k^(     *'    ^'•••'    ''\    \q  déterminant  ayant 
pour  élément  situé  dans  sa  f'^"""  colonne  etsay''"""  ligne  le  nombre 


—  8  — 


K(«i,  èy),  el  remarquons  qu'une  permulalion  efTecLuée  sur  lune 
ou  l'autre  des  deux  lignes  de  variables  de  ce  nouveau  symbole 
correspond  loul  simplement  à  une  permutation  des  lignes  ou  des 
colonnes  du  déterminant  correspondant.  On  a  : 


a,,  =  oK  —  il/'K  f 


\x^,Xi,Xi,...,X|,J  \xi,Xi,... 

\Xi,  X^_,    .  ..,  X,,J  \xi,  Xi.  X3,   . .  .,  x,, 

et,  sous  cette  nouvelle  forme,  il  est  évident  que  tous  les  termes 
autres  que  le  premier  sont  équivalents.  Si  donc  on  pose 

(,)  «(X)    =,      -.2,4^ /■7'-/"<:;?-?)*.*.--'^^- 

(8)     i{x,y;\)=^\\<{x,y)^y^-^  Ç     T-..  {   Kf""'  "^^ '"''''')  dx.dx, ...  dxp, 

^^  p-  Jo  -0      •'"      \y>  xu....,T,,i 

et  si  (0(X)  est  différent  de  zéro,  l'équalion  (1)  admet  la  solution 
donnée  par  la  formule 


(9) 


<^{x)=']j{x)—  -—.-   j     ^{s)r!t{x,s;\)ds. 

\     ^  /    »  'a 


Jusqu'ici  les  symboles   2,  désignent  des  suites  finies,  mais  on 

peut  les  considérer  comme  représentant  des  séries,  car  les  sym- 

l)oles  R(      '    ■'  ■     '    '^j^  à  plus  de  -m  variables,  sont  idenli(iue- 

ment  nuls,  ce  qui  résulte  immédiatement  d'un  calcul  analogue   à 
celui  qui  nous  a  donné  C". 

3.  Pour  étendre  le  résultat  précédent  à  des  cas  où  le  noyau 
n'est  pas  de  la  forme  (2),  je  reprends  le  raisonnement  qui  termine 
la  Note  de  iNI.  Goursal. 

Dans  l'équation  (i),  les  données  sont  le  noyau  K  el  le  second 
membre  <]>.  Considérons  une  écpuUion  de  Fredholni  dans  laquelle 
les  données  K«  et  <h„  sont  variables  avec  n  et  supposons  qu'elle 
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admette  la  solution  o,,,  de  sorte  que  l'on  a 

(lo)  cp„(a-) -h  ).    /     Kn(x,  s)(fnis)ds  =  <l,i(x). 

Supposons  de  plus  cjue  K,,,  'ii,i,  o,i  soient  des  fonctions  som- 
mables,  bornées,  tendant  nniforniément  vers  des  limites  K,  (|/,  cp, 
lesquelles  sont  par  suite  bornées  et  sommables.  Alors  K,jC2„  tend 
uniformément  vers  Kcp  et,  d'après  le  théorème  classique  sur  l'in- 
tégration des  suites  uniformément  convergentes,  chaque  terme  de 
l'équation  (lo)  tend  vers  le  terme  correspondant  de  (i)  et  ©  est 
solution  de  l'équation  (i).  Ce  qu'on  peut  résumer,  d'une  façon  un 
peu  imprécise,  en  disant  que  la  limite  d'une  solution  d'une 
équation  de  Fredholm  à  données  variables  est  une  solution  de 
V équation  correspondant  aux  données  limites. 

A.  Remarquons  maintenant  que  les  formules  (7)  et  (8)  con- 
servent un  sens  tant  que  le  noyau  est  borné.  Si,  en  effet,  on  a 
toujours  I  K(^,  j^)  [<<  M,  les  symboles  K  à  2/>  variables  sont  des 
déterminants  d'ordre  p  dont  les  termes  ne  surpassent  pas  M  en 
valeur  absolue.  D'après  nn  théorème  de  M.  Hadam.ard  ('),  un  tel 
déterminant  ne  surpasse  pas  M^\/pP;  donc  les  séries  (^)  et  (8) 
ont  leurs  termes  respectivement  inférieurs,  en  valeur  absolue,  à 
ceux  des  séries 

1  1 

ces  séries  convergent  quel  ([ue  soit  1;  les  formules  (7)  et  (8)  con- 
servent donc  un  sens  et,  par  suite,  aussi  la  formule  (9),  pourvu 
que  (D(X)  diffère  de  zéro. 

Si   'b  est  en   module  inférieur  à  N,  la  série  /N  est  majorante 

pour  la  série  représentant  o().)  =  /    à  (s)  rj(.x,  s;  A)ds. 

Ceci  posé,  soient  K,,  et  <h,i  des  fonctions  sommables  tendant 
uniformément  vers  les  fonctions  K.  et  à  que  nous  supposons  som- 
mables et  bornées.  Alors,  si  |  K  j  <:^  M,  |  <!/ 1  <<  N,  on  a  aussi,  quand 


(')  Résolution  d'une  question  relative  aux  déterminaïUs  {Bulletin  des  Sciences 
matliématiques,  2°  série,  t.  XVII,  1898). 
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n  est  assez  grand,  |  K^  |  <  M,  |  'l,i  |  ■<  N,  et  les  séries  d  et  /N  sont 
majorantes  pour  les  séries  représentant  les  fonctions  (©«(X), 
CnQ^)i  09 (^),  ^Q^)  attachées  aux  données  K„,  (];„,  K,  <!/. 

Il  en  résulte  que,  si  cj  est  assez  grand,  on  commettra  une  erreur 
uniformément  Inférieure  au  nombre  positifs  arbitrairement  choisi 
en  h'mitant  ces  séries  à  leurs  q  premiers  termes,  et,  par  suite,  la 
convergence  de  a)„  vers  (0  et  de  Cn  vers  vL"  résultera  de  la  conver- 
gence de  chaque   terme  des  séries  (ô«  et  C«  vers  le  terme  corres- 

pondant  de  (0  et  C  Or,  par  exemple,  le  coefficient  de  -^-  dans  Cn 
est  l'intégrale 

Il    est    évident    que    6/<(.ç)K,j(     '        |    Icnd    uniformément    vers 

'^j(s)  K(  '  )  ;  en  appliquant  encore  le  théorème  sur  l'intégra- 
tion des  suites  uniformément  convergentes,  on  voit  que  le  coedi- 
cient  de\P  dans  Cn  tend  vers  le  coefficient  de  A/*  dans  C. 

Si  donc  on  suppose  (O(X)^o,  il  en  sera  de  même  de  (D„().) 
pour  n  assez  grand;  la  formule  (9)  fait  alors  correspondre  à  R„ 
et  (|>«  et  à  K  et  (L  des  fonctions  ^„(j;),  ^{x);  <!>„  tend  vers  ^. 
Ce  qu'on  peut  résumer  en  disant  que  la  formule  (9)  définit  une 
fonction  qui  varie  d' une  façon  continue  avec  les  données. 

5.  Pour  légitimer  la  formule  (9)  comme  formule  donnant  une 
solution  de  (i),  il  va  suffire  maintenant  de  se  placer  dans  des  cas 
tels  qu'on  j)uisse  confondre  les  fonctions  c2„  et  <!>«  des  deux  para- 
graphes précédents. 

Supposons  (|ue  K(x,^)  sort  continue  en  (^,  y).  Alors  on 
prendra  pour  K„  un  polygone  en  x,}-  et,  en  supposant  à  bornée, 
on  prendra  '1,^^=6.  Alors  $„  est  un  polynôme  qui  satisfait  à 
l'équation  de  Fredholm^de  données  K„,  <!;„,  pourvu  que  cO«  diffère 
de  zéro.  Mais  il  en  est  ainsi  pour  n  assez  grand  si  l'on  suppose 
cD(A)p:^o,  et  alors  les  ^,j  sont  uniformément  bornés  dans  leur 
ensemble.  Par  suite,  <I>,  qui  est  leur  limite,  étant  sommable  et 
bornée,   est,  d'après  le  paragraphe  3,  solution  de  Téquation  (1). 

Ainsi,   la  formule  (9)   fournil  une   solution    de   l'équation   (i) 
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quand  le  noyau  est  continu  et  quanti  le  second  membre  est  som- 
mable  et  borné. 

6.  Le  raisonnement  précédent  est  celui  de  M.  Goursat  ('  ).  Exa- 
minons le  rôle  qu'y  joue  l'hypothèse  de  la  convergence  uniforme 
de  cp„  vers  z),  de  R/^  vers  K,  de  ^^,i  vers  ']/. 

(^elle  hypothèse  a  permis,  dans  les  paragraphes  3  et  4,  l'in- 
terversion des  symboles  de  limite  et  d'intégration  appliqués  aux 
termes  de  suites  uniformément  convergentes;  mais  cette  inter- 
version est  évidemment  légitime  dans  des  cas  plus  étendus.  On 
sait,  par  exemple,  que  cela  est  légitime  sous  la  seule  hypothèse 
que  l'ensemble  des  termes  de  la  suite  soit  borné  (2).  Les  conclu- 
sions des  paragraphes  3  et  4  subsistent  donc,  pourvu  que  les 
fonctions  Oa{^x\  K„(x',  _/),  '\{x)  soient  bornées  dans  leur  en- 
semble (quels  que  soient  x,jk,  n)  et  tendent  vers  cp,  K,  'ji. 

Supposons  donc  K(:r,j>^)  borné  et  limite  d'une  suite  conver- 
gente de  polynômes  en  (x,  y),  qu'on  peut,  on  le  sait,  supposer 
bornés  dans  leur  ensemble  et  qui  joueront  le  rôle  des  K«  ;  si,  de 
plus,  ^  est  bornée,  on  prendra  'jz/^^d»,  et  la  conclusion  du  para- 
graphe précédent  s'étend  à  tout  noyau  de  première  classe;  quant 
à  la  solution  <I>  obtenue,  c'est  une  fonction  sommable  puisque 
$  —  tL  est  la  limite  des  polynômes  ^,1  —  'h. 

Si  maintenant,  -!/  étant  toujours  bornée,  R  est  borné  et  de 
seconde  classe,  on  pourra  considérer  R  comme  la  limite  d'une 
suite  uniformément  bornée  de  fonctions  R«  de  classe  i  (');  donc 
la  formule  (9)  s'applique  encore  à  ce  cas.  On  voit,  de  plus,  que 
^  _  ,^  est  de  classe  2  au  plus.  En  continuant  ainsi  on  voit  que 
la  formule  (9)  fournit  une  solution  de  l'équation  (i),  quand 
(S)(k)  diffère  de  zéro,  pourvu  que  le  noyau  soit  :  i"  borné; 
2°  représentable  analytique  ment  et  que  3"  le  second  membre 
soit  sommable  et  borné. 


(')  Après  avoir  donné  le  bon  à  tirer  de  sa  Note,  M.  Goursat  avait  remarqué 
que  sa  méthode,  qu'il  n'avait  tout  d'abord  employée  que  pour  un  noyau  donné 
par  une  série  S\;Y,  uniformément  convergente,  s'appliquait  à  l'étude  du  cas  où 
le  noyau  est  continu  quelconque. 

(')   Voir  mes  Leçons  sur  l'intégration,  p.  ii4- 

(3)  Voir,  par  exemple,  mon  Mémoire  sur  les  fonctions  représentablcs  analy- 
liqucnient  {Journal  de  M.  Jordan,  1903). 


7.  Dans  l'énoncé  précédcnl,  j'ai  mis  en  évidence  liois  lij|)o- 
ihèses  reslriclives  ;  il  n'y  a  guère  d'inlérêt  à  cherchera  s'afTran- 
chir  de  h\  seconde  (*);  je  m'occuperai  seulemenL  des  deux  autres. 

Pour  cela,  j'aurai  à  me  servir  d'intégrales  portant  sur  des  fonc- 
tions non  bornées.  Pour  les  délinitions  et  les  propriétés  de  ces  in- 
tégrales, je  renvoie  à  ma  Thèse  et  à  mes  Leçons  sur  V intégration. 
Pour  ce  qui  est  de  la  possibilité  de  calculer  une  intégrale  multiple 
à  l'aide  d'intégrales  simples  successives,  on  trouvera  quelques  in- 
dications dans  ma  Thèse;  il  est  facile  de  compléter  ces  indications 
autant  que  cela  est  utile  pour  la  suite  (-).  Je  rappelle  seulement 
ici,  que  si  y  a  une  intégrale,  \f\  en  a  aussi  une. 

Le  théorème  sur  l'intégration  des  suites,  qui  a  servi  précédem- 
ment, sera  remplacé  par  le  suivant,  dont  il  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier :  Une  suite  convergente  de  fonctions  soniniables  fi  est 
intégrable  ternie  à  terme  lorscjuil  existe  une  fonction  som- 
niable  F,  telle  que  V on  ait,  quels  que  soient  i  et  les  variables, 

En  elTet,  si /"est  la  limite  desy',,  on  a  |y|  :$  |  F  |  ;  donc  /est  som- 
mable,  el,  par  suite,  la  relation 

l'v!  =  i/-/VI;^2|F|  =  (K| 

(')  Voici  cependant  comincnt  on  pourrail  opérer  pour  cliidier  le  cas  où  le 
noyau  \\{x,  y)  est  somniable  en  tant  que  fonction  de  x  seul  ou  de  y  seul,  mais 
où  l'on  ne  suppose  pas  K  reprcsentable  anal3'liquement. 

Dans  ces  hypothèses  réqualion  (i)  et  la  formule  (9)  conservent  un  sens 
(  Iv  et  4^  étant  toujours  supposés  bornés)  et,  eu  substituant  dans  ces  deux  for- 
mules (i)  et  (9)  à  K  la  fonction  K,  qui  va  être  définie,  on  n'apporte  aucune 
modification.  l'our  x  :^  y  on  prendra 


M-.^^^.rK.^...".. 


là  où  celte  dérivée  existe,  et  K,  — o  quand  la  dérivée  n'existe  pas.  Pour  x  =  y 
on  prendra  K,  =  o. 

Ceci  posé,  remarquons  qu'un  polynôme  en  y  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  sommables  de  x  est  de  la  forme  (2)  sans  cependant  ùtrc  nécessaire- 
ment représcntablc  analytiquemenl;  raisonnant  à  partir  de  ces  polynômes  en  y 
comme  à  partir  des  polynômes  en  {x,  y),  on  arrivera  à  Iét;itimer  la  formule  (9) 
pour  les  fonctions  K(j7,  y),  qu'on  peut  appeler  fondions  exprinicibies  nnalyti- 
quenicnl  en  tant  que  fonctions  ilc  >■.  \\^{x^  y)  rentre  dans  cette  catégorie  de 
fonctions. 

(-)  La  légitimité  de  ce  procédé  de  calcul  est  d'ailleurs  justifiée  d'une  autre 
manière  dans  une  Note  de  i\I.  Fubini  [Sitgli  intégrait  niultipli  {fiendic.  delta 
H.  Accademia  dei  Lincei,  i"  semestre  191)7)]. 


—  13  — 

nionlre  que  les  /■,  satisfont  à  une  ioégalité  analogue  à  celle  que  vé- 
rifient les  y"/  et  réciproquement. 

Or  le  domaine,  ou  l'ensemble  mesurable  aucjuel  est  étendue 
l'intégration  considérée,  peut  toujours  être  considéré  comme  la 
somme  de  deux  ensembles  mesurables  E  et  e  tels  que,  dans  E,  R 
soit  borné  et  que,  étendue  à  e,  l'intégrale  de  |  R  |,  donc  aussi  celle 
de  /'/,  soit  inférieure  à  e.  Le  théorème  énoncé  est  exact  quand  l'in- 
légration  n'est  étendue  qu'à  E,  puisque  alors  les  restes  sont  bornés; 
comme  t  est  quelconque  il  est  vrai  aussi  quand  l'intégration  est 
étendue  E  +  e  (  '). 

8.  Pour  examiner  les  cas  où  'J^  ne  serait  pas  bornée,  faisons  la 
substitution  es  =  ']>  —  p  dans  l'équation  (i)  ;  on  trouve 

(  12)  p(a7)  4-  X   /     K(x,  s)  rj{s)  (fs  =1  I    K(x,  s )<h{s)  ds. 

Celte  transfoi'malion  suppose  que  le  second  membre  ait  un  sens, 
ce  que  nous  admettons  car  ce  second  membre  est  le  premier  terme 
de  C(\)  et  nous  recherchons  dans  quel  cas  la  formule  (g)  définit 
une  solution  de  (i). 

Le  cas  qui  doit  être  considéré  comme  le  plus  simple,  après  celui 
où  (];  est  bornée,  est  celui  où  le  second  membre,  en  tant  que  fonc- 
tion de  X,  est  borné;  c'est,  par  exemple,  ce  qui  arrive  si,  'ii  étant 
sommable,  K  est  borné. 

Je  me  bornerai  à  l'étude  du  cas  où  le  second  membre  de  (12)  est 
borné,  en  faisant  seulement  remarquer  qu'on  pourrait,   dans  les 


(')  Un  autre  ihéorcme  sur  rinlégration  des  suites  aurait  pu  être  utilement 
employé  ici,  c'est  celui  qu'a  fait  connaître  M.  Riesz  dans  des  reclierclies  sur 
l'cquation  de  Fredholiii  {Comptes  rendus,  iK  mars,  8  avril  1907). 

M.  liicsz  annonce  là  des  résultats  très  généraux  relatifs  au  problème  qui  va 
nous  occuper,  résultats  que  M.  b'isclicr  a  obtenus  de  son  côté  {Comptes  rendus, 
i3  et  27  mai  1907)  et  qui  résultent  de  l'emploi  des  méthodes  de  MiM.  Hilbert  et 
Schmidt.  Bien  que  je  n'épuise  pas  la  puissance  de  la  méthode  de  M.  Goursat, 
j'étudie  dans  le  texte  des  cas  dont  le  degré  de  généralité  est  à  peu  près  compa- 
rable à  celui  des  cas  étudiés  par  M.  Riesz. 

iM.  Uicsz  annonce  aussi  quelques  propriétés  de  la  fonction  cp,  solution  de  l'équa- 
tion de  l'redholm.  A  ce  sujet,  je  fais  observer  que  la  méthode  utilisée  ici  met  par- 
ticulièrement en  évidence  la  proposition  suivante,  d'ailleurs  à  peu  près  évidente  : 
si  K{x,y)  est  de  classe  a,  la  fonction  ^{x)  =■  <l({x)  —  v{x)  est  au  plus  de 
classe  a. 


—  u  - 

autres  cas,  essayer  ce  que  donnerait  I  application  à  l'équation  (12) 
(l'une  transformation  analogue  n  celle  qui  permet  de  passer  de  (1) 
à  (12). 

Si  nous  appliquons  la  fbrniule  (9)  à  la  solution  de  l'équalion  (1  2) 
on  trouve 

o(x)  =  1  f  K(x,  s)'h(s)ds -^    /      f  K(i,s)'h(s)rf(x,<j:l)dsdi! 

=  ^^    f  4'(0  [>^K(:r,  s)  (0(X)-  ^y  K(^,  s)^(x.  a}.À;f/crl  ds. 

Le  coefficient  de  ■^^— r-  dans  la  quantité  entre  crochels  est 

/'■  ^ 

?„-  K(x,  5)  r   .  .  .    /'  k  (  ^"   ■  ■  ■  '  ■";''  )  dr, .  ..dx, 

.  .  .    /     KCa,  .«)  K  «fa-j .  .  .  dxp-i  d<7. 

■'0  V^,  -^-i,   ■■■■  ^'l'-xJ 

Or,  en  développant  le  déterminant 

^^/x,  .r,,   ...,  x,,\ 
\  s,  .r,,   ...,  3-/,/ 

d'ajirès  les  éléments  de  sa  première  ligne,  on  voit,  à  l'aide  d'un 
calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  edectué  sur  a^,  que  le  coefficient 

de — j— dans  3^(x,  5;  a)  est  égal  à  '^p.  Donc,  si  la  lorniule  (9)  four- 
nil une  solution  de  l'équation  (l'-i),  on  pourra  aussi  remployer 
pour  avoir  une  solution  de  l'équation  (1). 

/■'  .  . 

Ainsi,   le  cas   où    /    'l{s)\\(^x^  s)  ds  est  borné,  ainsi  que  celui 

où 

/      j     ...  I    K(>,  .V,  )  K(.9|,  .s-.)  ...   K(.ç,,   ^,  Si,')^{s,,)dsids.i..  .ds,, 

est  borné,  se  ramène  au  cas  où  •]>  est  bornée. 
»).    Supposons  que  l'on  ail 

I  ij/ 1<  r\,  f  K2(i-,  s)  ds  <  iM2,  Ç  K2(.r,  s)  ds  <  M», 

1    K2  (a-,  s)  K'-i  (s,  y)  ds  <  .M* , 
i/o 


lo 


et  recherchons  si  les  séries  représentant  o3().)  et  CÇa)  ont  un  sens. 
Le  coefficient  d 
l'intégration  de 


Le  coefficient  de   '   ^    dans  la  seconde,  par  exemple,  s'obtient  par 


s,   X\^    .  .  .  ,    Xp 


Or,  ce  déterminant  K   est  au   plus  égal,   d'après  le  théorème   de 
M.  Hadamard,  à 


V 


'I  K-(.r,  5)  -i-  K-(a-i,  A-j  -+-.  .  .-H  \<-{x,,,  s }\ 
'■  =  /' 


donc,  d'après  l'inégalité  de  Schvvartz  ('),  le  carré  du  coefficleni 
considéré  est  au  plus  égal  à  l'intégrale  de  P-'j/^.  Or,  P*  est  la  somme 
de  (/>  H-  1)^+'  quantités  de  la  ("orme 

K2(a70,  s)K^{x\  ^i)K2(:r-2,  x-j,) .  .  .  \\'^{xi>^  x,,), 

les  symboles  a^",  x',  ...,  xP  désignant  certaines  des  variables 
X,  J7(,  ...  ,  Xp.  Multiplions  une  telle  quantité  par  <b-(^s)  et  inté- 
grons-la entre  o  et  1  par  rapport  à  5,  x^^  . . . ,  Xp.  L'intégrale  en  s 
remplace  ^^¥J^[x^,  s)  par  une  fonction  de  x^  au  plus  égale  à  JN-M*; 
nous  pourrons  donc  laisser  de  côté  cette  fonction  dans  les  inté- 
grations suivantes,  à  condition  de  multiplier  le  résultat  par  un 
nombre  au  plus  égal  à  N^M^  (d'après  la  Note  précédente).  Nous 
pourrons  de  même  supprimer  dans  notre  produit  K-  (x',Xi),  si  la 
variable  Xi  n'entre  pas   dans   les   termes   restants,  à  condition  de 

(')  Celte  iné?;alilc  s'écrit 

elle  se  démontre,  qu'il  s'agisse  d'intégrales  au  sens  de  Riemann  ou  au  mien,  en 
partant  de  l'inégalité  analogue  entre  les  sommes  à  un  nombre  fini  de  termes  qui 
donnent  des  valeurs  approchées  des  intégrales  des  deux  membres.  Cette  inéga- 
lité suppose  que  les  intégrales  du  second  membre  ont  un  sens. 

Lorsque  l'on  a  constamment  |  ■?  |  è  m,  cette  inégalité  peut  être  remplacée  par 
la  suivante,  (|ui  va  bientôt  cire  utilisée: 


\ff...f/,a.\      ,„\ff...flfUlr 
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miilliplier  l'intégrale  de  ces  termes  restants  par  un  nombre  au 
plus  égal  à  M-.  Il  nous  reste  donc  finalement  un  produit,  soit 

K'-(x^,  Xi)  K'i{x^-,  X.) . .  .  K^ i x'',  XI, ), 

dans  lequel  cliar|ue  variable  Xi{i  ^  i^k)  figure  au  moins  dans  deux 
termes  et  par  suite  exactement  dans  deux  termes.  Xt  figurera,  par 
exemple,  dans  K-(^',  a:,)  et  K.'^{x-,  x^),  c'est-à-dire  qu'on  aura 
.x-=  Xi. 

Ces  deux  termes  pourront  encore  être  supprimés  à  condition  de 
les  remplacer  par  un  multiplicateur  au  plus  égal  à  M'  ;  après  cette 
suppression,  si  x*  =  x^,  on  opérera  de  même  sur  X3,  et  si  x*  dif- 
fère de  Xo  il  y  aura  une  variable  Xi  ne  figurant  plus  (|ue  dans  un 
terme,  terme  que  l'on  supprimera,  etc. 

On  voit  ainsi  (pie  l'intégrale  de  •l'V-  ne  surpasse  pas 

et  le  coefficient  de  A^+'  dans  CÇk)  est  au  plus  égal  à 


(p-^i)  2 


NM/'-n. 


Ceci  posé,  supposant  de  plus  K  représenlable  analyliquemenl, 
j'appelle  K„  la  fonction  égale  à  K  quand  on  a  [K  |  <;  /î,  égale  à  n 
quand  K^n,  égale  à  —  n  quand  K£  —  n.  K„  est  bornée  et  repré- 
seiilalde  analjtiquement,  la  formule  (9)  s'applique  à  l'équation  de 
Fre'Ibolm  correspondante,  quand  (^«(X)  est  différent  de  zéro. 
D'ailleurs,  d'une  part,  les  séries  d  et  /N  sont  encore  majorantes 
pour  (f)„(À)  et  «1^„(X)  ;  d'autre  part,  un  terme  quelconque  du  dé- 
veloppement des  déterminants  qui  figurent  dans  (D«  ou  C,i  est  plus 
petit  en  valeur  absolue  que  celui  qu'on  obtient  en  supprimant  les 
indices  /i  et  celui-là  est  sommable,  ainsi  même  que  son  carré, 
comme  on  vient  de  le  voir  ;  donc,  d'après  le  tbéorèmc  du  para- 
graplie  7  et  les  raisonnements  du  paragraplie  4,  (ô«  et  o„  tendent 
vers  (0  et  c.  En  supposant  (0(1)  ^  o,  <I>„  tend  vers  (P. 

D'ailleurs,  p,^  = 'i>  —  <I>„  étant  borné  pour  n  assez  grand,  il  en 
résulte,  d'une  part,  que  <I>  est  sommable  et  d'autre  part  que,  si 
la  constante  H  est  convenablement  choisie,  fP„{s)K„(x,  s)  ne  sur- 
passe pas  la  fonction  I  K(.r,  5)  I  [  I '}(x-)  I -f  H]  qui  est  sommable. 
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Donc,  d'après  le  paragraphe  7,  les  termes  de  la  relation 


tendent  respectivement  vers  ceux  de 

En  résumé,  il  est  démontré  que  la  formule  {<^)  fournit  une  so- 
lution de  l'équation  (i),  quand  CD(X)  diffère  de  zéro,  pourvu 
que  les  fonctions  K(a7,  5),  'h{x)  satisfassent  aux  conditions  sui- 
vantes : 

i"  La  fonction  K(^,  s)  est  exprimable  algébriquement  ; 

1"  Les  quatre  intégrales    j    K{x,  s)'h{s)  ds^     1    K-(s,s)ds, 

Jf  K2(^,  s)ds,  I  K^{x^  s)  K-(s,y)ds  existent  et  sont  unifor- 
ménient  bornées,  quels  que  soient  x  et  y. 

10.  Les  résultats  précédeuts  (')  suffisent  à  montrer  la  puissance 
de  la  méthode  de  M.  Goursat.  Cette  méthode  comprend,  d'une 
part,  l'étude  d'un  cas  particulier,  d'autre  part,  un  procédé  d'exten- 
sion. Le  cas  particulier  étudié  par  M.  Goursat  est  très  intéres- 
sant à  cause  de  sa  généralité;  mais,  pour  l'application  de  la  mé- 
thode, on  peut  se  restreindre  à  l'élude  de  cas  plus  particuliers  (2). 
On  est  conduit  immédiatement  à  celui  que  je  vais  considérer  quand 
on  cherche  à  appliquer  à  l'équation  (i)  l'une  des  méthodes  qu'on 

emploie  pour  l'étude  de  l'équation  diflerentieile  -j-  =f(x,y)^mé- 

(')  Bien  entendu,  ces  résullals  s'obtiennent  tout  de  suite  par  l'emploi  de  la 
méthode  de  vérification  de  M.  Fredliolm,  mais  il  pouvait  y  avoir  intérêt  à  montrer 
que  la  méthode  de  INI.  Goursat  permet  de  s'élever  de  proche  en  proche  jusqu'à 
des  cas  très  généraux.  La  méthode  qu'emploie  M.  l'redholm  pour  l'étude  du  cas 
où  le  noyau  n'est  pas  borné  est  plus  puissante  et  plus  simple  que  la  méthode 
directe  du  paragraphe  9.  La  condition  relative  à  l'intégrale  de  K-(5,  5)  aurait  pu 
être  supprimée  si  l'on  avait  utilisé  une  remarque  de  M.  Ililbert,  déjà  employée 
en  note,  d'après  laquelle  on  peut  toujours  supposer  K  {x,y)  =  o  pour  x  =  y. 

(')  On  pourrait,  par  exemple,  se  restreindre  au  cas  où  K(ar,  y)  est  un  poly- 
nôme; mais  cette  hypothèse  ne  semble  pas  cnlraiiier  de  grandes  simplification* 
quand  il  s'agit  de  rechercher  pour  la  solution  l'expression  même  qu'a  donnée 
M.  Fredholm. 

XXXTI.  2 
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lliode  qu'il  est  d'autant  |)lus  naturel  d'appliquer  à  l'équation  inté- 
grale de  Fredholm  qu'elle  repose  sur  le  remplacement  de  l'équa- 
tion différentielle  par  l'équation  intégrale j>^ — jKo  =  /    f{^-:y)dx^ 

ainsi  que  le  remarque  M.  Hadamard  (*). 

Divisons  l'intervalle  (o  ,  i  )  en  /i  -h  i  parties  égales  et  soient  o^o, 
^,,  .  .  .  ,  x,ii  II  4-  I  valeurs  prises  dans  ces  n  -\-  i  intervalles;  elles 
sont  rangées  dans  un  ordre  quelconque,  de  sorte  que  je  pourrai 
plus  tard  considérer  a^o  comme  une  valeur  quelconque  de  (o,i). 
L'équation  (i)  conduit  à  l'équation  approchée 


(i3) 


9(3?)  -+-  — ^  ^  K{X,  Ti)o{Xi)  —^{x). 


Cette  équation  sciait  exacte,  si  dans  cliatpie  intervalle  considéré 
les  fonctions  K(:r,  s)  et  cp(5)  de  s  restaient  constantes. 

Je  suppose  que  les  trois  fonctions '1(5),  K.(.r,  s),  K(5,  j:*)  soient 
constantes  dans  les  intervalles  considérés  ;  alors,  en  donnant  à  x  les 
valeurs  Xqi  x^,  . . . ,  a:«,  l'équation  (i3)  fournit  un  système  d'équa- 
tions linéaires  en  cp(^o),  -  •  •  ■,  'f  (•^//)  ^1'"  montre  qu'on  peut  en  gé- 
néral satisfaire  à  l'équation  (i3)  à  l'aide  d'une  fonction  0(5)  con- 
stante dans  les  intervalles  considérés. 

La  résolution  de  ce  système  donne,  les  indices  supérieurs  dé- 
signant toujours  les  variables  et — £—  étant  remplacé  par  a. 


(')  Les  problèmes  aux  /imites  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles  {Journal  de  Pliysique,  mars  1907). 

Ce  cas  particulier  est  peul-ôlrc  celui  qui  a  conduit  M.  Fredholm  aux  expressions 
qu'il  a  introduites;  on  lit,  en  clFet,  dans  une  Note  de  M.  Fredholm  Sur  une  classe 
de  transformations  rationnelles  (Comptes  rendus,  î-]  janvier  iç)02)  :  La  théorie 
de  l'équation  (i)  est  un  cas  limite  de  la  théorie  des  équations  linéaires. . . 

J'indique  encore  que  ce  cas  particulier  conduit  tout  aussi   facilement  aux  rcla- 
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Développons,  par  exemple,  Je  iiiiinéraleur  ;  en  opérant  comme 
pour  C  on  trouve  que  le  coefficient  de  [jl^  est  la  somme  des  déter- 
minants obtenus  en  remplaçant  dans  v^, 


'(/>■■ 


^0 

KO.  a, 

KO- S'.      . 

.  .       KO.  a,. 

l^x, 

k'^„ai 

Ka„a.       . 

.  .      K«..  «,. 

6  a, 

Ka„  a, 

K^t-,  a.      . 

.  .      K«3.  *r 

.\jy.., 

Rs--,,,  «■ 

Ka,..  «.      . 

.  .      K^r  '^z' 

les  indices  a,,  a^,  .  .  .  ,  a^  par  toutes  les  combinaisons/?  à  p  des  /? 
indices  i,  2,  ...,  «.  Chaque  combinaison  donne  lieu  k  pi  arran- 
«^ements;  donc  si  nous  divisons  ensuite  par/?!  nous  pourrons  tenir 
compte  de  tous  les  arrangements  et  jnème  de  tous  les  arrange- 
ments avec  répétition  des  /i  +  i  indices  o,  i,  ...,/?;  car  si  l'un 
des  a,  est  nul,  ou  si  deux  a,  sont  égaux,  le  déterminant  corres- 
pondant est  nul. 

À/' 
Il  résulte  immédiatement  de  là  que  le  coefficient  de  — ;  est  le  dé- 

^  /p! 

terminant  y^,  dans  lequel  on  considérera  maintenant  les  .v^.  comme 
des  variables  et  x^  comme  constant,  intégré  entre  o  et  i  par  rap- 
port à  chacune  des  variables  x^^,  x^^,  ...^Xg..  En  développant 
maintenant  y^,  comme  a^,  par  rapport  aux  éléments  de  sa  première 

colonne,  on  trouve  pour  le  coefficient  de  — j  : 


~p 


0 


3'» 


.7,,     .   .   . 


dxi .  .  .  (l.V/, 


ds  dx. 


.  dXf^—i. 


Un  calcul  analogue,  mais  plus  simple,  s'applique  au  dénomina- 
teur et  l'on  est  conduit  lout  de  suite  à  la  formule  [()). 


lions  entre  ces  quantités  que  M,  l<'rcdholni  appelle  des  mineurs  et  qui   jouent  le 
rôle  fondamental  dans  son  Mémoire. 
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SUR  LA  THÉORIE  DES  MATRICES; 
Par  m.   de  Séguieu. 


On  connaît  la  méthode  si  simple  de  Kronecker  {Cr.,  t.  107) 
pour  la  réduction  (par  additions,  échanges,  multiplications  de 
lignes  et  de  colonnes)  des  matrices  dont  les  éléments  sont  entiers 
ou  fonctions  entières  d'un  paramètre  variable,  a,  et  ao  étant  deux 
matrices  d'ordre  n  à  éléments  constants  et  a.:=  t'y.Q-\- s<3.^  un 
faisceau  dont  le  déterminant  peut  être  nul,  on  obtient  ainsi  deux 
matrices^,/,  (pouvant  dépendre  de  5,  t)  telles  que,  dans^av),  les  seuls 
éléments  y^  o  soient  dans  la  diagonale  et  soient  les  diviseurs  élé- 
mentaires de  a.  Mais  on  sait  aussi  que  l'on  peut  obtenir  deux 
matrices  u  el  v  indépendantes  de  5,  t  telles  que  iio-v  ait  wne  forme 
canonique  complètement  déterminée  par  certains  éléments  inva- 
riants de  a.  C'est  cette  autre  réduction  que  je  voudrais  eflectuer 
ici  par  une  méthode  semblable.  On  reconnaîtra  d'ailleurs,  sous 
l'exposition  du  n"  1,  la  marche  indiquée  récemment  par  M.  Jordan 
(J.  M.,  1907,  p.  0-i5).  Dans  le  cas  où  a  est  réelle  et  symélricpie, 
les  mêmes  procédés  fournissent  très  simplement  une  généralisa- 
lion  du  théorème  de  M.  Loewj  {Cr.,  t.  122)  sur  la  limite  supé- 
rieure de  la  caractéristique  d'une  forme  quadratique  ou  dune 
forme  hermitienne.  Dans  le  cas  où  a,  =  e«  (je  désignerai  en 
général  par  e^  la  matrice  unité  d'ordre  JN),  on  obtient  la  forme 
canonique  de  ao-  Je  montrerai  pour  terminer  comment  cette  forme 
canonique  permet  d'établir  simplement  aussi  et  de  généraliser  en 
partie  certains  résultats  dus  à  MM.  Frobenius,  Schur,  Bromvvich 
et  Rados. 

1.  Soit  donc  a  =  ao^  +  3t,.ç  un  faisceau  de  matrices  dont  le  dé- 
terminant |a|  peut  être  nul.  11  s'agit  de  trouver  deux  matrices  a 
et  V  de  déterminant  ^  o,  indépendantes  de  5,  <,  telles  que 

tA  a  p  =:  A  =  A  n  <  -(-  Al  5 
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soit  la  somme  des  matrices  carrées  composantes  ('  ),  dites  élémen- 
taires, des  types  suivants  : 
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dont  je  désignerai  l'ordre,  d'une  manière  générale,  par  q  (pour 
cj  =  \^  <p  =  (jj  =  o),  et  éventuellement  de  matrices  nulles  [on  re- 
marquera que  o  et  ']>  se  ramènent  respectivement,  par  permutation 


(')  Je  me  servirai  des  mômes  notations  que  dans  la  Note  II  de  mes  Éléments 
de  la  théorie  des  groupes  abstraits  (Gauthicr-Villars,  190  ()  auxquels  je  ren- 
verrai par  la  letti-e  E. 
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de  lignes  et  de  colonnes,  aux  matrices  cco-^  +  ^i'?  '^o-^~r-'^i^  et 
que,  si  C5  et  t]>  ont  le  même  ordre,  •!/  =  'j  ;  o  et  -L  n'ont  pas  de  divi- 
seurs élémentaires;  y  et  (o  ont  respectivement  les  diviseurs  élé- 
mentaires uniques  (5 — tSi)'J  et  l'i  qui  sont  aussi  des  diviseurs 
élémentaires  de  A  ou  de  a  (/i.,  190)]  ('). 

Supposons  d'abord  (jue  l'une  des  deux  matrices  a^,  a,,  par 
exemple  7.0,  soit  de  rang  /-inférieur  à  Tordre  n  de  a.  Opérons  sur  a 
les  transfov mations  (j'entendrai  par  là  des  échanges,  des  multi- 
plications, des  additions  à  multiplicateur  constant)  de  lignes  et  de 
colonnes  qui  réduisent  a„  à  la  forme  diagonale  (o,  o,  ...,o,  i ,  1 , ...,  i), 

le  nombre  des  zéros  etanl  n  —  /•,  et  soit  la  matrice  oijtcnue, 

\sc      d  / 

a  étant  une  matrice  constante  d'ordre   n  —  /■  et  d  une  malrice 
d'ordre  /•. 

Par  des  transformations  de  lignes  et  de  colonnes  on  peut  ra- 
mener sa  à  la  forme  diagonale  (o,  . . .,  o,  a",  . . .,  .s),  le  nombre  des 

/     o  o  5^'  \ 

zéros  étant  a  —  /■  —  p.   Soit  alors  1     o     str,    sb"    j   la  matrice  ob- 

\  se  se"  d  / 
tenue,  les  matrices  b',  b",  c',  c"  et  les  matrices  nulles  indiquées 
par  des  zéros  ayant  des  types  évidents.  Si  o  est  >>  o,  on  peut,  par 
des  additions  et  des  échanges  de  lignes  et  de  colonnes,  annuler  b" 
et  c",  puis  réduire  a  à  la  somme  de  deux  matrices  composaules 
dont  l'une  est  5£j,  de  la  forme  y  pour  ,v/=o,  q  =  i.  Soit  donc 
p  =  o.  c'est-à-dire  r<  =  o. 


(')  La  forme  A  fouiniL  iinmédiateiiient  ce  théorème  de  M.  Stickelbcrger  (c/. 
MuTH,  Théorie  und  Anwendung  der  Lteinentartheilcr,  p.  190)  : 

Considérons  a  comme  une  forme  bilinéaire  aux  deux  séries  de  variables 
X,,  ...,  j;„;  ^p  ...,  j'„,  et  soient,  en  supposant  a,,  de  rang  <.  n,  x^^,  ...,  a:„j 
(/.  —  1,  ...,]>)  un  système  complet  de  solutions  indépendantes  des  équations 

dy; 

{kr:  1,  ..../>)  un  système  complet  de  solutions  indépendantes  des  équations 

(H 

~  =0,  la  solution  générale  étant  t,,  =  £'i'«t._^,j  (t  =  ',    .,")•   ^i>  lorsqu'on 

remplace  x^  par  ?,  et  y-  par  ri,,  a,  devient  une  forme  bilinéaire  de  rang  r  dans 
les  deux  séries  «,,  . . . ,  u  ;  r,,  . . . ,  r  ,  a  a  ;•  diviseurs  élémentaires  égaux  à  t. 


-r— î  =0,   la  solution  générale  étant  1^=^  ^ù^u^x^^   (i=i,  ...,n);  j',^,  ...,   >-„j 


11  suffit  de  prciulie  a  sous  lu  forme  A  et  de  calculer  les  x,^,  y,^^  :  on  voit  alors 
tout  do  suite  que  A  admet  ;■  composantes  de  la  forme  w  et  d'ordre  1. 
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On  peut  ramener  ^,    par  des  transformations  de  lignes  et  de 

colonnes,   à  la  forme  (  j,    puis  cl  par  des   transformations 

de   lignes  seulement  (')  à    la  forme   tZr^scl',  et  faire  passer  les 
lignes  nulles  tout  en  bas  du  tableau. 

Supposons  d'abord  o-^o.a  se  trouve  ainsi  réduit  à  la  forme 
/ 


en  posant 

o/  ^ 

/    o  sz^  o  \ 

1      SCi       tZ^-hsdi  S(l.2  )=/> 

\   SCo  sd:i  f  Z,._r!  "f-  sd'^  J 

û?),  c/a,  d-i^  d^^  c,,  Co  ayant  des  types  évidents.  Par  des  additions 
des  (7  premières  lignes  de  /  à  celles  de  rangs  or+  i,  ...,  on  peut 
annuler  rf,  et  <^3.  Soit  donc  <y,  =  c/.,  =:  o. 

Considérons  la  matrice  ^3  =  (c,  o  d-^)  de  type  (t,  n).  Si  son 
rang  est  -<  a-,  on  pourra,  par  une  transformation  T  de  lignes  seu- 
lement, annuler  sa  première  ligne.  En  opérant  celte  transforma- 
lion  sur  les  lignes  de  rangs  <r  +  i ,  ...,  ao"  de  /  (ce  qui  revient  à 
multiplier  à  droite  par  une  certaine  matrice  u),  puis  sur  les 
colonnes  des  mêmes  rangs  la  transformation  inverse  (celle  qui 
revient  à  multiplier  à  gauche  par  w~'),  puis  sur  les  o-  premières 
lignes  de  y  la  transformation  T,  se^el  te^  sont  inaltérées,  et  /'se 
réduit  immédiatement,  |)ar  des  transformations  de  lignes  et  de 
colonnes,  à  la  somme  de  deux   matrices  composantes  dont  l'une 

(  I  se  réduit  de  même  à  (  j,  du  type  cp  pour  q  =  2.  On 

est  ainsi  ramené  à  une  valeur  moindre  de  n.  Soit  donc  7  le  rang 
de^. 

Si  alors  C)  est  ^o,  on  |)eut,  par  des  transformations  analogues, 
réduire  (sans  altérer  st^  ni  tz^^  tous  les  éléments  d'une  des  n  —  r 
premières  colonnes  à  o  sauf  un,  (pi'une  multiplication  de  colonne 
réduira  à  s.  Au  moyen  de  cet  élément  on  annulera,  par  addition 


(')  rf  est  de  la  forme  rf„<  +  d^s  avec  \d^\  ^  0.  Or  on  peut,  par  des  transfor- 
malions  de  lignes  seulement,  annuler  d'abord  tous  les  éicments  de  d^  situés  au- 
dessous  de  la  diagonale  (£".,  p.  193).  Les  éléments  de  la  diagonale  étant  ici 
tous  v^  o,  on  peut,  par  de  nouvelles  Lransformalions  évidentes  de  lignes,  annuler 
tous  les  éléments  situés  au-dessus. 
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de  colonnes,  ceux  de  sa  ligne  qui  sont  dans  s  d-^.  On  pourra 
alors,  par  des    échanges  de  lignes  et  de  colonnes,  faire  apparaître 

la  matrice  composante  (  1   (|ui    se  réduit,    par  échanges  des 

colonnes,  à  (  |  de  la  forme  y  pour  .<>/=:(),   <y  =  2  (on  serait 

arrivé  à  la  forme  (o  si,  au  début,  on  avait  supposé  ai  de  rang  r<C^/i, 
ce  qui  aurait  produit  partout  l'échange  de  s,  t).  Soit  donc  c,  =  o. 
ô=:(o  o  d^)  ajant  ainsi  le  rang  1  et  di  le  tjpe  (o-,  /■  —  7),  il 
faut  que  r  —  o-  soit  ^t  ou  /•  ^  2 t. 

Par  des  transformations  de  /'  —  o-  dernières  colonnes  et  des 
lignes  de  rangs  0-4-1,  •••,  20-,  chaque  transformation  de  lignes 
étant  accompagnée  de  la  même  transformation  opérée  sur  les 
<r  premières  lignes  de  J"  et  de  la  transformation  inverse  sur  les 
colonnes  de  rangs /i  —  ^ -f- i ,  ...,  n  —  r -\- v,  on  peut  ramener  di, 
gui  est  de  rang  o-,  à  La  forme  diagonale  (1,1,  . . .,  i)  \^de  type 
(<7,  ;• — 0-)].  Par  des  additions  des  lignes  de  rangs  o- -h  1 ,  ...,  2a- 
aux  suivantes,  suivies  chacune  de  l'opération  inverse  sur  les  co- 
lonnes dey,  on  peut  annuler  les  éléments  de  d^  situés  dans  les 
colonnes  de  rangs  n  —  /•  -|-  a-  +  1 ,  . . . ,  n  —  ;•  -|-  •>  t.  /  se  trouve 
ramenée  à  la  forme 


=  /'• 


Si  la  matrice  j3'=  {c\    o   o   o^l),  de  tj-pe  (0-,  /«),  est  de  rang  <;o-, 
on  fera  apparaître,  par  des  opérations  toutes  semblables  à  celles 

employées  plus  haut,  la  matrice  composante   (    /     s     o    |  (jui  se 

\  o     t     o  / 
ramène  à  es  pour  q  ^=.?i. 

Si  [3'  est  de  rang  0-  et  c\  -^  o,  on  détache  encore,  comme  plus  haut, 

/s      o      o  \ 

la  matrice  composante  j    /     .-.     o    j  du  tvpe  y  pour  5;=  o,  «y  =  3. 

\<)      l       s) 

Si  [j'  est  de  rang  o-  et  c\  =  o,  on  ramène  encore  comme  précé- 
demment y  à  la  forme  [f/!,  ayant  le  type  (a,  /•  —  st)  et  le  rang  0-, 
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sur  laquelle  on  raisonnera  de  même. 

Si  c  =  o,  ou  bien  c  =  o  et  on  est  ramené  à  la  réduction  de  d 
d'ordre  <<  /i,  ou  bien  c  est  ^  o  et,  par  des  transformations  des 
colonnes  de  5cet  de  sd!  analogues  aux  précédentes,  on  isolera  une 

matrice  composante  de  la  forme  (  |. 

Supposons  maintenant  que  ao  et  a,  soient  de  rang  n  et  considé- 
rons le  faisceau  i(ao+ 5,  a,  )  +  5a,,  5  —  ^5)  étant  un  facteur  de 
<ao4-5a,  |.  Le  rang  de  ^o  =  °'o  +  -5iai  étant  ■<  w,  on  pourra 
appliquer  à  p  =  ^[îo  +  5a,  la  méthode  précédente.  Supposons 
donc  que  x^y  soit  une  somme  de  matrices  composantes  élémen- 
taires; a,  ayant  le  rang  n,  ces  matrices  seront  toutes  de  la  forme  ^ 
ou  w;  de  plus,  |[3|  ayant  le  facteur  5,  l'une  d'elles  ^'  aura  la 
forme  7  avec  5,=  o.  Donc  .rajy  est  une  somme  de  matrices  com- 
posantes dont  l'une  se  déduit  de  y'  en  faisant  5  =  1,  ^  ^  o.  Donc 
xcf.y  ^  x^y  —  f5)  ^aiy  est  une  somme  de  matrices  composantes 
dont  l'une  a  la  forme  y  avec  si^^s^.  On  est  donc  ramené  à  un 
ordre  <;  ii. 

2.  Soient  ©',  ...,  cp^,  des  ordres  respectifs  ^,,  ...,  q/i  {Çi=^/i+i)j 
les  matrices  composantes  de  A  de  la  forme  cp;  i|>',  ...,  t|>^,  des 
ordres  respectifs  /•,  ...,  /'^  {f'i  =  f'i+\)i  celles  de  la  forme  'h;  y',  ... 
et  0)',  ...  celles  des  formes  7  et  oi. 

Assimilons  a  à  la  forme  bilinéaire  'ïi%ikXiyk-  A  chaque  combi- 
naison de  II'  lignes  (colonnes)  où  tous  les  déterminants  d'ordre 
/•'+ I  ^/z' sont  nuls  (j'appellerai  une  telle  combinaison  singu- 
lière) mais  non  tous  ceux  d'ordre  /•'  répondent  n  —  /'  relations 
linéaires  distinctes  entre  les  dérivées  par  rapport  aux  xii^yh)- 
Appelons  degré  en  s,  t  dUine  telle  relation,  que  je  su[)poserai 
toujours  mise  sous  forme  entière  en  5,  t,  le  degré  minimum 
auquel  on  la  réduit  par  suppression  des  facteurs  communs.  On 
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vérifie  direclemenl  que  ce  degré  ne  croit  jamais  lorsqu'on 
change  linéairement  les  variables  xi,  yi. 

A  la  combinaison  singulière  des  cji  lig^nes  de  A  qui  contiennent 
les  éléments  de  o'  répond  évidemment  une  seule  relation  linéaire 
R/=  o  entre  les  dérivées  de  A  =  SA/;tX/YA  par  rapport  aux  X/, 
homogène  et  de  degré  cji — i  exactement  en  5,  t  [ainsi,  |)our 
cp'r=<S'{'-'X,Y,+  S^'X/Y/_,  =  S^'cp"X/,  R,  est,  à  un  fadeur 
constant  près,  Sjf'5^i~'( — <)'~'cp"],  et,  comme  la  combinaison  de 
lignes  obtenues  en  supprimant  dans  A  les  lignes  nulles  et  la  der- 
nière ligne  de  chaque  ca'  n'est  pas  singulière,  il  n^y  a  pas,  entre  ces 
dérivées,  plus  de  li  relations  distinctes.  D'ailleurs,  cha(|ue  dérivée 
ne  figurant  que  dans  un  R/,  tes  R/=  o  sont  distinctes  et,  dans 
tout  système  équivalent  de  relations  R',  =  0,  ...,  R^j=o  homo- 
gènes en  5,  ^,  les  R^-  sont  des  combinaisons  linéaires  à  coelficients 
entiers  en  a*,  t  des  R,-.  De  plus,  si  Von  range  les  R|=  o  dans  un 
ordre  tel  que  le  degré  0/  de  R^  en  5,  t  soit  =0,4.,,  0,  est  ^qi —  i . 
En  effet,  supposons  prouvé  que  5/  est  ^qi —  i  pour  f  =  i,  . , .,  y. 
Si  Sy  est  ^'/y+i  —  I,  il  en  sera  de  même,  a  fortiori,  de  5y^,.  Si 
oy  est  <Cqj+t  —  I,  IV,,  ...,  R'  sont  des  combinaisons  linéaires 
de  R,,  ...,  Ry  seulement.  Donc,  R'^ ^  =  o  étant  distincte  de 
R'^  r=  o,  ...,  R'==o,  un  au  moins  des  R,,  où  i  est  >y,  devra 
figurer  dans  K'-^,.  Donc  oy^,  est  =qj+\  —  i.  Les  variables  Y/ 
donnent  lieu  à  des  considérations  analogues. 

Le  nombre  des  relations  distinctes  entre  les  dérivées  de  a.  par 
rapport  aux  Xi  est  évidemment  A,  et,  dans  tout  système  de 
h  relations  distinctes  entre  ces  dérivées,  les  degrés  de  ces  rela- 
tions, rangés  dans  un  ordre  tel  qa' ils  ne  décroissent  pas,  sont 
au  moins  égaux  à  q,  —  i,  . .  .,  q^ —  i  respectivement  (on  le  voit 
en  repassant  aux  variables  X,,  Y,)  et  peuvent  effectivement 
atteindre  ces  nombres  (on  le  voit  en  passant  des  variables  X/,  Y, 
aux  variables  xi,  yi). 

Les  degrés  qi — i  et  de  même  les  r, —  1  que  j'^ appellerai 
degrés  canoniques,  comme  aussi  les  nombres  h  et  k  de  ces  de- 
grés, sont  donc  des  invariants,  et  il  en  résulte  que  la  forme  A 
est  unique.  Je  dirai  que  .4  est  la  première  forme  canonique 
ou  simplement  la  forme  canonique  de  a.  Si  a,  =  £„,  A  ne  con- 
tient évidemment  que  des  matrices-/',  c'est-à-dire  que,  si  uy.v=iA.^ 
uv  est  égal  à  £„;  alors  Ao=  t'~'ao^'  est  \a  forme  canonique  de  clq. 


Si,  dans  chacune  des  matrices  cp,  '|,  y,  oj  on  échange  les  lignes 
équidistantes  des  extrêmes,  ce  qui  revient  à  la  multiplier  à  droite 
par  une  matrice  carrée  '/]ç  d'ordre  q  où  tous  les  éléments  de  la 
Iransversale  principale  (en  ap[)elant  ti'ansvei'sale  toute  file  d'élé- 
ments perpendiculaire  à  la  diagonale  principale,  et  transversale 
principale  celle  où  figure  le  dernier  élément  de  la  première  ligne) 
sont  égaux  à  i  et  les  autres  nuls,  on  obtient  respectivement  des 
matrices  cp"  =  cp«  ?  +  o\s,  (L"  =  -ij;  ^  +  h\s,  y"  =  yj  t  +  y°5, 
(i)<'=  Wq  /  H- co"^  dont  les  deux  dernières  sont  symétriques.  Si 
l'on  transforme  ainsi  chaque  composante  élémentaire  de  A  (je 
désignerai  par  œ'*',  'l"',  y'",  fo'»  ce  que  deviennent  respectivement 
cp',  'V',  y',  (o'),  A  devient  la  seconde  forme  canonicpie 

Ao=  A!{<  + A'».9 

de  a. 

En  posant, y^).5'-f- a/î',  l  =.\' s' -^  yJ  t'  Q.uJ  ^  ^^J  ) ,  a|,  =  [j(.'ao+iJ.a, , 
a',  =  )/ao  +  Àa,,  on  a  a=  f '  aj,  +  5' a', ,  et  chaque  diviseur  élémen- 
taire {as  +  ht)?  de  a  devient  [(«).  + Z>)/)5'H- («jjl -f- ^ui')  ^]P;  il 
est  clair  que  l'on  peut  disposer  de  X,  tx,  à',  ijl'  de  manière  que  trois 
de  ces  diviseurs  élémentaires  s'annulent  pour  des  valeurs  arbi- 
traires de  s' ',  l' .  D'ailleurs  les  degrés  canoniques  restent  évidem- 
ment inaltérés.  Donc  la  forme  canonique  de  a,  lorsqu'on  passe  aux 
variables  .v',  t' ,  ne  subit  d'autre  changement  que  la  substitution 
aux  matrices  y',  to'  des  matrices  construites  de  même  avec  les 
nouveaux  diviseurs  élémentaires. 

Il  est  clair  que,  si  (^  =  'it^t  -\-fj\S  ([jo  et  [^,  étant  constantes)  a  la 
même  forme  canonique  que  a,  [i  est  de  la  forme  ^ar^,  Ç  et  rj  étant 
des  matrices  invertibles  constantes  d'ordre  /i,  et  réciproquement, 
a  et  [j  sont  alors  dits  éc/uivalents. 

Soit  C  un  champ  contenant  les  éléments  de  ao,  a,.  La  méthode 
de  réduction  précédente  montre  que  l'on  peut  trouver  deux  ma- 
trices invertibles  x,  y  k  éléments  dans  C,  telles  (\yie  x(f.y  ^=  A>^ 
ciU  étant  la  somme  des  matrices  composantes  cp',  cl',  to'  et  d'une 
matrice  a'  é<|uivalenle  à  la  somme  des  matrices  composantes  y'. 
On  peut  alors  démontrer  directement  et  sans  passer  par  la  forme 
canonique  qu'il  existe  deux  matrices  q,  -/^  constantes  et  invertibles 
telles  que  ^a'r,  =  ^',  ^'  étant  une  matrice  quelconque  équivalente 
à  a'  [cf.    PiiouEJVius,   Cr.,    t.   80,   p.    202-204).   On   déduit  de  là 
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pour  a  des  formes  réduites   successives  dans  les  divers  champs 
contenant  G  (c/.  E.,  204;  le  n°  203  est  inexact). 

3.  Soit  maintenant  a  une  substitution  d'ordre  n  invertible  ou 
non.  Convenons  que,  si  f[x)  est  un  poljnouie  ou  une  série  entière, 
convergente  sur  tout  le  plan,  /(a)  se  forme  en  remplaçant  x  par  a 
et  en  multipliant  le  terme  constant  par  £«=  z.  Le  sens  de /(a)  est 
alors  évident  par  lui-même. 

Soient  5/0= -So,  ...,  5/vj^= -^vj  les  racines  d'un  facteur  y"/  de 
a  —  5£|^  A(5),  irréductible  dans  le  champ  considéré;  j'y,,  ..., 
yjm-  {^tj=^  "iji)  les  variables  de  lay'^'"*  suite  relative  à  So  (d'après 
la  terminologie  du  Traité  de  M.  Jordan);  c/lijq  l'action  de  a  sur 
yji,  ...,  yjm..  Prenons  a  sous  forme  canonique.  D'après  l'expres- 
sion connue  de  a^,  on  aura,  co(x)  étant  un  polynôme,  en  posant 


(0  fi^/jo) 


yj-i 


?o7yi 

?i7yi  +  ?ory2 
•  •-+-  ?/-<.ry'-+-' 


?oJV' 


o(a)  est  le  produit  des  substitutions  analogues  à  oijo)- 

Pour  que  o(a)  soit  nul,  il  faut  et  suffît,  si  my^Wy^,,  que  o{sk), 
o'{s/c),  ...,  co('»i~'^(,v/;)  soient  nuls  {l  prenant  toutes  ses  valeurs), 
c'est-à-dire  cpie  5^  soit  racine  //?"•"*  de  cp.  Or  (5  —  5a)"'i  est  le  pre- 
mier diviseur  élémentaire  de  A  (5)  relatif  à  s  —  s^  {E.,  §§  190,  201). 
Donc,  pour  que  co(a)  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que  o{s)  soit  divisible 
parle  quotient  '^(s)  de  A(5)  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  mineurs  d'ordre  n  —  i  de  A (5). 

En  formant  l'inverse  de  cp(a/yo))  P"is  le  produit  de  deux  substi- 
tutions de  la  forme  (i),  on   voit  directement  que  la  formule  (1) 
subsiste  si  cp  est  seulement  rationnelle  (mais  finie  aux  points  Sif(). 
Supposons  que  o{x)  soit  une   fonction  quelconque  régulière 

aux  points  .v/a.  La  formule  (i)  montre  encore  de  suite  le  sens  qu'il 

p 
faudra  attacher  à  !p(a).  De  plus,  y  désignant  alors  la  somme  des 

parties  fractionnaires  des  développements  de  ^  relatifs  aux  points  sik 
(si  m  est  le  degré  de  ^,  P  est  un  polynôme  de  degré  £m  —  1  qui, 
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lorsque  o  n'est  pas  uniforme,  dépend  de  la  branche  choisie  en 
chaque  point  5/^),  ^— —  =  co  sera  régulière  aux  points  sik  (tout 
polynôme  Q  de  degré  £  w  —  i  pour  lequel  ~ — ^ —  est  régulière  aux 
points  .S(k  coïncide  avec  P  puisque  P — ^Q  est  divisible   par  'hj. 

Donc  w(a)  aura  un  sens  défini.  Donc  cp(a)  =  P(a)  (')• 

Revenant  aux  variables  primitives,  on  voit,  d'après  (i)  ou 
d'après  l'égalité  o(a)  =  P(a),  que  '~p(a)  sera  réelle  si  a  est  réelle 
et  que  cp(5/)  est  conjuguée  de  'f{s;,)  quand  5,  l'est  de  Sk. 

Si  cp  vérifie  identiquement  une  équation  y(:c,  o)  =  o,  on  aura 
évidemmenty[a,  ^(a)]  =  o;  si,  de  plus,  /(^,  P)  est  régulière  aux 
points  sik  et  si  le  développement  de  /(x,V  -\-  m'I),  suivant  les 
puissances  de  wJ;,  a  un  sens,  on  aura  aussi  /"[a,  P(a)]  =  o.  C'est 
ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  sif(x.  o)  est  un  poljnome  en  ^,  cp  ou 
si  /{Xj  a)  =  e?  —  X  ou  si  /(x,  'j )  =  e"'-^ —  o'".  Supposons  que 
/(a?)  soit  un  polynôme  en  x,  o.  Comme  P(a)  =  P(a),  une  des 
déterminations  de  co(a)  est  o(a).  De  même,  si  les  équations 
/(a?,  cp~'  )  =  o  et/(x~',  cp)  =  o  sont  équivalentes,  cp(a~^  )  et  f  (a)"' 

ont  une  détermination  commune.  Ainsi  \y.'j  et  (a~')^  ou  a^ 
ont  une  détermination  commune  [en  supposant  |a|^o  pour 
que  4'(o)  soit  ^  o]. 

On  déduit  de  là  (FnoBEwius,  loc.  cit.)  que,  si xay  avec\xy  \  ^  o 
e^  a  =  6a,  [i  =  9[î  (B  =  ±  i),  '^j  est  de  la  forme  va(>>.,  v  étant  indé- 
pendante de  a,  ^,  car,  en  transposant,  en  éliminant  ^  et  en  posant 
y-^  X  ^  z,  on  A  a~'  zy.^=  z.,  d'où  a~'  «a  =  m,  u  étant  un  polynôme 
quelconque  en  z.  Donc,  si  |m|  7^  o,  jS  ^=xu~*aiiy.  Or,  en  posant 
a;a~'  =  t',  la  condition  /^j- ^  t^,  qui  s'écrit  u-=z^  est  toujours 
réalisable,  puisque  l^j  est  7^0.  Si  y^x~',  v  est  orthogonale, 
car  alors  xty  =:  s  et  f  est  indépendante  de  a,  [S. 

4.  Reprenons  maintenant  les  notations  des  n°'  1  et  2.  Suppo- 
sons la  matrice  a  =  ao^H-  a,  5  symétrique  et  ramenons-la  à  la 
seconde  forme  canonique  A",  a  étant  symétrique,  on  aura  h  =  A-, 


('  )  Comparer  Frobenius,  5.  A.  B.,  1896,  p.  7;  Bromwich,  P.  C.  P.  S.,  t.  XI 
p.  7.3  (1901). 
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li.  Donc 


o 

.1.(0 


devient,  par  l'échange  des  lignes  équi- 


dislanlcs  des  extrêmes,  une  matrice  svmélricine  -7'  = 


je 


ou  C5  et  <j  sont 


désignerai    par  s-   une  matrice  de  la  lorme   ( 

du  même  ordre  q.  Soit  A'*''==:  A[j"  t  -\-  A"".?  la  somme  des  matrices 
composantes  c',  y"*,  (o'°.  A""  étant  symétrique,  on  pourra  trouver 
une  matrice  invertihle  constante  u  lelle  que  ?^a;<==  A"*'. 

Supposons  a  réelle  mais  non  nécessairement  sjmélrnpie.  On 
j)Ourra  d'abord,  par  des  substitutions  réelles,  ramener  a  à  la  somme 
d'une  matrice  composante  a',  somme  elle-même  de  matrices  com- 
posantes des  formes  ©",  'V*,  (o"  et  d'une  autre  matrice  composante 
a"  =  a'g  i  H- a ",  ,v  d'ordre  n"  où  |  a",  |  ^  o  (si  a  est  symétrique,  on 
peut  supposer  et  je  supposerai  que  a'  est  une  somme  de  matrices 
composantes  des  types  o-,  o>").  'So'xl  f  :=:  s- -\- ast -\- bt-  {a-<i^b) 
lin  facteur  quadratique  réel  de  \y■'\^  doiu;  de 

|a"a'i-'  I  =  I  a'û  a'^-'  /  -i-z„"s\. 

On  |)ourra  trouver  {E.,  204)  une  substitution  réelle  x  telle  que 
a;a"a",  '^~'  soit  une  somme  de  matrices  composantes  réelles  de 
la  forme  y  et  de  la  forme 


at  -^  s 
t 


ht 


al  -t-  s 
t 


ht 


Xo^-t-  X.-î 


(je  désignerai  l'ordre  de  X  par  2^)  et,  par  suite,  deux  sid)s!ilu- 
tions  réelles  x^  y  telles  que  x^y  soit  une  somme  B=  Bo^  +  l^i  v 
de  matrices  composantes  des  formes  0°,  J;",  (.)"',  y,  \  (ou  a,  to", 
y,  X  si  a  est  symétrique).  En  ajoutant  dans  X,  à  chaque  ligue  de 
rang  im|)air,  la  ligne  suivante  multipliée  par  — a  et  en  échangeant 
les  lignes  équidistantes  des  extrêmes,  on  obtient  la  matrice  sMiié- 
trique 


Xo  = 


o  o 

o  / 

t  s 

s  —  as 


as  - 
o 


ht 


)^\%t-^  \\s. 


ht 
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La  matrice  B''^:  BJJ  ^  +  B"^  déduite  de  B  en  remplaçant  chaque 
matrice  composante  de  la  forme  X  ou  y  par  la  matrice  correspon- 
dante de  la  forme  X"  ou  y"  respectivement  est  symétrique  et  équi- 
valente à  a.  Si  donc  cf.  est  symétrique,  il  y  aura  une  matrice 
réelle  v  telle  que  va.v  =^  B. 

On  peut  simplifier  encore  BJ|.  Considérons  d'abord  une  compo- 
sante de  la  forme  X".  Par  des  additions  de  multiplicateur  Z>  "'  on 
réduit  (dans  XJJ)  la  transversale  située  immédiatement  au-dessus 
de  la  principale  à  i,  o,  i,  o,  ...  (en  convenant  d'écrire  les  élé- 
ments des  transversales  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent  à  partir 
de  l'élément  en  haut  à  droite)  sans  autres  changements.  Considé- 
rons maintenant  une  composante  de  la  forme  y".  Si  Siy^  o,  par  des 
additions  de  multiplicateur  sj'  on  ramène  tous  les  éléments  de  la 
transversale  située  immédiatement  au-dessus  de  la  principale  à  o, 
puis,  par  des  multiplications  de  multiplicateur  —  sj*  ou  57',  tous 
ceux  de  la  principale  à  i  ou  à  — 1.  Si  5/=  o,  on  conservera  yJJ. 
Soit  B'y  la  nouvelle  forme  réduite  obtenue.  On  saura  former  une 
substitution  réelle  U  telle  que  UB"U  =  B'^.  Soit  alors 

B'=  UBoÛ  =  B„<  +  B,  s. 

Si  Cf.  est  svmétrique,  la  caractéristique  (')  c  de  a,,  étant  évidem- 
ment supérieure  ou   égale  à  la   somme    des    caractéristiques  des 

matrices  composantes  de  B'^,  B^,  fournit  immédiatement  en  ob- 
servant que  xy  =  (  — —^  ]  —  (  ' — — ^  j       l'inégalité 


où  u  et  jjl'  parcourent  respectivement  les  ordres  des  matrices  com- 
posantes des  types  a-  et  co",  où  m",  m',  m"  parcourent  respective- 
ment les  exposants  des  diviseurs  élémentaires  de  a"  relatifs  aux. 
racines  imaginaires,  réelles  ^  o,  nulles,  où  enfin  lî(x)  désigne  le 
plus  grand  entier  ^o*. 

(')  Si  a  est  symétrique,  on  peut  l'assimiler  à  une  forme  quadraliquc,  cl  la 
caraclérislique  d'une  forme  quadratique  réelle  est,  en  supposant  qu'elle  se  dé- 
compose en  h  carrés  positifs  et  k  carrés  négatifs,  le  plus  petit  des  deux  nombres 
h,  k.  Le  ttiéorème  établi  au  texte  a  été  démontré  autrement  par  M.  Loewv  {Cr», 
t.  122)  pour  le  cas  |  a,  |  ^  0. 
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De  la  formule  (2)  multipliée  par  2  et  de  l'égalité  évidente 
«  =  SjjL  H- Sijl'h- Sm"+ S/w'4- Sm"  on  déduit  par  soustraction^ 
en  désignant  par  v  le  nombre  des  matrices  composantes  du  type  o-^ 

Si  donc  V  =  o,  c'est-à-dire  si  |  a  |  n'est  pas  identiquement  nul, 
le  nombre  des  facteurs  linéaires  réels  de  \a.\  est  ^n  —  9.c.  S'il 
est  égal  à  n  —  2c,  les  valeurs  de  \k'  et  celles  de  m'  sont  toutes 
égales  à  i  et  celles  de  m^  à  \  ou  à  1.  En  particulier  {pour 
0.0  =  — £  d'où  c  =  o)  les  multiplicateurs  d'une  matrice  symé- 
trique réelle  invertible  (a,)  sont  tous  réels  et  sa  forme  cano- 
nique est  monôme. 

On  peut  toujours  construire  un  faisceau  symétrique  réel 
d'ordre  n  a  =  ao^  +  a,5  lorsqu'on  se  donne  ses  diviseurs  élé- 
mentaires, les  nombres  [x,  les  nombres  ij.'  et  c/.o,  pourvu  que  les 
diviseurs  élémentaires  satisfassent  à  la  condition  (2),  que 

soit  égal  au  rang  r  de  ao  et,  bien  entendu,  que  la  somme 
des  [K,  des  [jl',  des  m",  des  m',  des  /?i"  soit  égale  à  n  et  que  les 
diviseurs  élémentaires  imaginaires  soient  deux  à  deux  conju- 
gués. Construisons,  en  effet,  avec  les  éléments  donnés  la  matrice  B"; 
déduisons-en  comme  tout  à  l'heure  la  matrice  B'  et  désignons  par  m 
le  second  membre  de  (2).  Soit  ill)  =  iCjo-h  iiî)|  5  la  matrice  symé- 
trique variable  qu'on  déduit  de  B'  en  y  changeant  arbitrairement 
les  signes  des  composantes.  Par  ces  changements  de  signes  la 
caractéristique  de  ill)o  varie   évidemment  depuis  le   minimum  m 

jusqu'au  maximum  E(-)>  La  caractéristique  c  de  ao  étant  ^m  et 
^E(^  j,  soit  iiï/ =  itj,'^  ^ -(- Ki,'^  5  une  détermination  de  Hî)'  telle  que 
ilî>'^  ait  la  caractéristique  c.  ilî>„  ayant  le  rang  de  ao,  il  y  aura  une 
substitution  réelle  inverlible  u  telle  que  uolqU  =:z  \\\^'^^  et  a,  sera 
déterminée  par  uy.^  u  =  iiî>', . 

o.  Considérons  encore  deux  matrices  «,  b  d'ordre  //,  telles  que 
a  =z  a  yx  désignant,  en  général,  la  matrice  imaginaire  conjuguée 


À 
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de n),  b  =^  b,  b  =  ç rr/-) (I ^r,  I  ^  o).  Assimilons  aelb  respectivement 
aux  formes  Ha/dX^yi  et  Hbki^kyii  et  posons  a/,i=  a'/^.^+  ia^i^ 
bki=b',,i-^ibli,  Xk=x'i^+ix"i^,  yi  =  y\—iy\^  a^^,  d,'^^^  b'^i,  è^^, 
^^,  x"i.=^  x'n_i__}^,  y'i  et  y^  =  j)/^^^  étant  réels,  a  el  b  prennent  les 
formes  respectives  a  =  a'H-/a",  [i  =  ^' -\- i <^" ,  y.'  et  ^'  étant  des 
formes  symétriques  réelles  et  o." .  [i"  des  ("ormes  alternées  réelles 
des  deux  séries  de  2/i  variables  x\,  . . .,  x'.^^^  '■,  y\i  •  •  ••>  y'on-  Comme 
on  obtient  b  en  soumettant  les  x  et  les  y  de  a  aux  substitutions 

respectives  y,  =  |^a,  ^-fiik^Ai  ^  =  \yk,  '^^kiyi]  qui,  en  posant 
f\ik=ri'^i-\-rnki,  ^ki=  ^'ki+  i^'ki  (les  ri',  r/',  l\  ^"  étant  réels),  opè- 
rent sur  x\,    .  .  .,  ^!,„;  y,,   .  .  .,  y'.^,^  les  substitutions  respectives 

^"^  (ç^^)],  on  aura  [îl  =  ^ay.  Disons  qu'une  substitution  réelle 
de  ^',,  .  .  . ,  .z"!,„,  de  la  forme  ^  =  (  ^^  ^^  |  (l^'  et  "Ç"  étant  des  ma- 
trices d'ordre  /i),  est  quasi-imaginaire  et  correspond  (biunivoque- 
ment)  à  la  substitution  Ç  =  2^'+  i'C,"  ;  z  répond  à  ^  et  ^  opère  sur 
les  X/t  et  les  Xk  les  substitutions  respectives  JJ  et  î^;  inversement 
Z^  comme   ^  opèrent  sur  x\^    ...,  x'.,,^   la    substitution   ::.    Soient 

;=  (  )      «=  (  )   deux  autres  substitutions  quasi- 

imaginaires  et  t^t'H-Zt",  u  =  u'-1-/'/  leurs  correspondantes. 
Comme  TU  est  l'action  de  lu  sur  les  x^  et  ^?^  celle  de  tu  sur 
.r', ,  .  .  . ,  x!,„,  il  est  clair  que,  si  lu  =  ^,  on  a  tu  =  î^  et  réciproque- 
ment. En  particulier,  si  tu  =z,i,  on  a  <w  =  £2/1  ('a  correspondante 
de  e^n  est  évidemment  £„)  ;  donc  la  correspondante  d,e  t~'  est  t~* . 
Donc  la  matrice  réelle  u  telle  que  [i  =  çy.ç  (3)  est  quasi-imagi- 
naire, et,  si  son  action  sur  les  Xk  est  cp,  son  action  sur  les  Xh  est  o. 
Donc  les  relations  b  =  ^ar^^  n  =  (ia,  b  =  ^b  (Q  =  ±  i  ;  le  cas 
9^ — i  se  ramène  au  cas  O^i  en  remplaçant  a  par  ia  et  b 
par  ib)  enlratnent  l'existence  d'une  matrice  o,  indépendante 
de  rt,  ft,  telle  que  b  =  cor/o. 

De  là  résultent  des  conséquences  toutes  send>lables  à  celles  de 
tout  à   l'beure.    En    particulier,    pour   une  forme  a  liermiliennc 
(alors   a"=^j'=o),  en  observant  qu'à  cbaque   diviseur  élémcn- 
XXXVI.  3 
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laire lelalif  à  un  mulliplicaleiir  imaginaire  répond  un  diviseur 
élémentaire  conjugué,  on  obtient  la  même  forme  réduite  B^  que 
loul  à  l'heure  et,  par  suite,  aussi  l'inégalité  (2)  [en  entendant  ici 
par  tto,  aj,  a  =  ao^  +  a,  5  des  formes  hermiliennes  ('  )  et  en  remar- 
quant que,  si  X.=^  Jc  +  y,Y  =  X  — jK,  ^y  +y^  =  r,  (XX  • —  YY)]. 

G.  La  forme  canonique  d'une  matrice  à  termes  constants  ob- 
tenue au  n"  2  fournit  très  aisément  plusieurs  propositions  impor- 
tantes. 

Reprenons  les  mêmes  notations  qu'au  début  du  n"  3.  Toute 
substitution  a'  permutable  à  la  substitution  a  (invertible  ou  non, 
prise  sous  forme  canonique)  remplace  jKy)  •>  •  •  •  pai'  des  fonctions 
de  la  forme 

) 

i^ui'J'^  =  o     ))our     h' =  i,  . . .,  nij' — nij,     si     nij'^nij), 

OÙ  a  est  le  nombre  des  suites  relatives  à  la  racine  5o. 

Pour  avoir  une  idée  plus  nette  de  la  ("orme  de  a',  numérotons 
les  suites  relatives  à  s^  de  manière  que  mj  soit^my^i  (-),  et  soit 
m,  =  /«,/,  >  m,,,+,  =  m^,^,,,>  m^,+^,+,  =...  =  m^^^___^,^^^  (je  pose- 
rai <7,  +  .  . .+  r/,  =  Q,-  et  A«Q^^.,=  o  ;  Qo)=  [>■)■  H  y  aura  donc  Çr 
suites  contenant  chacune  exactement  /ng^.  variables  :  je  dirai  que 
ces  q,-  suites  forment  la  /-"""^  sous-série.  Rangeons  alors  les  y  en 
prenant  tous  ceux  de  la  /•"""'' sous-série  avant  ceux  de  la  (r+  i)"'""' 
et,  dans  la  r'*"""  sous-série,  d'abord  tous  les  premiers  de  chaque 


(')  Si  2'fX,\, —  Sf  Y,V,  est  la  forme  réduite  d'une  forme  liermiliciinc,  le  plus 
petit  des  deux  nombres  h,  k  est  l;i  caractéristique  de  cette  forme.  Voir,  pour  une 
autre  démonstration  (dans  le  cas  |  a,!  ^ïf  o)  du  théorème  établi  au  texte,  Loewv, 
(Cr.,  t.  122). 

(=  )  Le  nombre  des  u'j'n  non  nécessairement  nuls  étant,  pour  chaque  couple  /,  y", 
le  plus  petit  m  ■  des  deux  nombres  tu-,  m^-,  on  voit  alors  que  le  nombre 
S'm  ■=  2ï:'>.m' — Sm-des  coefficients  est  égal  à  £(27  —  \)m-.  Ce  nombre  a 

été  rclrouvé  sous  une  autre  forme  par  M.  Frobcnius  \Cr.,  t.  8'i,  p.  29)  après  les 
travaux  de  M.  Jordan  (Traité,  p.  i28-i36)  et  indépendamment  d'eux. 


J 
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suite  dans  l'ordre  de  ces  suites  (les  suites  de  chaque  série  étant 
rangées  arbitrairement),  puis  tous  les  seconds  dans  l'ordre  de  ces 
suites,  etc.  Soit U^f  =  (/^^;';')(y  =  Q,_, +  i ,  . . .,  Q,;/=Q,._,  +  ,, 
.  .  .,  Q,.')  la  matrice  des  coefficients  de  JKq,_.+,,i,  .  .  .,  Jq,,,  dans  les 
fbnclions  que  a'  substitue  à  JKy,._,+i,//,  .  .  . ,  y,.-,//,  et  formons  la  ma- 
trice de  matrices  V'^  à  mg  ,  lignes  et  /Uq^  colonnes  dont  la  h"''""'  ligne 
est 

TI/-7j'  tt;-7/'— 1  TJ/I 

La  matrice  de  la  partie  de  a'  relative  à  Sq  sera  t)  =  (l9''') 
(/*',  /•  ^  I ,  ,  .  . ,  (o;  /■'  indiquant  la  ligne  et  /•  la  colonne). 

Remplaçons  maintenant,  dans  a',  u'[\  par  u'j\  —  s.  Soit  ^r{s)  ce 
(jue  devient  alors  A/.=:|U'!J  |  et  s'  une  racine  de  ^ris)  (c'est  une 
racine  de  |  a' — st\  de  multiplicité  ^m^^^,).  On  voit  de  suite  que 
I  ol'-\-  a — ■  5£  I  est  égal  à  |  a'+  a"  —  se  [,  a»  étant  ce  que  devient  a 
quand  on  y  remplace  par  o  les  éléments  non  diagonaux. 
I  a  —  (s  —  5/f)e  I  ajant  donc  /Wq^  racines  en  5  égales  à  s' -+-  ^a,  on 
peut,  entre  les  racines  de  |a  —  S£\  que  je  désignerai  maintenant 
par  p,,  . .  . ,  p«et  celles  p', ,  .. .,  p',^  de  |  a' —  se  |,  établir  une  corres- 
j)ondance  telle  que  les  racines  de  |a'-f-  a  —  st\  soient  o/-t-  0^.  Celles 
de  \xa-\~  x'oi' —  sz\  seront  alors  xp,+  xo'-. 

De  même,  en  posant  9  =  ±  i ,  \y.^y.'  ■ — -^cj^  |(a'')*^a'  —  sz\.  Donc, 
\  y.' —  ss~j:  £  \  ayant  m^^  racines  en  s  égales  à  s's^,  les  racines  de 
I  a^a' —  .se  ]  seront  pi^'i'^  la  correspondance  étant  la  même  que  tout 
à  l'heure. 

On  en  déduit  immédiatement  que,  a,  a',  a",  ...  étant  des  ma- 
trices d'ordre  «,  permutables  deux  à  deux,  on  peut  établir 
entre  les  racines  p,,  .  . . ,  p,^  de  |a  —  5e.|,  celles  p', ,  ...,  p'„  de 
I  a' — as],  ...  une  correspondance  telle  que,  si  par  exemple 
p,,  p|-,  p^',  .  .  .  se  correspondent,  les  racines  de  /"(a,  a',  a",  .  .  .), 
f  étant  une  fonction  rationnelle,  soient  /(pi,  p'-,  p"-,  ...),  la 
correspondance  étant  indépendante  de  la  fonction  f  choisie  (  '  ). 

11  est  clair  que,  si  a,  a',  .  .  .  sont  monômes,  il  en  sera  de  même 
dey(a,  a',  .  .  ,),  Si  de  plus  p^=  p/^  toutes  les  fois  {|ue  p/=  p/t  et  si 
Ç3(x)  est  le  polynôme  de  degré  li  —  i  prenant  lorsqu'on  remplace 

(')  Ce  lliéorcme  est  clù  à  M.  l'Vobeiiius  pour  le  cas  où  /est  un  polynôme  (5. 
A.  B.,  1896,  p.  601).  M.  Schur  en  a  donné,  sous  la  inéine  hypothèse,  une  autre 
démonstration  {S.A.B.,   1902,  p.   120). 
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X  par  celles  des  p/  qui  sont  dislincles,  h  étant  leur  nombre,  les 
valeurs  correspondantes  p^  [alors  C5(p/)  =  p]  quelle  que  soit  p/],  on 
a  évidemment  a'=  C2(a). 

7.  La  formule  (i)  met  immédiatement  en  évidence  les  mul- 
tiplicateurs de  ^(a).  De  plus,  elle  donne  très  simplement  les 
diviseurs  élémentaires  de  »(a)  —  sz.  Supposons,  en  efifet,  es,,  . . ,, 
<prf_,  nuls,  cp^  étant  ^  o.  Soit  my=:  <i^  + /'(o  ^ /•<<  c/),  et  consi- 
dérons cp(a/yo) —  st„,:=^.  Ajoutons  la  (c?+ i)^  ligne  de  <^  multi- 
pliée par  —  ^d-^i  '.  ^d  à  la  [d  +  i)",  puis  la  [d  -\-  2)*-"  colonne  mul- 
tipliée par  'frf+i  ;  'f ,/ à  la  [d -{- lY  :  ou  aura  ainsi  remplacé  par  o 
l'élément  ca^^,  de  la  première  colonne  sans  que  s  (igure  hors  de  la 
diagonale  principale.  Par  des  opérations  analogues,  on  ramène  <ï>  à 
la  forme  qu'elle  aurait  pour  cs,/^,  =  'j^/^o  =: . . .  zz=  o.  Soit  <I>'  la  ma- 
trice qu'on  déduit  alors  de  *)>  en  écrivant  d'abord  la  première  ligne, 
|)uis  la  (<:/-f-i)",  puis  la   {-id-^-  i)",  ..  .,   |)uis  la  (c/d-\-iy,  puis 

la  '2%  |)uis  la  (d  +  2)%  puis  la  (2r/+  2)% puis  la  {q  d -\-  2)'", 

.  .  .,  puis  Va  [q  d  -{-  J'Y-  Soit  $"  la  matrice  déduite  de  <ï>'  eu  y  pre- 
nant les  colonnes  dans  l'oidre  où  l'on  a  pris  les  lignes  de  O 
pour  obtenir  <I>'.  <I>"  écpiivaut  {\  $  cl  a  la  forme  canonique.  On  j 
voit  que  o{a/jo)  —  st,„.  a  r  diviseurs  élémentaires  de  la  forme 
(s  —  cpo)'"*"'  et  d  —  r  lie  la  forme  (5  — cpo)^  (').  Si  (5  — ç,»)'"? 
est,  pour  ç(a)  —  5£,  le  diviseur  élémentaire  d'exposant  maximum 
relatif  à  la  base  s  —  cSq,  m^  est  <  /;?,.  Si  donc  le  polvnome  'i'(.r)  a 
la  forme  11^(5  —  ptY'-,  Jes  p/  étant  distincts,  'f  (a)  annulera  le  polj- 
nomc  ny[5  —  'i{pi)fi. 

8.  x'oL'-\-xce.  (x  el  x'  étant  indéterminés)  se  déduit  de  a'  en 
remplaçant  U^!]  par  x' U'^.] -{-  xs^t,^^,,  U,'!^  par  x' U'^'^  +  x e,^^  et  les 
autres  U^,'  par  ^U^!,',  elen  faisant  des  changements  analogues  dans 
les  parties  de  a' relatives  aux  autres  racines  caractéristiques;  aa' 
se  déduit  de  a'  en  remplaçant  IJ'^'.'l  par  5oU,'.,',  U)!,'  pour  z'^i  par 
5oU).| -h  U,'!,'~',  et  en  faisant  des  cliangements  analogues  dans  les 
autres  parlies  de  a'. 

On   |)cul  mainlenaul  canoniser  LJ'![  en   transformant  a'  par  une 


(')  Ce  théorème  a  clé  établi  aulrciDcnt  par  M.  Hioiinvicli  [ /'.  C.  /'.  vS'.,  l.  \I, 
p.  75  (1901)]. 
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substilution  permutable  à  a.  Supposons  celle  transformation  effec- 
tuée. Ecrivons  p,  pour  So,  et  soit  p',  un  multiplicateur  de  U^J. 
Soient  (p'i  —  5)'"',  t^-i  les  premiers  diviseurs  élémentaires  respec- 
tifs de  a' — 5£,  x' c/J  ~\- X  Cf.  =  s  s.  relativement  aux  bases  0', — 5, 
a;'ç)\-{-xpi  —  s  =  'Ç,  et  supposons  m\^m,;  ij.,  est  une  fonction 
de  X  et  de  x'  dont  je  désignerai  le  maximum  par  pi.j.  Soitj^'-^  la 
fonction  que  x'al-t-x'y.  —  sz  substitue  ^  yjh,  et  résolvons  direc- 
tement par  rapport  aux  j^^y^  les  équations  qui  les  lient  aux  j^'^.  On 
peut  évidemment  exprimer  d'abord  directement  et  immédiatement 
les^yAOÙ  Qr_(  <<y  =Q/-,  h  étant  fixe,  par  les  jKy^  ^^  mêmes  indices, 
les  yj.j^.  où  j'^Qr  avec  /i'<A  et  les  y^,/,,  où  Q/-_i<;y'=Qr  avec 
h' <C  h  :  je  dirai  que  c'est  la  première  expression  de  ces  yj/i. 
Formons  la  première  expression  desj)^y,,  puis  celle  des^yo?  •••■,  en 
prenant,  pour  chaque  valeur  de  A,  d'abord  la  première  expression 
des  yjfy  où  /iQi,  puis  celle  des  yj/,  où  Q4<;y^Q2,  ....  En 
substituant  chacune  de  ces  premières  expressions  dans  les  suivantes, 
la  résolution  sera  achevée  et  elle  fournira  [ji". 

Pour  indiquer  la  marche  des  calculs,  commençons  à  former  la 
première  expression  des  yy^  où  Çlr-i<ij  =  Q_r-  Soit  e^  l'exposant 
du  premier  diviseur  élémentaire  de  U^]  —  5£„^  relatif  à  p', .  Ecri- 
vons .-y^,  z'j,^,  u;;f  pour^Q,.  ,^/.  „  jq,_,+,, /.,  x'if^::^;''+xt'.j;'  (z'^=  i , 

tous  les  aulres  s  étant  nuls).  Le  coefficient  de  z\ ,  est  ^~'  dans  z, , , 
—  x'^~'^  dans  32(5  •••,  ( — ^•')'''~'s~''''  dans  3^^,.  Si  i>^^,^o,  il  est 
(_^')-rr-.;^iui2^  dans  ^,0,  ...,  (— .r')^''^-i^-2^'-u:^,  dans  ^,,,,.  Soit 
généralement  /i>  le  plus  petit  nombre  pour  lequel,  dans  la  matrice 
formée  des  Cr  premières  lignes  et  colonnes  de  la  matrice  des  u'^,  la 
diagonale  qui  contient  uj;!  a  un  élément  0  yé  o  (\j\-^  est  ^o; 
donc  kr=  er);  le  coefficient  de  z\  ^  dans  z^^^  est  ( —  ^/)2e,^*rj^-2e,-i-^,-iy 
..,,  dans  z,.^,„  il  sera,  en  posant  niQ^er  —  (/Wy,. —  i)  (A> —  i)  =  E,., 
( — 37')^''"*  ^~*''"u.  Supposons  les  suites  relatives  à  p',  dans  U^J 
(considérée  comme  une  substitution)  rangées  dans  vu  ordre  tel 
que  Kr  n'aille  jamais  en  décroissant.  Si  p',  n'est  multiplicateur  que 
d'un  seul  U^J  (que  je  désignerai  par  U^j  ),  —  E;-  sera  la  plus  basse 
puissance  de  ^  figurant  dans  les  coeflicients,  c'est-à-dire  que 
[x^  =  E;.  :  si  alors  kr<C<iri  il  est  clair  que  u°  =  m',  ;  si  kr=^er^ 
[jl"= //jy  -(- e,- — I,  cl  la  méthode  précédente  montre  (en  faisant 
X  =  n)  que  m\  =  <?,•  pour  u^''^2\X\a^  O'  ^^  ^"^  "^1  ^  /''Q,  +  <?r —  •  ^ 
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pour  u'^'^2',X\',i  7^  O-Si  p',  esl  nuilliplicaleiir  de  plusieurs  U^],  on  peut 
employer  la  même  méthode;  mais  la  présence  des  t)^  correspon- 
dant à  ces  U^'.J  oblige  à  une  discussion  plus  compliquée,  si  l'on 
veut  obtenir  jjl^.  Il  suffira  d'observer  que  [jl"  est  toit/ours  ^  m\  : 
on  le  voit  de  suite  en  conlinu;int  les  mêmes  calculs  et  en  les  fai- 
sant parallèlement  pour  le  cas  :r  =  o. 

En  faisant  parallèlement  sur  7/^ a'  —  st{H  =±1)  les  mêmes  opé- 
rations (pie  sur  x'y.' -+-  xol  —  se,  et  en  observant  que  les  diagonales 
analogues  à  celle  considérée  tout  à  l'heure  ne  renferment  plus  le 
paramètre  variable  x,  on  voit  do  suite  que  le  premier  diviseur 
élémentaire  de  a^a' —  sz  relatif  à  la  base  p^p',  —  s  a  un  expo- 
sant ^{a". 

On  déduit  aisément  de  là  que  le  premier  diviseur  élémentaire 
relatif  à  la  base  f{^i,  p)-,  . . .)  dans  f{oL,  a',  ...)  —  sz,  f  étant 
une  fonction  rationnelle,  a  un  exposant  ^f^^p.  .r  ^au  plus  ég^al 
à  p-j  p,+  ,-p;4-.  .^  si  les  X  restent  arbitraires.  Il  suffit  évidemment  de 
l'établir  pour /(a,  ..  .)  =  act!'  -+-  baa'{a  et  tétant  ^  o).  Or,  si  [en 
disant  pour  abréger  que  p. yip,  est  l'exposant  de /(a,  . . ,)]  l'expo- 
sant de  rta"4-6aa'  était  supérieur  à  celui  de  x" a"  +  x' a'  -i-  x%, 
celui  de  la  combinaison  linéaire  x" by.o(.' — a(x'oL'-\-  xa)  de  ces 
deux  matrices  serait  supérieur  à  celui  de  ^r'a'-f- ^a  (qui  est  au 
plus  égal  à  celui  de  x"ol" -\-  x'ol' -\-  ay.).  Donc  celui  de  la  combi- 
naison linéaire  (à  coefficients  ^  o)  x"boLct!  de  ces  deux  dernières 
matrices  serait  supérieur  à  celui  de  x'ot.' -]- xa.,  ce  qui  ne  se  peut. 
Si  donc  le  polynôme  de  moindre  degré  annulé  par  X'x-\-x/oi!-\-... 
est  n\{s  —  x^i+  ^'p^  + . .  -Y',  les  :rp/-h  ^'p^, . . .  désignant  ici  des 
racines  distinctes^f{oi,  ol\...) annulera  U'l[s  — /(p/,  pi,  ...)^<]('). 

9.  Voici  quelques  applications  des  théorèmes  établis  aux  n"*6-8. 
Soit  a  une  matrice  alternée  d'ordre  n.  a  == — a  est  permutable  à  a. 
Soit  pj  le  midti[)licateur  de  a  qui  correspond  au  multiplicateur  0, 
de  a.  Les  multiplicateurs  p/-f-  p,  de  a  -[-  a  =  o  sont  nuls.  Donc  les 
multiplicateurs  de  a  (qui  sont  ceux  de  a)  sont  deux  à  deux  égaux 
et  de  signes  contraires.  Si  donc  a  est  réelle,  ils  sont  ou  réels  ou 


(  '  )  Ce  lliéorèine  a  été  cUibli  nellemciil  par  M.  Scliiir  pour  le  cas  où  /  est  un 
polynôme  {S.  A.  B.,  1902,  p.  120-125). 
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purement  jmaginaires  ;  comme  \st  —  a|  est  alors  de  la  forme 
Sc,-5"~-'  «  =  G,  .,.,  E  (  -  j  ;  Co=  i  ,  tous  les  coefficients  étant  po- 
sitifs (d'après  Jes  propriétés  connues  des  déterminants  gauches), 
ils  ne  peuvent  être  l'éels  7^0;  ils  sont  donc  purement  imagi- 
naires ou  nuls. 

Avant  de  compléter  ce  résultat,  considérons  encore  une  matrice 
orthogonale  a  d'ordre  n.  a  =  a~'  est  permutable  à  a,  et  les  multi- 
plicateurs de  0L~*  =  a  coïncident  avec  ceux  de  a.  Soit  0/  le  multi- 
plicateur de  a  qui  correspond  au  multiplicateur  p/  de  a.  Les 
multiplicateurs  de  a  a  =  e  sont  p/p<::=  i .  Donc  p/  =  p^' ,  et  les  mul- 
tiplicateurs de  aH-Oa(Q=±i)  sont  p/-h9p7'.  Mais  a+a  est 
symétrique  et  a  —  a  alternée.  Si  donc  a  est  réelle,  p,-l-p7'  est 
réel  (4),  et  p/ — p^'  a  sa  partie  réelle  nulle.  Donc  \^i\=^  i.  Soit 
A  =  ^a^~'  la  forme  canonique  de  a  etA'=çaç~'.  A' est  permu- 
table à  A,  et  l'équation  AA'=  s  montre,  d'après  la  forme  générale 
des  matières  permutables  à  A  (6),  que  A  est  monôme. 

Revenons  maintenant  au  cas  d'une  matrice  a  alternée,  réelle, 

d'ordre  n.  On  voit  directement  crue  8  == ^  est  orthogonale  et 

•         '  a  -i-£  ^ 

réelle  (|a  +  s  |  est  ^  o).  Or  la  fonction  o(x)  =  'j^- —  est  l'égulière 

et  ^  o  ainsi  que  cs'(^)  aux  environs  des  racines  (toutes  imagi- 
naires ou  nulles)  de  |a — stl.  Donc  les  diviseurs  élémentaires 
de  [3  ^  0(0.)  ont  les  mêmes  exposants  que  ceux  de  a  (7).  Donc  les 
diviseurs  élémentaires  de  a  sont  simples. 

10.  Soit  a/i[li  =  1,2,  ...;«,  =  a)  une  matrice  d'ordre  n.  For- 
mons les  (  ]=  N  combinaisons  de /i  objets /'à /•,  et  numérotons- 
les  dans  un  ordre  quelconque  (indépendant  de  ces  objets). 
Soit  A^^  le  déterminant  des  éléments  communs  à  la  «"""''  combi- 
naison des  lignes  et  à  la  /(•"■■"«  combinaison  des  colonnes  de  ah, 
et  Aa(A,  =  A)  la  matrice  des  A"^.  Les  multiplicateurs  de  A^  sont 
évidemment  indépendants  de  l'ordre  des  combinaisons  adopté. 

Si  les  éléments  de  a  situés  au-dessus  de  la  diagonale  sont  nuls, 
il  en  seia  de  même  dans  A  à  la  seule  condition  de  ranger  les  com- 
binaisons a,  aa  ...  a;,  de  /'lignes  ou  de  /colonnes  (a,,  . . .,  a,-  dési- 
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gnant  les  rangs  de  ces  lignes  on  de  ces  colonnes)  dans  l'ordre  de 
grandeur  des  nombres  a,,  ...,  oLr  lorsqu'on  regarde  a,,  ...,  a^ 
comme  des  chiffres  dans  un  système  de  numération  de  base  >  /i, 
en  convenant  de  prendre  toujours  a,<ao^...^ar  (nous  adopte- 
rons désormais  cet  ordre).  En  effet,  considérons  Kii({i  <i  k). 
Soient  a,  ...  a,,  l'écriture  de  i  dans  le  système  de  numération  choisi 
et  |S,  ...  [j,  celle  de  k\  si  a,  <<  t^o  la  première  ligne  de  A./A  est 
nulle;  si  7.^=  fjt  pour  ^=  i ,  . .  .,  p  et  ap^,  <^  ^p+i,  la  matrice  des 
éléments  de  Aïk  communs  aux  lignes  de  rangs  i,  . . .,  o  +  i  et  aux 
colonnes  de  rangs  p  H-  i ,  ..,,  /•  est  nulle,  en  sorte  que  tous  les 
mineurs  d'ordre  /•  —  p  que  l'on  peut  former  dans  ces  ;• —  p  der- 
nières colonnes  sont  nuls.  Si  par  exemple  a  a  la  forme  canonique, 
les  multiplicateurs  de  A  sont  évidemment  les  produits  /•  à  /•  des 
n  multiplicateurs  (distincts  ou  non)  de  a.  Si  a  =  t„,  il  est  clair 
que  A:=  £>. 

Si  «j  ao  =  «3,  on  aura,  d'après  un  théorème  connu  de  Cauchy 
et  Binet  sur  les  déterminants  A|A2  =  A3  et,  si  a.2=  a~*  (donc 
A3  =  Ej,),  A2  =  A~''.  Si  donc  a2=  a'^*  aa^,  on  a  A2  =  A3' AA3. 
En  supposant  que  «2  est  la  forme  canonique  de  «,,  on  voit  donc 
que  les  multiplicateurs  de  A  sont  les  produits  r  à  r  des  n  mul- 
tiplicateurs (distincts  ou  non)  de  «  (')• 


DÉTERMINATION  DES  SURFACES 
QUI  ADMETTENT  UNE  SURFACE  MOYENNE  DONNÉE; 

Par  m.  de  Montcheuil. 


Nous  nous  proposons,  dans  cette  étude,  de  fixer  la  nature  de 
l'équation  aux.  dérivées  partielles  dont  dépend  le  problème,  de 
rappeler  en  les  complétant  et  les  coordonnant  quelques-uns  des 
résultats  acquis,  et  enfin  de  déterminer  une  nouvelle  catégorie  de 
solutions.  Nous  essayerons,  en  effet,  de  déterminer  l'équation  qui 
définit  les  surfaces  admettant  un  cylindre  pour  surface  moyenne. 


(')  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Rados,  qui  l'a  établi  aulreinent  (M.  A.,  t.  \L\  III, 
p.  4'7;  1897).  Cf.  Stéphanos  (J,  M.,  1900,  p.  73). 
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I.  —  Formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  quel- 
conque d'une  des  surfaces  cherchées  ;  x,  y,  z  celles  de  la  surface 
moyenne  supposée  donnée  ;  p  la  demi-somme  des  rajons  de  cour- 
bure de  la  première  surface. 

Cette  surface  est  l'enveloppe  du  plan 

(i)  (u  -h  Ui)X  -h  i{ui —  u)Y  -h  (uui  —  i)Z  -t-  ^  =  o, 

^  désignant  une  fonction  quelconque  des  variables  ?/,  Ut.  Si  l'on 
effectue  le  calcul,  on  trouve  pour  expressions  des  valeurs  de  cc^y, 

=  -[(u  -h  Ui)s  — p  —  q],        z  =  -  [(uui  —  1)5  —  up  —  "i^'  +  ^Ij 
(2)     ]  ^ 

y  =  -[(Ui  —  u  )s  — p  -^  g],        p  =  -[{liui  —  i)^  —  ^P  —  Wi^'  +  ?]• 

Portons  ces  expressions  de  x^  y,  z  dans  l'équation  donnée  de 
la  surface  moyenne,  et  nous  obtiendrons  une  relation  en  ^,  /?,  q, 
5,  u,  Ui  ;  />,  g,  /',  s,  t  désignant  les  dérivées  premières  et  secondes 
de  \  en  u  et  «,. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

*(^, /'i  9',  5,  ",  "1)  =  o- 

En  la  supposant  résolue  par  rapport  à  5,  il  vient 

«—/(«,  "1,  \^Py  'Z)  =  o     ('-)• 

Ainsi  donc,  dans  le  cas  général,  l'équation  cherchée  est  une 
équation  de  Monge  et  d'Ampère,  dont  les  deux  systèmes  de  carac- 
téristiques peuvent  s'écrire 

du  =  o,  dui  =  o, 

dp  —  /  dui  =  o,  d(j  — /(ài    =  o, 

d^  — p  du  —  q  dui  =  0,  d^  — p  du  —  q  duy  =  o. 


(')  Thèse  de  Doctorat,  p.  8,  Gaulhier-Villars,  1902. 

('')  GouHSAT,  Kqualions  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  t.  I,  p.  5o. 
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On  satisfait  au  premier  système,  par  exemple,  en  posant 
ji=:const.,         ?fi  =  consl.,         ^  =  const.,        /)  =  consi. 

La  multiplicité  caracléristi(|ue  formée  de  ces  éléments  repré- 
sente une  véritable  intégrale,  mais  qui  conduit  à  un  résultat  illu- 
soire. On  peut  alors  effectuer  la  transformation  de  Legendre 
définie  par  les  formules 

et  l'on  trouve 

s'^(s"^—  r't')f(p',  q',  p'  u'-^c/  u\  —  '^',  u',  ?/',)  =  o. 

Cette  nouvelle  équation  admet  bien  toutes  les  intégrales  de 
l'équation  «7'^  const.  qui  sont  de  véritables  intégrales. 

On  pourra  donc  chercher  à  résoudre  cette  équation  selon  le 
procédé  classique  par  la  méthode  des  caractéristiques. 

Mais  nous  préférons  élargir  le  problème  et  le  présenter  sous  un 
aspect  nouveau  qui  nous  suggérera  des  solutions  plus  étendues 
que  celles  développées  jusqu'ici. 

Rotation  d'une  sur/ace  dans  /.^espace  à  quatre  dimen- 
sions (*).  —  La  symétrie  des  quatre  expressions  définies  par  le 
système  (2)  nous  engage  à  les  considérer  comme  les  quatre  coor- 
dor)nées  d'un  point  dans  l'espace  E, . 

Cette  symétrie  s'accuse  davantage  lorsque  l'on  différentie  le 
système  (2)  par  rapport  à  «,  puis  le  système  des  dérivées  obte- 
nues, par  rapjiort  à  a,.  On  trouve  alors 

d^x  O'^y  d^-z  ()2p  ()2t 


dudu\  dudu\  dudu\  duâui  <)uOu\ 


u  -t-  Ui        i( »,  —  u )        mil  —  •         ""1  +  '  '^ 

On  voit  que  les  quatre  premiers  numérateurs  s'annulent  à  la 
fois  et  que,  par  conséquent,  dans  cette  hypothèse,  les  quatre  coor- 
données Xi  y,  2,  p  sont  à  la  fois  définies  par  une  mêuie  équation 
à  invariants  égaux.  Si  l'on  tient  compte  de  la  signification  des 
paramètres  u  et  u,,  on  pourra  énoncer  celte  proposition  : 

Lorsque  l'une  quelconque   des  coordonnées  de  la   sur/ace 
(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  l.  \\\I,  1903. 
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moyenne  ou  encore  la  demi-somme  des  rayons  de  courbure 
d^  une  surface  est  représentée  par  la  somme  de  deux  fonctions 
respectives  des  deux  paramètres  des  génératrices  rectilignes 
de  la  représentation  spliérique  de  cette  dernière  surface,  il  en 
est  de  même  des  trois  autres  quantités. 

On  peut  dire  encore  : 

Quand  une  combinaison  linéaire  quelconque  des  quatre  coor- 
données x^  y,  z,  a  de  l'espace  E,  est  représentée  par  la  somme 
de  deux  fonctions  respectives  des  deux  paramètres  précédem- 
ment définis,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  combinaisons 
linéaires  de  ces  même  quantités. 

Si  l'on  considère  Jes  coordonnées  de  l'espace  Ejj  comme  repré- 
sentées par  les  quatre  quantités  x,  y,  z,  —  /p,  l'équation 


du- du-, 


entraîne  les  relations 


\dui/         \àuj         \dui)   "^  L   ^«i    J 

Par  une  analogie  naturelle,  ces  deux  relations  peuvent  être  con- 
sidérées comme  définissant  les  courbes  minima  de  l'espace  E/, ,  et 
les  coordonnées  x,  y,  z,  —  io  de  ce  même  espace  peuvent  être 
considérées  comme  décrivant  la  surface  minima  de  l'espace  E.j 
qu'on  obtiendra  en  intégrant  l'équation 


du^du\ 


On  constate  que,  lorsque  cette  équation  est  satisfaite,  les  quan- 
tités x,y,  z,  — ip  définies  par  le  système  (2)  sont  liées  dans  l'es- 
pace Ei  par  un  très  grand  nombre  de  relations  analogues  à  celles 
qui  relient  les  coordonnées  x,  y,  z  des  surfaces  minima  dans  l'es- 
pace E3.  Les  surfaces  qui  admettent  un  plan  pour  surface  moyenne 
et  les  surfaces  imaginaires  de  Monge  rentrent  dans  cette  classe  et 
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fournissent,  par  conséquent,  autant  de  surfaces  mininia  de  l'es- 
pace E.i  ('  ). 

Cette  extension  à  l'espace  E-,  de  la  notion  des  surfaces  et  des 
courbes  minima  de  l'espace  E3  ne  contredit  en  rien  une  générali- 
sation analogue  de  cette  même  notion  exposée  par  Caylej  et, 
après  lui,  par  M.  Darboux  ('^).  Le  point  de  vue  est  différent,  mais 
toujours  inspiré  par  la  multiplicité  des  analogies. 

Mais  poussons  plus  loin  l'analogie  des  fonctions  x,  y,  z,  —  «p. 
Soit  une  fonction  o^  définie  par  la  relation 

(4)     (m  -+-  Ui)a„i^  i{,U\  —  it)l>m-r-{iiiii  —  OC/n-H  i{uui-^  i  )  <£,„ -I- 9  ,„  =  0, 

cimt  l^in,  c„i,  id„i  désignant  autant  de  constantes;  u^  Ui  les  va- 
riai)les  précédemment  définies.  Cela  posé,  donnons  à  l'indice  m 
les  quatre  valeurs  successives  i,  2,  3,  4  tic  manière  à  former  ainsi 
quatre  fonctions  o,„  et  seize  constantes  a,,  6,,  .  .  .,  a-,,  b^,  etc. 

Assujettissons  les  quatre  fonctions  C5„i  à  satisfaire  identique- 
ment à  la  relation 


=  * 


(5)  2'^'"  =  ''- 


Vin  calcul  élémentaire  montre  que  cette  identité  entraîne  pour 
les  seize  constantes  le  système 

1   ajn  -^  bJn -f-  c'fn  +  d%  =  const. , 
(6) 

'    »m  ««  +  b,n  bn  +  C,„  C,j  -f-  d„i  d n  =  O, 

m  et  n  désignant  toujours  l'une  des  valeurs  i,  2,  3,  4- 

Nous  ferons  la  constante  qui  figure  dans  le  premier  groupe  des 
relations  (6)  égale  à  l'unité. 

Ces  préliminaires  établis,  considérons  quatre  fonctions  8,„  dé- 
finies par  la  relation 

(7)         0,,  =  1  (o,„ -i^  _  ^  ^  _  ^  A  +  j!!i^ cV 

■2.Y"'0udui         dui    au         du    dui        ôuOui^J 

Si  l'on  pose 

ai  =  b2=  €3  =  di,=  i, 

A,  =   Cl  =  rfi  =  «2  =  ^2  =  ^2  =  «3  =  63  =  ^3  =  ûtv  =   ^4  =   >^4  =  ") 


(')    Voir  Thèse  de  Uoclorat,  Gaiilliicr-Villars,  1902. 

(')  Dauboux,  Théorie  des  sur/aces,  t.  IV,  Chap.  \IV,  p.  4?'- 
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système  de  valeurs  des  constantes  qui  vérifie  les  équations  (6),  il 
vient 

61  =  ar,         Oo  =  y,         63=2,         64=  £p. 

Sans  entrer  dans  le  détail  des  calculs  du  système  précédent  et 
du  système  (7),  on  déduit  aisément  que  les  fonctions  ^m  sont  des 
fonctions  linéaires  des  quantités  ar,  y,  z,  —  i'p  et  réciproquement. 
D'ailleurs,  les  coefficients  de  ces  quantités  dans  le  système  (^) 
vérifient  le  système  (6),  c'est-à-dire  un  système  dans  l'espace  E4 
qui,  dans  l'espace  E3,  serait  celui  des  cosinus  directeurs  relatifs  à 
la  rotation  d'un  trièdre  mobile. 

On  retrouverait,  en  eft'et,  ce  système  en  posant 

a;  =  ^4  =  C4  =  cil  =  6^2  =  (h  =  d^=  o, 
a] -f- bj -h  c\  =  i ,         «(«2-1- 61  èj-t- C1C2  =  o, 

«1 -4-  i|  -H  C|  =  I,  rt2«3-i-  ^2^3+  C2C3  =  O, 

«3-1-  <^|-t-  C|  =  1,  «3«,-|-  è»6i-t-  C3C1  =  O. 

On  retrouve  donc  bien  la  rotation  de  l'espace  E3  comme  cas 
particulier  du  système  (6)  relatif  à  l'espace  E,,.  Il  est  donc  naturel 
de  considérer  le  système  (6)  comme  définissant  une  rotation  dans 
l'espace  E4.  Dans  cet  espace,  une  surface  sera  considérée  comme 
déplacée  sans  déformation,  tandis  qu'en  réalité,  considérée  dans 
l'espace  E3,  la  surface  sera  à  la  fois  déplacée  autour  d'un  point 
fixe  et  déformée. 

Les  fonctions  9„i  définies  plus  haut  vérifient  la  relation 


et  s'annulent,  par  conséquent,  simultanément  loules  les  fois  que 

l'on  a 

d'^\      =0. 
diû-du\ 

On  peut  dire,  par  analogie  avec  l'espace  E3,  que  Loiil  système 
de  coordonnées  de  V  espace  E4  relatif  à  une  surface  niinùna  de 
cet  espace  décrit  un  système  conjugué  sur  cette  surface  quand 
on  choisit  les  paramètres  u  et  u^,   puisque,  en  effet,  les  quatre 
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coordonnées  vérifient  une  même  équation  aux  dérivées  par- 
tielles, d'ailleurs  à  invariants  égaux  {^). 

Généralisation  du  problème.  —  Nous  nous  sommes  proposé, 
au  début,  de  déterminer  l'ensemble  des  surfaces  qui  admettent 
une  surface  moyenne  donnée 

(8)  ¥{x,y,z)  =  o. 

Nous  avons  vu  que  les  quantités  :r,  y,  z,  —  ip  peuvent  être 
considérées  comme  des  fonctions  linéaires  quelconques  de  quatre 
fondions  9„j  vérifiant  le  système  (7). 


(')  Signalons  encore  une  propriété  des  surfaces  minima  de  l'espace  Ej. 

M.  Raffy,  élargissant  la  notion  de  réseau  isotherme,  introduit  (Bull.  Soc.  math, 
de  France,  t.  XXXV,  p.  aSg;  1907)  la  notion  de  réseau  isotherme  relativement 
à  un  réseau  donné.  Toutes  les  fois  que  deux  réseaux  de  paramètres  respectifs 
(a,  P)  et  (  M,  i»)  seront  liés  par  la  relation 

da.  (/ji  =  tp  (  »,  v)  { du-  -\-  dv- ), 

le  réseau  de  paramètres  {u,v)  sera  dit  isotherme  relativement  au  réseau  de  para- 
mètres (a,  P),  quelle  que  soit  la  signification  géomélrique  de  ces  paramètres. 

Entre  autres  propriétés  de  ces  systèmes  de  réseaux,  l'auteur  montre  que  toute 
famille  de  courbes  dont  l'équation  est  de  la  forme 

l](^u)-h\{v)=  const. 

appartient  à  un  réseau  isotherme  relativement  au  réseau  des  lignes  coordonnées 
u  =  const.,  V  =  const. 

Il  indique  quelques  catégories  de  familles  définies  par  une  équation  de  celle 
nature  et  jouissant  par  conséquent  de  la  propriété  indiquée. 

Nous  pouvons  à  notre  tour  indiquer  une  catégorie  très  étendue  de  familles  de 
courbes  définies  par  une  pareille  équation.  Cet  ensemble  de  courbes  s'obtient 
en  égalant  à  une  constante  une  fonction  linéaire  à  coefficients  quelconques  des 
coordonnées  des  courbes  minima  tracées  sur  une  surface  minima  de  l'espace  E,. 

11  suffit  de  considérer  une  quelconque  des  fonctions  0„,  définies  par  le  sys- 
tème (7).  où  ç  représente  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation 


du- Ou] 
Nous  trouvons  alors  0„,  =  U  -h  V.  Si  donc  nous  posons  t,„,  =  U  —  V,  il  vient 
rfO„.  rfr,„,=  rfU  =  -4-[rf(iV)]-, 

ce  qui  prouve  bien  que  0,„  =  const.  est  une  famille  de  l'espèce  considérée. 
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L'équation  (8)  pourra  donc  prendre  la  forme 

(9)  *(0,,  62,  63,  ei;  =  o. 

Il  est  vrai  que  les  quatre  fonctions  9,;j  se  groupent  ici  en  trois 
fonctions  linéaires  représentant  les  trois  quantités  x^  y,  z.  Mais 
rien  ne  nous  empêche  de  lever  cette  restriction,  et  de  poser  direc- 
tement une  équation  en  6|,  ^2,  Ô3,  O4  qui,  dans  le  cas  particulier, 
deviendra 

(10)  ^{x^  y^  z,  —  jp)  =  o. 

Kemplaçant  x^  j',  z^  —  io  par  leurs  valeurs  tirées  du  sys- 
tème (2),  on  aura 

(11)  Xis^  p,  q,  \-,  ",  u\)  =  0. 

11  est  facile  d'interpréter  l'équation  (10).  Elle  définit  une 
relation  entre  les  coordonnées  de  la  surface  moyenne  d^ une 
surface  cherchée  et  la  demi-somme  des  rayons  de  courbure  de 
celle-ci. 

Nous  avons  donc  bien  une  généralisation  du  problème  proposé 
au  début.  Une  fois  ^  défini  par  (i  i),  nous  porterons  la  valeur  de  ç 
et  de  ses  dérivées  dans  les  quatre  Ibnctions  ^m.  définies  par  le  sys- 
tème (7),  et  nous  obtiendrons  ainsi  les  quatre  fonctions  9,„,  que 
nous  pourrions  à  volonté  interpréter  dans  l'espace  E4  ou  dans 
l'espace  E3. 

Arête  de  rebroussement  d'une  développable  isotrope  dans 
V espace  Ej.  —  Poursuivons  les  recherches  de  notre  méthode 
d'extension  des  propriétés  de  l'espace  E3  à  l'espace  E^. 

Soit,  dans  l'espace  E3,  un  plan  isotrope  à  un  paramètre  variable 

défini  par  l'équation 

F  =  o. 

Si  nous  écrivons  le  système 
(\'x)  F  =  o,         (/F  =  o,         o?2F  =  o, 

les  diirérenlielles  se  rapportant  au  paramètre  variable,  et  les  coor- 
données étant  traitées  comme  des  constantes  dans  la  différenlia- 
tion,  le  système  (12)  définira  l'arête  de  rebroussement  de  la  déve- 
loppable isotrope  dans  l'espace  E3. 
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Cela  posé,  imaginons  un  plan  isotrope  de  l'espace  E^  à  deux 
paramètres  variables.  Désignons  toujours  par  F  =  o  son  équation 
et  interprétons  le  système  (12)  dans  l'espace  E4  d'après  les  mêmes 
règles  que  nous  avons  adoptées  dans  l'espace  E3.  Nous  obtien- 
drons ainsi  un  système  que  nous  considérerons  comme  définissant 
l'arête  de  rebroussement  de  la  développable  isotrope  dans  l'es- 
pace Ef, .  Il  est  bien  entendu  que  nous  différentions  F  en  regardant 
les  coordonnées  comme  constantes  et  les  deux  paramètres  va- 
riables comme  indépendants. 

Formons  d'abord  l'équation  du  plan  isotrope  dans  l'espace  E,. 
Si  nous  nous  plaçons  d'abord  dans  l'espace  E3,  X,  Y,  Z  désignant 
un  point  de  la  surface  cbercliée,  on  a,  en  conservant  la  noiation 
précédente, 


X  =  X  + 


u 


I  -f-  «Wi 


y  =y-^i 


lit 


I  -+-  util 


Z  =  z-h 


IIU\  I 


Alors  l'équation 

( u  -h  Ui)X  -h  i(ui  —  «0^'  +  (uui —  i)Z  -T-  I  =  o, 

qui  définit  le  plan  tangent  à  une  surface  quelconque  de  l'espace  E3, 
prend  la  forme 

(i3)     {u  -\-  Ui)x  -+-  i(ui—  u)y  -{-  {uui  —  i)z  -\-  i(uu,-^  ï)p  -\- 1  =  o. 

Telle  est  l'équation  du  plan  isotrope  à  deux  paramètres  va- 
riables w,  Ui  de  l'espace  E/,.  On  vérifie,  en  effet,  que  la  somme  des 
carrés  des  coefficients  des  coordonnées  est  égale  à  o. 

Formons  donc  le  système  analogue  au  système  (12) 


clV    =   rr—  du  -r- 
OU 

a  11^ 


ÙV 


dui  =  o, 


rf2F  à^-V 

- — - —  du  dui  -+-  -— r-  =  o. 
ou.  àui  au\ 


U,  iii  étant  considérés  comme  indépendants.  On  obluMit  le  svslème 

i   (u  -Ji-  «i)ar  -i-  i(Ui  —  u)y  -+-  {uuy  —  i)s  -H  i  {uuy  -4-  i)p  -4-  ;  =  o, 
(i4)     \x  —  17 -h  Mi(-3 -H  l'p) -l-/>  =  o,         .r -!- n- -I- m(- -h  tp) -f- 7  =  O, 
^ -t- ip -h*  =  o,         /'  =  o,         <  =  o. 
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On  a  encore 


(15) 


I   (m  -+-  Ui)dx  ~\-  i(ni—  u)  dy  -i-  (««,  —  i)  (/,';  -4-  c{uui  -i~  1)  rfp  =  o, 
I  dx  —  i  dy  -T-  Ui{dz  -T-  i  dp)  =  o, 

(dx  -T-  i  dy  -h-  u  {dz  -h  i  dp)  =:  o. 
dz  -+-  i  dp  =  o. 


Or,  du  sjslème  (i5),  on  dédnit 

dx'^  -h  dy-  4-  dz-  -+-  d{  ip  )2  =  o  ; 

;r,  y,  z,  —  ip  sont  donc  bien  les  coordonnées  d'une  courbe  minlina 
de  l'espace  E,,  cqurbe  dont  les  coordonnées  sont  définies  par  les 
quatre  premières  équalions  du  système  (i4)-  ^  "  'a  manière  dont 
on  l'a  obtenue,  on  peut  donc  bien  la  considérer  comme  1  arête  de 
l'ebroussement  d'une  développable  isotrope  de  l'espace  E-,. 

Si  nous  appelons  arèle  de  rebroussement  de  cet  espace  un  en- 
semble de  points  de  multiplicité  un,  nous  devons  nous  contenter 
de  ces  quatre  premières  équations  du  système  (i4)-  Si  toutefois 
nous  voulons  ponrsuivre  jusqu'au  bout  l'analogie  de  la  méthode 
analytique  et  prendre  toutes  les  équalions  du  système,  nous  devons 
y  joindre  les  deux  équations 

/•  —  0,         t  —  o. 

Or,  ces  deux  équalions  définissent  les  points  ombilicaux  de  la 
surface  de  coordonnées  ^,  ^^,  «,  ;  surface  quelconque  dans  l'es- 
pace E3;  développable  isotrope  dans  l'espace  E4.  Ces  points  om- 
bilicaux sont  d'ailleurs  des  points  singuliers  situés  sur  l'arête  de 
rebroussement  de  cet  espace.  Ils  correspondent  donc  au  point 
de  rebroussement  situé  sur  l'arête  de  ce  nom  relative  à  la  dévelop- 
pable de  res[)ace  E3.  Ainsi  se  complète  l'analogie.  Nous  pourrons 
donc  donner  celle  interprétation  de  la  mélliodc  que  nous  venons 
d'exposer:  Les  opéraLions  j)ar  lesquelles  on  déLevinine  V  arc  Le 
de  rebroussement  de  la  dé^^eloppable  isotrope  de  l'espace  E, 
déterminent  en  même  temps  les  coordonnées  de  la  surface 
moyenne  d' une  surface  quelconque  de  V espace  E:,  et  Ut  demi- 
somme  de  ses  rayons  de  courbure.  Les  points  ombilicaux  de 
cette  même  surface  correspondent  au  point  de  rebroussement 
de  l'arête  de  l'espace  E;). 

XXXVI.  4 
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Généralisons  le  système  (i4)'  Nous  pouvons  écrire 

'fiOi-T-cijO.^cpsOa^-ove^+ï  =o, 

-f^     0,-+-     -^     0,-^     -^     0,4-     -^     {],^p^o, 
Ou  ou  Ou  Ou 


î^    O.H-     ^    0.,+     ^     O3-     ^     0, 

f^Ml  OMi  '  OUi  OUi 

iJi  H ; J U.j  H ^ On  -i l7i  ■ 


g 


OuOui  Oudux    '       OuOui  iJuOu 

/•  =  o,         t=  o. 

Nous  savons  qu'on  a  la  relalion 

??   -^  ?2  -+-^3   -^?V    ="• 

Si  donc  on  considère  8,,  Oo,  d,,,  O..,  comme  autant  de  fonctions 
linéaires  de  x,  y,  z,  —  /p,  coordonnées  de  l'espace  E-, ,  le  système 
précédent  représentera  toujours  l'arête  de  rebroussement  du  plan 
isotrope  de  cet  espace  et  contiendra  comme  cas  particulier  le  sys- 
tème (i4)-  Celui-ci  dérivera  de  celui-là  par  une  simple  rotation. 

T raiisforuiaUon  de  L'équalion  aux  dérivées  partielles  de  la 
surface  moyenne.  —  Soit  comme  précédemment  l'équation 

qui  délinit  une  relation  entre  les  coordonnées  de  la  surface 
moyenne  et  la  demi-somme  des  rayons  de  courbure.  Cette  équa- 
tion, lorsqu'on  y  remplace  a;,  y,  z,  — io  par  leurs  expressions 
définies  au  moyen  du  système  (•'.),  peut  s'écrire 

(lO)'  4>(t,  «,  «,,/^,  7)  =  o. 

Posons 


a  =  r, 


•'1  ^'1 


On  tire  de  là 


^    àZ_  0^,  OK.  'K 

^         Cl   c*!'  di'i  Oi'  cit'i         'A'! 

Si  l'on  j)orte  ces  valeurs  de  u^  u,,  ç  et  des  dérivées  de  ^  dans  le 
système  (a),  on  retrouve  les  mêmes  quantités  x,j\  z.  —  /p,  mais 
|)ermutées  entre  elles  à  un  coellicient  près,  ;r,,yi,   z,  désignant 
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les  nouvelles  quantités  analogues  aux  quantités  x^y,  :-,  — io.   Il 
vient 

Xi  =  —  3,        j^i  =  jp,         ^1  =  0-,         pi  =  —  iy] 

et  (i6)  devient 

(l8)  F(Si,  —  tpi,  —  .Ti,  —  J>i)   =:  O. 

Ainsi  l'équation  (i6)  a  été  transformée  en  l'équation  (i8). 

Donnons  un  exemple.  Supposons  que  —  ip  ne  figure  pas  dans (i  6): 
par  le  fait  même,  en  vertu  de  la  relation  j^,  =  ip,  jk«  ne  figurera  pas 
dans(io).  Par  suite,  les  deux  équations 

seront  équivalentes. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  quantités  .r,  z  entrent  dans  la 
première  par  l'unique  expression  x-  -+-  z"^,  les  deux  équations 
peuvent  s'écrire 

La  première  équation  peut  se  traduire  ainsi  :  Déterminer  les 
surfaces  qui  admetlent  pour  surface  moyenne  une  surface  de 
révolution.  Si  doue  on  trouve  une  solution  de  cette  équation,  on 
obtiendra  une  solution  du  problème  suivant:  Déterminer  les  sur- 
faces telles  que  la  demi-somme  de  leurs  rayons  de  courbure  soit 
fonction  de  la  projection  sur  un  plan  fixe  du  rayon  vecteur  de 
la.  surface  moyenne.  Or,  nous  savons  déterminer  des  surfaces 
résolvant  le  premier  |)roblème  (').  11  est  vrai,  ces  surfaces  se  ré- 
duisent aux  surfaces  de  révolution,  mais  il  n'en  sera  pas  de  même, 
comme  on  le  vérifie  immédiatement,  des  surfaces  qui  satisfont  à 
léquation  transformée.  Nous  nous  dispensons  de  développer  les 
calculs. 


II.   —   Résolution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

Nous  venons  de  le  voir,  dans  le  cas  le  plus  général  l'équation  à 
résoudre  renferme  quatre  fonctions  0,„. 

(')  Bulletin  de  la  Société  nialkéniatiquc,  l.  WXIII,   190.'). 
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Pour  procéder  avec  ordre,   nous  allons  commencer  par  le  cas 
où  celle  équation  ne  conlient  qu'une  fonclion  8^- 

L'équation  ne  renferme  qu'  une  fonction  0„j.  On  a  donc 

F(e)  =  o. 

On  lire  de  là 

0  =  const., 

c'esl-à-dire,  d'après  le  système  (7), 


du\  Ou 


ou  du,  "' 


c  =  K  =  const. 


On  oblient  immédialemenl  la  suluiion  générale  de  celle  équa- 
tion. Il  vient 

y  /T-/  Tl/^  ^'-^   ri  ^'f    TI  '^ 

^  =  (ij'+u;)c.-..--u-2-^u,- 


du  du,  à'-o 


du  dui 


(19) 


U,  U(  désignantdeux  fonctions  arbitraires,  lune  de  11,  l'autre  de  //,, 
U',  U',  désignant  leurs  dérivées. 

Rappelons  que  cp  est  ici  défini  par  la  relation 

(u  -h  Ui)a  -r-  i{Ui  —  u)fj  -^  (uu  —  i)c  -\-  i{uui-r-  i)d  -+-  o  =  o. 

Si  l'on  porte  la  valeur  trouvée  i  et  celles  que  l'on  oblient  pour 
ses  dérivées  dans  les  quatre  fonctions  linéaires  de  x,  y,  ^,  — /p, 
il  vient 

2  6,„  =  (  cf,„  — ^ 9  -i—  )  IJ —  (  o,„ 9-^-  )  ^ 


d'-: 


()Ui         '  du  i  j  Ou  \       dui         '  ()u 

du-   \'  dU\  dui   /     \'      Ou  (lu 


d    (       do  dç,n\jj,         d'-    (        dz,  do,„\  du  ou, 

dui  \'      du  (lu  I  dui  \        du  ou  /  d'o 

du  du  I 

Si,  dans  l'équation   (19),  on    supprime  l'indice  nt,  on  retrouve 
l'équation  aux  dérivées  partielles  à  résoudre 

V.0  =  K. 

Sans  reslreindrela  généralité  de  l'équalion,  on  peut  la  rauicncr  à 
la  forme  , 
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Sous  cette  forme  elle  définit  les  sur/aces  telles  que  le  rapport 
des  distances  d'un  point  quelconque  de  leur  sur/ace  moyenne, 
d'une  part  à  un  plan  fixe,  de  l'autre  à  la  sur/ace  cherchée,  ait 
une  valeur  constante. 

Selon  que  a  ou  c  seront  égaux  à  o,  l'équation  définira  une  sur- 
face minima,  ou  l'ensemble  des  surfaces  qui  admettent  un  plan 
pour  surface  moyenne. 

On  vérifie  que  les  fonctions  Q„j  représentent  la  somme  de  deux 
fonctions,  l'une  de  u,  l'autre  de  «,.  Des  résultats  précédents  on  peut 
déduire  la  proposition  suivante  : 

L'ensemble  des  surfaces  qui  admettent  un  plan  pour  sut  face 
moyenne  est  formé  des  surfaces  de  translation  engendrées  par 
deux  courbes  ayant  pour  paramètres  respectifs  les  génératrices 
rectilignes  de  la  représentation  sphérique  des  surfaces  cher- 
chées. 

Nous  venons  d'intégrer  l'équation 

0  =  const., 
et  nous  en  avons  déduit 

o,„  =  v  +  v,, 

V,  Vi  désignant  deux  fonctions  respectives  de  u  et  de  M).  Nous 
pouvons  prendre  cette  nouvelle  équation  aux  dérivées  partielles 
comme  point  de  départ  et  chercher  à  l'intégrer.  On  a 

(20)  20  =  Cp5--^7^-^<7  4--^^^  =  2(V  +  V,). 

^      '  ^         dui  ^        Ou  ^       ûuâui  ^    •     "■ 


On  tire  de  là 


()2f)  (Ps  d-^ 

=:     O     =    (0    ; ;- 

duOui  ôiiôu^         '  du- âa'l 


d'où 

(21)  ^  =  I\li<i4- Mi?<-HN-f-N,, 

M,  N  désignant  deux  fonctions  de  u;  M,,  N,,  deux  fonctions  de  Ui 
Si  l'on  prend  pour  point  de  départ  l'équation 

ôu^  du'î  ' 


M 


on   retrouve  les  surfaces   minima  de  l'espace  E,  dont  nous  nous 
sommes  déjà   occupés.  Les   quatre  fonctions   M,  N,  M,,  N,  sont 
alors  complètement  arbitraires. 
Il  vient 


v,0, 


oui/  \      aiidiii        Ou/  (Jui  Ououi 

^,„ _  u  ^)  m;  -^Ju  ^^^  - ^)  M, - ^4^  n; -  p^ N,. 

Ou  J      ^       \      Oudui        OUiJ  du       '       ôuàui 

Nous    pouvons    généraliser    encore    l'équation     précédente    et 
écrire 

(■2.2)  2O  =  OS -^  p -q  ^  -, — ~  c  =  F(u,  u,), 

dUi'         Ou'        àuàui  ^  " 

F  désignant  une  fonction  quelconque  de  u^  «). 

Diflerentiant,  il  vient 

ô-^s  d^-¥ 

o =  > 

•  du  Oui        du  Ou\ 

d'où 

ô'-  s  I       t>2  F 


Ou  OUi         Ci  du  Ou i 

On  obtiendra  ^  par  quatre  quadratures.  Nous  pouvons  donc  for- 
muler cette  proposition  : 

L'équation  qu'on  obtient  en  égalant,  à  une  fonction  quel- 
conque des  paramètres  des  génératrices  rectili g  nés  de  la  repré- 
sentation sphérique  cV une  surface,  une  fonction  linéaire  quel- 
conque des  coordonnées  de  sa  surface  moyenne  et  de  la 
demi-somme  des  rayons  de  courbure  s^ intègre  au  moyen  de 
quatre  quadratures. 

L'équation  renferme  deux  fonctions  0,„.  —  Lorsque  0,,  63 
figurent  deux  coordonnées  de  la  surface  mojenne,  cette  équation 
représente  un  cylindre.  Dans  le  cas  général  où  ces  fonctions  sont 
des  combinaisons  linéaires  quelconques  des  quantités  ûc^  y,  z, 
—  «p,  elle  ne  se  restreint  pas  nécessairement  aux  seuls  cylindres. 
Nous  lui  conserverons  cependant  le  même  nom.  Nous  allons 
chercher  un  mode  de  solutions  particulier  à  cette  équation. 

De  la  relation 

(23)  F(0,,02)=o 


on  lire 


d'où 
(24) 

Or,  on  a 


ÔF  d_^         àV^  à(h 
d¥i   dû  ~^  d(û  'dû 

(/F  ^        ÔF^  d^ 
c^Oi  dui        d^2  àui 

dOi   (JQa         ùOi    dfjj 
du   dui         dui   du 


do,„  d'^,n        ,     t)-o„,    ^ 

26,,,=  o,„  s 7 —  p ' —  a  -+-  - — ■ —  c . 

'"       '   '  dui  ^  du    ^        du  du  y  " 

Différentiant  et  portant  les  valeurs  trouvées  dans  l'équation  (24), 
il  vient 

*- ^^^     y^^~'^'^)  ~dûi        ^y^''(kri~''^-duj'^u     ^  c^(i<,«i)  ~"' 
Cette  équation  peut  s'écrire 


/      d'-o,  d^,\d\o^r)       /      do,  rJo,  \  «'(  lo-O 

(  Oo  -^  o,  — ^ -H      Oi  — ^    —  C5-7  — ^       ^ 

\-'  du         '     t)a  /       r^f^i  \'    dui        '~dUi/ 


du 


I     f>    /      do^  do--,\         I      (>     /      ào,  doi\ 

'2  du  \''dui  dUiJ        2  6/;<i  \^     du         '  ~  du  J 


ou  < 

encore 
log/- 

/         do,                   C^Oi 

— 

) 

d 

()U\ 

Vf          ''          \ 

d 

/      fVcs,             doi    ) 

du 

?i 

r^o  =)             do  1 

— ^    —  ?2  -7- 

6)«             c'a 

0,  r~  —  0,  — i— 

•    ()a,         '' dux 

On  reniarquei'a  que  les  dénominateurs  de  l'expression  précé- 
dente sont  deux  polynômes  respectifs  de  u^  et  de  u  tous  deux  du 
second  degré. 

Nous  pourrons  poser 


(•>.G) 


,V     '    dux        ''<hii. 


loi 


.\/'^ 


doo  doi 

1  — —  —  (O2  — 
du         '     du 


■■Di  — Oo  — ^ 

'du         '  "  du  /  dui 


do-2  doi  \  d<i> 

'  ^  dui         •'  dui /  du 


—  oG  — 
En  égalant  les  quantités 

du       d^ 

on  obtiendra  une  équation  aux  dérivées  partielles  pour  <t. 

D'autre  part,  nous  pouvons  remarquer  que  nous  avons  l'équa- 
tion F(6,,02)==o,  équation  en  ç,  /?,  ^,  5,  qu'on  pourra  rapprocher 
de  l'équation  (20).  Nous  avons  donc  à  déterminer  les  solutions 
communes  à  ces  deux  équations.  C'est  au  moyen  de  ces  équations 
que  nous  chercherons  à  achever  le  problème. 

Application.  —  Sans  chercher  à  résoudre  le  problème  dans  sa 
généralité,  nous  nous  bornerons  à  l'étude  de  la  question  suivante  : 

Déterminer  les  surfaces  enveloppes  de  sphères  passant  par 
un  point  fixe  cjui  aclmeltenl  pour  surface  moyenne  un  cylindre 
lieu  du  centre  de  ces  sphères. 

Nous  savons  (')que  les  enveloppes  de  sphères  passant  toutes  par 
un  ])oint  fixe  et  jouissant  de  la  propriété  indiquée  sont  définies 
par  l'équation 

\s—pq  =0. 

Intégrant,  il  vient 

\  =  LU,, 

U,  U,  désignant  deux  fonctions  arbitraires,  l'une  de?/,  l'autre  de  m,. 

Prenons  donc  une  fonction  ç  de  cette  forme  et  cherchons  à 
déterminer  U,  U,  de  telle  sorte  que  l'équation  (aS)  soit  vérifiée. 

Les  calculs  cdectués,  il  vient 


en  posant 

^^'  =  ''-  i  -^, ^.,  -^  '^"  /  -^. ^ 

et  représentant  par  Â,  â  ,  des  constantes  égales  et  de  signes  con- 
traires. 


(')  nullctin  de  la  Socic/c  mathématique  de  France,  t.  \\\I,  1903,  p.  22. 
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Posons 


-v/^ 

_        ^ 

du 

Il  viendra 

(27) 

Y    du  du\ 


Lorsque  les  deux  trinômes  en  cp,,  CO2  se  réduiront  au   premier 
degré  on  aura 


-rr-  =  const.,  — i—  =  const., 

ou  OUi 


et  l'on  pourra  écrire 


.,      1,1 

$  =  4.  ^4'!       '■ 


Nous  allons  nous  borner  à  considérer  ce  dernier  cas. 

Choisissons  une  série  de  constantes  ^^j,  ^^25  ^3»  ^/o  l^ti  •  •  •?  telles 

qu'on  ait 

XiOi-f-XaOî-f- X363+ X^e^  =  <hs  —^q, 

au 


Kl  9i  -f-  [^2 62  -f-  H3 ^3  -H  H^i  6*  =  'l'i  *  —  ^  P' 


du\ 
On  trouve  d'ailleurs,  en  remplaçant/?,  q^  s  par  leurs  valeurs, 


d'où 

( X,  e, -t- Xj 62 -H  X3 03-^X464)       '^(fJii6i-4- [XiO»-)- IJI363-H  [JLiôtr         =  const., 

(28)  /(X, Qi +...  + Xt e,)( Kl ei+.-.+ 1^4 eo(^'^']|]']')'^  =  const. 

Le  premier  membre  étant  fonction  de  deux  combinaisons 
linéaires  seulement  de  fonctions  9^,  nous  pourrons,  d'après  ce  que 
nous  avons  dit,  considérer  cette  équation  comme  définissant  un 
cylindre,  et,  dans  ce  sens,  nous  pourrons  dire  qu'on  obtient  une 
surface  ayant  pour  surface  moyenne  le  cylindre  déterminé  par 
XXXVI.  4. 
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l'équation  (28)  en  prenant  l'enveloppe  d'une  sphère  variable 
passant  par  l'origine  et  dont  le  centre  décrit  ce  cylindre. 

Cinq  fonctions  9  étant  toujours  liées  par  une  relation  linéaire, 
nous  pourrons  toujours  écrire,  sans  restreindre  la  généralité  du 
problème, 

x,ei-i-  XaGî-H. .  .=  65-f-  tes, 

\i.\%\-{-\li^i->r...=  65— tOft. 

L'équation  (28)  devient  alors 
Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 


il  vient 


/*,  -H  -     ik  ■+■  ■ 
U  ^U 


Désignant  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  cartésiennes  de  la  sur- 
face, on  trouve 

v/(Xî-hYî)  Q~  -yy  ==  const.,  Z  ^  o. 

La  surface  se  réduit  donc  à  une  spirale  logarithmique,  tracée  sur 
le  plan  des  xy.  La  surface  moj'enne  se  réduit  à  un  cylindre  propre- 
ment dit,  qui  a  pour  base  une  spirale  logarithmique  définie  par 
l'équation  /-^ae"^*^. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  SURFACES  CERCLÉES; 
Par  m.    Barré. 

Dans  deux  Communications  insérées  aux  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  les  8  et  29  avril  1907,  j'ai  défini  deux 
sortes  de  points  centraux  sur  les  surfaces  engendrées  par  une 
hélice  circulaire,  savoir  les  points  centraux  de  première  espèce  et 
ceux  de  seconde  espèce,  et  j'ai  fait  observer  que  ces  définitions 
s'appliquaient  aux  surfaces   cerclées.  Le  Mémoire   actuel  a  pour 


4 
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objet  le  développement  des  indications  contenues  dans  les  Notes 
précitées  au  sujet  de  ces  dernières  surfaces. 

i.  Définitions.  —  J'appelle  point  central  de  première  espèce 
sur  une  surface  cerclée  tout  point  d'intersection  du  cercle  généra- 
teur avec  la  caractéristique  de  son  plan.  Le  lieu  de  ces  points  con- 
stituera la  ligne  de  striction  de  première  espèce  de  la  surface. 

Ces  points  ont  été  étudiés  par  M.  Demarlres  dans  son  Mémoire 
sur  les  surfaces  cerclées  (^Annales  de  V Ecole  Normale  supé- 
rieure, i885).  En  chacun  d'eux  le  plan  du  cercle  touche  la  surface 
cerclée,  ou  encore  le  cercle  générateur  rencontre  le  cercle  infini- 
ment voisin. 

J'appelle  point  central  de  seconde  espèce  sur  une  surface  cer- 
clée tout  point  pour  lequel  la  distance  du  cercle  générateur  au 
cercle  infiniment  voisin  est  slalionnaire  ;  en  d'autres  ternies,  tout 
point  pour  lequel  la  couibure  géodésique  de  la  trajectoire  orthogo- 
nale des  cercles  générateurs  est  nulle.  Le  lieu  de  ces  points  sera  la 
ligne  de  striction  de  seconde  espèce. 

2.  Ces  définitions  étant  posées,  convenons  de  laisser  de  côté  les 
surfaces  engendrées  par  des  cercles  imaginaires  dont  les  plans 
enveloppent  le  cercle  de  l'infini;  dans  ces  conditions,  nous  pou- 
vons rap[)0rter  notre  cercle  à  un  système  d'axes  mobiles  dont 
l'axe  des  x  soit  parallèle  à  la  caractéristique  de  son  plan,  dont 
l'origine  soit  en  son  centre  et  dont  l'axe  des  z  soit  perpendiculaire 
à  son  plan. 

Désignons  par  u,  v,  w  les  composantes  de  la  translation  élémen- 
taire du  trièdre  mobile  suivant  les  trois  axes,  et  par />,  [q  =  o)etr 
celles  de  sa  rotation  :  u,  v,  w,  p  el  r  dépendent  d'un  même  para- 
mètre t  dont  dépend  également  le  rajon  p  du  cercle.  Les  équations 
de  celui-ci  dans  noire  système  d'axes  serot)t 

(l)  a:  =  pcoscp,         jK  =  psin«P)         z  =  o. 

a.  Les  points  centraux  de  première  espèce  (')  sont  les  intersec- 
tions du  cercle  générateur  avec  la  droite  représentée  dans  son  plan 


(■)  Pour  établir  ce  résultat  ainsi  que  le  suivant,  il  suffit  de  faire  A' =  o  dans 
les  formules  générales  des  Communications  précitées.  On  pourra  aussi  se  reporter 
au  Mémoire  de  M.  Demartres. 
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par  l'équalion 

(2)  w  -^ py  =  o. 

b.  Les  points  centraux  de  seconde  espèce  sont  les  points  com- 
muns au  cercle  générateur  et  à  l'hyperbole  équilatère  passant  en 
son  centre  et  qui  a  pour  équation 

(3)  {ux  ->r  V  y  -\-  (^^'  )  (  V  X  —  uy)  -\-  p^'^x{w  -h  py)  =  o. 

Ayant  rappelé  ces  résultats,  nous  allons  résoudre  quelques  pro- 
blèmes relatifs  aux  points  centraux  : 

3.  PiiOBLÈME  I.  —  Trouver  les  sur/aces  cerclées  dont  la  ligne 
de  striction  de  première  espèce  f(tit  entièrement  partie  de 
celle  de  deuxième  espèce. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  <|ue,  pour  toute 
valeur  du  paramètre  ;,  toute  solution  commune  à  l'équation  (2) 
et  à  l'équation  (4), 

(4)  3-2  +  72=  p2, 
satisfasse  à  l'équation  (3)  ou  encore  à  l'équation 
(5;                                 {ux -\- vy -\- ^^'){vx — uy)  =  o. 

Ceci  peut  arriver  de  quatre  manières  différentes  : 

1°  La    droite   représentée  par  l'équation   (2)  coïncide  avec   la 

droite 

ux  -ir  vy  -^  ç^'  =  o, 

ce  qui  exige  que  l'on  ail,  pour  toute  valeur  de  t, 

(())  «  =  o,  vw=^p^Ç)'. 

Ces  relations  fonctionnelles  définissent  les  enveloppes  de 
sphères.  La  ligne  de  striction  de  première  espèce  se  rédtiit 
à  l'arèle  de  rebroussemenl  de  la  surface.  Celle  de  seconde  espèce 
comprend,  en  outre,  le  lieu  engendré  par  les  deux  points  de  la 
génératrice  situés  sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  la  corde  ca- 
ractéristique du  plan  du  cercle  mobile. 

2°    La   droite  représentée  par  l'équation  (2)   coïncide  avec  la 


< 
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droite 

vx  —  uy  =  o . 

Ceci  entraîne  les  relations 

(7)  (,'  =  (V  =  o. 

On  trouve  ainsi  les  sur/aces  engendrées  par  un  cercle  dont 
le  plan  reste  oscillateur  au  lieu  de  son  centre. 

Ici  la  ligne  de  striction  de  première  espèce  est  bien  une  ligne  de 
points  pour  lesquels  le  plan  tangent  à  la  surface  se  confond  avec  le 
plan  de  la  génératrice.  Cette  ligne  est  engendrée  par  les  intersec- 
tions du  cercle  mobile  avec  la  tangente  au  lieu  de  son  centre.  La 
ligne  de  seconde  espèce  comprend,  en  outre,  le  lieu  des  points 
centraux  situés  sur  la  corde  perpendiculaire  à  la  tangente  précé- 
dente et  dont  l'équation  est 

(/>-p- —  u-)x  —  ftpp'=  o. 

Si  cette  corde  est  rejetée  à  l'infini,  cette  partie  de  la  ligne  de 
striction  se  réduit  au  cercle  ombilical  et,  en  laissant  de  côté  cette 
ligne  singulière,  on  peut  dire  que,  dans  ce  cas,  caractérisé  par  la 
relation 

il  j  a  coïncidence  complète  des  deux  lignes  de  striction.  Nous  ver- 
rons que  ce  n'est  pas  le  seul  cas  où  il  en  soit  ainsi  5  nous  revien- 
drons plus  loin  sur  celte  question. 

3°  L'équaiion  (5)  est  une  identité.  On  est  conduit  aux  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  . 

(8)  u  =  v^o. 

On  trouve  ainsi  les  surfaces  engendrées  par  un  cercle  dont  le 
plan  se  meut  normalement  au  lieu  de  son  centre. 

Si  l'on  excepte  les  surfaces  canaux  qui,  d'ailleurs,  rentrent  dans 
la  série,  déjà  mentionnée,  des  enveloppes  de  sphères,  la  ligne  de 
striction  de  première  espèce,  comme  dans  le  cas  précédent,  n'est 
pas  une  arête  de  rebroussement.  La  ligne  de  seconde  espèce  se 
complète  par  l'adjonction  à  la  première  du  lieu  des  extrémités  du 
diamètre  perpendiculaire  à  la  caractéristique  du  plan  du  cercle 
générateur. 


—  G-2  - 

4°  Enfin,  et  c'est  le  cas  le  plus  délicat,  la  droite  (2)  coupe  le 
cercle  en  un  poln.t  appartenant  à  la  droite 

(9)  pp'-i-  «a^-i-  t'J'  =  o, 

et  en  un  autre  point  appartenant  à  la  droite 

(10)  vx  —  uy  =  o. 

Si  ces  deux  points  sont  distincts,  ce  qui  arrivera  toujours  quand 
les  droites  (2),  (9)  et  (10)  ne  seront  pas  concourantes,  ces  condi- 
tions sont  suffisantes.  Dans  le  cas  contraire,  il  peut  y  avoir  excep- 
tion ;  le  second  point  d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  (2) 
ne  coïncidera  avec  un  point  de  seconde  espèce  que  si  cette  droite 
coïncide  avec  l'une  des  droites  (9)  ou  (10).  Une  étude  directe 
s'imposera  donc  pour  lever  cette  difficulté. 

En  exprimant  que  les  équations  (2),  (4)  et  (9)  ont  une  solution 
commune,  on  trouve  aisément  (' )  la  condition 

(11)  (yo2p2—  n>')u^—  (ppp'  —  ç»'y-=  o. 

C'est  la  condition  pour  que  le  cercle  mobile  ait  une  enveloppe. 
Comme  on  le  savait,  d'après  le  théorème  général  VIII  signalé  dans 
les  Comptes  rendus  du  20  mai  1907,  on  devait  trouver  cette  solu- 
tion. Le  point  correspondant  décrit  une  enveloppe  du  cercle  géné- 
rateur. 

En  associant  les  équations  (2),  (4)  et  (10)  on  obtient  la  con- 
dition 

(12)  ;)2,.2p2^   „;2(-„2_,_^.2). 

Sous  la  réserve  que  les  droites  (2),  (9)  et  (10)  ne  soient  pas 
concourantes,  ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes. 

Développons  la  relation  (11)  et  remplaçons-j  w*(«-+p-)  par 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  (12).  On  obtient  l'équation 

( 1 3  )  ■?.  p'  vw  =  />  p  (  p'2  —  //2  -4-  ^''-  ). 

Tirant   alors   w    dv   cette   relation   et   sub>tiluant  dans    l'équa- 


(')  Je  laisse  de  côté  le  cas  où  p  =  o,  c'esl-à-dirc  où  le  plan  du  cercle  reste 
|)arallclc  à  liii-mèmc.  La  discussion  est  alors  très  siniplitiée.  Je  laisse  au  lecteur 
le  soin  de  le  faire,  me  bornant  à  en  énoncer  ci-après  les  résultais. 


—  Ga- 
lion (12),  on  obtient  sucGessivemenl 

4i;ip'2=  (u^+  (,2)(p'2_  ,i2_^j;2^2 

OU 

4p'2(A=  (f<2_^.(,2)  [(i^2_i_  j;2_  p'2_)  _2t.2]2 

ou 

{^2bis)  (u^-h  ('2—  p'2)[(îf2-F-p-^)(?<'-+t^2__p'2)_^'j^2p2]_  q. 

Réservant  la  solution 

u'^-h  i'- —  ?'-=  o, 

on  obtient    les  surfaces  engendrées  par  le  mouvement  d'un 
cercle  défini  par  les  relations 

(  10' vw  =^  pq(çi'^-\- V^ —  lu), 

(1.0 

I     (?^2+p2)(„2+,,2_p'2)=,4,i2(;2. 

Ce  mouvement  n'est  pas  simple  et  la  classe  de  surfaces  ainsi 
définie  ne  paraît  pas  jouir  de  propriétés  particulièrement  intéres- 
santes, sauf  celle  qui  fait  l'objet  de  cette  étude.  Je  ne  m'arrêterai 
pas  à  la  définir  autrement  :  toutefois  je  montrerai  qu'elle  constitue 
bien  une  solution  du  problème^  autrement  dit,  que  l'on  ne  se 
trouve  pas  dans  le  cas  d'exception  signalé. 

La  condition  de  concours  des  trois  droites  (2),  (9)  et  (10)  est 

(15)  tv(M2-|-  t.'2  j  _^ppp'^ 

qui,  rapprochée  de  l'équation  (i  2),  donne  la  relation  (') 

(16)  ^('p  =  «'p'. 

Or  la  coexistence  des  conditions  (16)  et  (i3)  conduit  à  la 
relation 

(17)  M2_^_,,2—  p'2. 

C'est  la  solution  réservée  de  l'équation  (12  bis).  Elle  présente  le 
caractère  exceptionnel  signalé  et  demande  une  élude  directe  sur 
laquelle  nous  reviendrons  plus  loin. 

Cherchons  si,  parmi  les  surfaces  définies  parles  équations  (i4)> 


(')  On   laisse  de   côté  l'hypothèse  v  =  a,  qui  conduit  à  une  solution  rentrant 
dans  la  solution  générale. 


—  Gi 


il  n'y  en  a  pas  qui  présentent  ce  caractère.  En  rapprochant  l'éqaa- 
lion  (i^)  de  la  seconde  des  équations  (i4)?  on  trouve  la  condition 


L'hvpothèse  f  =  o  rapprochée  de  la  relation  (i6)  donne  p' =  o; 
(1011,  par  suite,  u  =  o.  On  trouve  ainsi  les  surfaces  canaux  déjà 
rencontrées.  On  sait  qu'elles  n'ont  rien  d'exceptionnel  au  point 
de  vue  de  la  question  actuelle. 

L'hypothèse  «  =  o  conduirait  de  même  aux  relations 

qui  définissent  les  surfaces  engendrées  par  le  cercle  osculaleur 
d'une  courbe,  surfaces  appartenant  à  la  classe  des  enveloppes  de 
sphères  sans  caractère  exceptionnel. 

Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  exceptionnel.  L'interprétation 
géométrique  en  est  facile. 

La  droite  (lo)  est  un  diamètre  (AO)  du  cercle  générateur;  la 
droite   (9)    est  la   tangente  à   une   extrémité  A  de  ce    diamètre, 


vx- uy=o 


UX+ vy+pp=0\ 


py-o 


extrémité  par  laquelle  passe  la  droite  (s)  qui  coupe  le  cercle  en  un 
second  point  B.  Ce  point  W  est  difl'ércnt  de  yV  et,  par  suite,  est 
bien  un  point  exceptionnel,  sauf  f[uand  AO  est  parallèle  ou  per- 
pendiculaire à  la  caractéristique.  Dans  ces  deux  cas  particuliers,  on 
retombe  sur  les  surfaces  qui  viennent  d'être  étudiées  (surfaces 
canaux  et  lieux  de  cercles  osculateurs). 


4.  PnoBLÈME  IL  —  Délerminer  les  surfaces  dont  l(t  ligne  de 
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striction  de  seconde  espèce  fait  complètement  partie  de  celle 
de  première  espèce. 

L'intersection  de  l'hjperbole  et  du  cercle  doit  se  réduire  aux 
deux  points  d'intersection  de  ce  cercle  et  de  la  droite  (2)  dont 
l'équation  n'est  pas  une  identité. 

Gela  ne  peut  arriver  que  si  l'hyperbole  touche  le  cercle  en  deux 
points  qui  sont  précisément  sur  la  droite  (2).  Sans  développer  de 
calculs  et  en  ne  considérant  que  les  éléments  réels,  on  voit  que  le 
fait  ne  peut  se  produire  ici,  l'hjpei'bole  passant  au  centre  du 
cercle,  à  moins  toutefois  que  cette  hyperbole  ne  se  décompose. 
Dans  tous  les  cas,  d'ailleurs,  tous  les  points  d'intersection  de  la 
droite  (2)  et  du  cercle  seront  sur  l'hyperbole.  Donc  les  surfaces 
cherchées  seront  à  coïncidence  complète. 

5.  Problème  III.  —  Déterminer  les  surfaces  cerclées  dont  les 
deux  lignes  de  striction  coïncident  complètement. 

L'hyperbole  déterminant  les  points  de  seconde  espèce  doit  se 
réduire  à  deux  droites  :  l'une  d'elles  sera  nécessairement  la 
droite  (2),  sans  quoi  la  coïncidence  complète  n'existerait  pas. 

Celte  condition  n'est  d'ailleurs  pas  suffisante;  car  les  deux  points 
d'intersection  du  cercle  et  de  l'autre  droite,  perpendiculaire  à  la 
droite  (2),  n'appartiennent  pas  en  général  à  celle-ci.  Cela  n'arri- 
vera que  si  cette  deuxième  droite  est  tangente  à  la  circonférence, 
la  droite  (2)  étant  le  diamètre  de  son  point  de  contact. 

Si  l'on  fait  abstraction  d'une  branche  de  ligne  de  striction  con- 
fondue avec  le  cercle  de  l'infini,  on  pourra  encore  ajouter  un  cas  : 
celui  où  la  seconde  droite  est  la  droite  de  l'infini  dû  plan  de  la 
génératrice. 

Premier  cas.  —  La  droite  (2,)  est  un  diamètre,  donc  (v  =  o.  La 
droite  jK  =  o  doit  faire  partie  de  l'hyperbole  (3);  or  ceci  exige 
soit  t'  =  o,  soit  M  =  o'=o.  Mais  alors  la  seconde  droite  dont  se 
compose  l'hyperbole  est  le  diamètre  x  =^  o  qui  ne  réalise  pas  les 
conditions  imposées  (tangence  à  l'extrémité  de  y  =  o). 

La  double  hypothèse 

n>  =  o,  ('  =  o 

nous  donne  une  surface  engendrée  par  un  cercle  dont  le  plan  reste 
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oscillateur  au  Heu  de  son  cenlre.  La  seconde  droile  à  laquelle  se 
réduit  l'hyperbole  est  représentée  par  l'équation,  déjà  trouvée, 

(i8)  (p'?' — u-)x — upp'=o; 

elle  sera  tangente  à  une  extrémité  du  diamètre  r=o  si  la 
droite  (i8)  est  à  une  distance  du  centre  égale  en  valeur  absolue 
à  0,  ce  qui  donne  la  condition 

up'  =  ±:{p-p^ —  «-). 


Si  l'on  prend  comme  variable  l'arc  du  lieu  des  centres,   celle 

relation  devient 

dp  _ 
ds 


(19)  -^=±(^-1 


-  désignant  le  rayon  de  torsion  du  lieu  des  centres. 

Deuxième  cas.  —  La  seconde  droite  est  la  droite  de  l'infini. 
Ceci  exige  la  disparition  des  termes  du  second  degré  dans  l'équa- 
tion de  l'hyperbole,  d'où 

(20)  /J2p2-H  C'-^—  «2=  o, 

(■il)  uv  =  o. 

Si   l'on  fait  abstraction  des  génératrices  imaginaires,  on  peut, 

sans  aller  plus  loin,  négliger  la  solution  «  =  o.  Il  nous  reslera  les 

conditions 

t-  =  o,        pp  =±  u. 

Enfin  la  condition  pour  (|ue  la  droite  (2)  fasse  partie  de  Tliy- 
perbole  donne  immédiatement 


Nous  écrirons  ces  conditions  en  ne  conservant  qu'un  seul  signe 

('  r^    (V   =  0,  p   =  T. 

On  reniar(|uera  (pie,  si  -  est  une  constante,  il  en  sera  de  même 
de  0  et  l'équation  de  l'hyperbole  se  réduira  à  une  identité.  Ces 
résultats  sont  résumés  dans  la  proposition  suivante  : 

Les  seules  sur/aces  cerclées  dont  les  lignes  de  slriclion  des 
deux  espèces  coïncident  complètement  sont  celles  qu'engendre 


I 
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un  cercle  dont  le  plan  est  osculateur  au  lieu  des  centres  et  dont 
le  rayon  p  égale  le  rayon  de  torsion  t  de  ce  lieu,  ou  bien  est  lié 
à  1  par  la  relation  différentielle 

ds       ~       t2      ' 

où  s  désigne  l'arc  du  lieu  du  centre. 

Le  cas  où  le  lieu  du  centre  est  à  torsion  constante  est  particuliè- 
rement intéressant.  La  première  série  de  surfaces  (p  =  t)  présente 
un  caractère  exceptionnel  :  la  coïncidence  n'est  plus  complète, 
car  la  ligne  de  striction  de  première  espèce  est  bien  déterminée  et 
celle  de  seconde  indéterminée.  Ce  résultat  s'explique  facilement  si 
l'on  remarque  que  ces  surfaces  sont  précisément  celles  pour  les- 
quelles les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  générateurs  sont 
des  géodésiques,  surfaces  signalées  par  M,  Demartres  dans  le  Mé- 
moire déjà  cité  (Annales  de  l'Ecole  Normale,  i885,  p.  i5i). 

6.  Remarque.  — Dans  les  problèmes  précédents,  on  a  laissé  de 
côlé  le  cas  où  le  plan  du  cercle  générateur  reste  parallèle  à  un  plan 
fixe.  On  trouve  alors  les  résultats  suivants  : 

i"  La  ligne  de  striction  de  première  espèce  est  rejetée  à  l'in- 
Jini  (sau(  le  cas  où,  le  cercle  restant  dans  un  plan  fixe,  cette  ligne 
est  alors  indéterminée). 

2"  La  ligne  de  striction  de  seconde  espèce  se  compose  de 
quatre  branches.  Deux  d'entre  elles  sont  engendrées  par  des 
points  diamétralement  opposés  du  cercle  générateur,  situés  sur  un 
diamètre  dont  la  projection  orthogonale  sur  le  plan  "d'un  des 
«merdes  mobiles  est  la  tangente  à  la  projection  du  lieu  des  centres. 
Dans  chaque  |)Osilion  du  cercle  mobile,  les  deux  autres  points 
centraux  sont  sur  une  corde  perpendiculaire  à  ce  diamètre. 

3"  Si  la  projection  orthogonale  du  cercle  générateur  sur 
un  plan  parallèle  au  sien  est ,  dans  chacune  de  ses  positions, 
le  cercle  osculateur  d' une  courbe  (c)  du  plan  de  projection,  la 
ligne  de  striction  de  seconde  espèce  se  réduit  à  deux  branches, 
dont  une  triple.  Cette  dernière  est  la  courbe  qui  se  projette  sui- 
vant la  courbe  (c).  L'autre  branche  est  le  lieu  des  points  diamé- 
tralement opposés  aux  points  de  la  branche  triple. 
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Un  exemple  très  simple  de  ce  cas  est  celui  où  (c)  se  réduit  à  un 
point  :  alors  le  cercle  mobile  rencontre  une  droite  fixe  (A)  perpen- 
diculaire à  la  direction  de  son  plan  et  son  centre  décrit  une  droite 
rencontrant  (A).  La  surface  correspondante  est  un  cône  du  second 
degré  dont  une  génératrice  (A)  est  perpendiculaire  à  un  plan  de 
section  cyclique  :  cette  génératrice  est  la  brandie  triple  dont  il 
vient  d'être  question. 

7.  Pour  terminer  cet  exposé,  j'appliquerai  aux  surfaces  cerclées 
la  définition  du  paramètre  de  distribution  que  j'ai  donnée  (')  pour 
les  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circulaire. 

Définition.  —  Désignant  par  V  l'angle  du  plan  tangent  avec  le 
plan  du  cercle  générateur,  nous  appellerons  paramètre  de  distri- 
bution en  un  point  d'une  génératrice  l'expression 

()tangV 


Celte  expression  ne  conserve  une  valeur  constante  sur  chaque 
génératrice  que  dans  le  cas  des  enveloppes  de  sphères,  et  dans  ce 
cas  sa  valeur  est  nulle.  On  a  en  effet 

II'  -T-  /)  0  sill'i 

(22)  tangV  = '-^—. ■- — ;• 

Si  le  paramètre  de  distribution  conserve  môme  valeur  sur 
chaque  génératrice,  il  existe  une  fonction  f{t)  telle  que  l'on  ait 

ou 

(23)  langV  =  cp/(0- 

La  comparaison  des  formules  (22)  et  (23)  entraîne  /(/)  =  o. 
Donc  l'angle  V  sera  constant  le  long  de  chaque  génératrice,  pro- 
priété caractéristicpie  d'une  enveloppe  de  sphères. 

(')  Comptes  rendus,   m  mai  ujo;,  p-  109-. 
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SUR  LA  DÉCOMPOSITION  D'UN  ENTIER  EN  UNE  SOMME 
DE  PUISSANCES  HUITIÈMES  D'ENTIERS 

(Problème  de  Waring); 
Pau  m.   Edmokd  Maillet. 

I. 

On  peut  se  demander,  avec  Wariny,  sî  tout  nombre  entier  N 
n'est  pas,  quel  que  soit  N,  la  somme  d'un  nombre  A",  limité  et  indé- 
pendant de  N,  de  puissances  n'"""^^  d'entiers  positifs.  C'est  là  une 
des  énigmes  historiques  de  l'Aiithmétique,  qu'on  peut  appeler 
problème  de  Waring,  et  qui  n'a  encore  reçu  sa  solution  que  pour 
les  petites  valeurs  de  n.  On  sait  que  la  réponse  est  affirmative 
pour  «^2  (A'^4i  Fermât,  Euler,  Lagrange),  /i^4  (J.  Liouville), 
/ii=:3  et  5  (E.  Maillet),  et,  comme  vient  de  le  montrer  ('  )  M.  Albert 
Fleck,  pour  /i=:6.  Le  joli  résultat  de  M.  Fleck  m'a  donné  l'idée 
d'étendre  sa  méthode,  d'une  manière  convenable,  au  cas  de  n  =  8. 
Les  calculs  sont  assez  compliqués,  mais  enfin  ils  me  permettent 
d'établir,  grâce  à  des  lemmes  de  Cauchy  et  de  J.  Liouville,  l'exac- 
titude de  l'hypothèse  de  Waring  pour  n  :=  8. 

En  terminant,  je  démontre  que  Â"^/i  +  i  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  N  :  si  cette  hypothèse  est  vraie  pour  une  infinité  de  va- 
leurs de  n,  k  croit  indéfiniment  avec  n. 

ir. 

Soient  n  quantités  X\^  x^,   .  .  .,  .r„,  et  la  somme 

n 

obtenue  eu  prenant  dans  les  parenthèses  toutes  les  combinaisons  ^ 
à  p  (le  CCS  n  (piaulités  et  additionnant  dans    chaque  combinaison 

(')  Math.  Ann.,  t.  LXIV,  1907,  p.  5Gi  (où  l'on  trouve  aussi  rhistori(|uc  do  la 
question).  J'ai  donné  un  résumé  de  ma  présente  Note  tians  les  Comptes  rendus, 
3o  décembre  1907. 

XXXVI.  5 
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les  p  lellres  dont  p  —  i  ont  été  affectées  des  signes  +  ou  —  de 
toutes  les  manières  possibles.  Le  nombre  des  termes  obtenus  dans 
le  second  membre  de  (i)  est  ainsi  iP~^  C,^. 

Je  développe  le  second  membre  de  (i).  On  a,  en  posant  (') 


P     >       ^'*    rfi    ~.1  Ç\     X       ~.1    ~.1    ~.1    rr-l 


avec 


/  .  _  8_^  _  8. 7.6.5  _   )  .  _  8.7.(i.5  _  (8^) 

(4)       j      ~    2   '        '^~  i.vi.3.4  ~  2  ''       ^^         i       '       '^-"lë"' 
(  C?  =  I,         Cy''"=  o  pour  k  >  o. 


(')  f>a  méthode  que  je  suis  ici  est  une  extension  de  la  mélliode  de  M.  Flcck 
pour  l'exposant  6,  laquelle  est  d'ailleurs  elle-même,  si  l'on  veut,  une  modifica- 
tion et  une  généralisation  des  méthodes  de  Liouville  et  E.  Lucas  pour  w  =  4.  Si 


aï-' A' 


■yj,x,±x,±....±x^)\        G'=/'2a;îY  (/i^ç), 


Fixant,  par  exemple,  n  ^  4  et  7  de  façon  que  (  '  —  ^ )  soit  nul  ou  positif, 

on   en    déduit   des   décompositions  variées    d'un  carré  quelconque    G'  =  /'   sous 

la  forme  /' =  ->  où  a  est  une  somme  de  bicarrés,  .5  un   entier   numérique;  tout 

9 
entier  N  étant  une  somme   de  4  carrés  /^,  on  déduit  de  là    une  décomposition 
de  (pN  en  une  somme  de  bicarrés,  par  suite  aussi  de 

tpN  -f-  I         (j  =  o,  1,2,  . . .,  9  —  1), 

c'est-à-dirc  de  tout  entier,  puisque  l'unité  est  un  bicarré,  lîn  particulier,  pour 
«  =  4  et  7  =  2, 

r'_  /J_  ^'^! 

et  l'on  retrouve  une  identité  connue  (E.  Lucas,  Nouv.  Ann.,  2*  série,  t.  XVII, 
1878,  p.  536;  Fleck,  SUzungsberichte  der  Derl.  malh.  Gesellscha/t,  28  juin  1906, 
2  janvier  1906). 
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D'autre  part,  quand  /2^4? 


x\\   =  Ao-t-4L  +  6M-h  i2P-4-'24Q, 


H=.  /^2^ty=Ao-f-2M, 


(5) 


(6)  G  +  v)H  =  3Ao+  t(^L  +  [JiM)+  12P-1-24Q. 

Le   ry|)prochement  des  expressions  (3)  et  (6)  montre  qu'on  peut 
essayer  de  mettre  G  +  2H  sous  la  forme 


(7) 


G  +  '2H  =  ^([3«Ao+piAi  +  ...+  p^A^) 


(a  entier,  q^n  —  •),  où  po?  i^i ?  •  •  •>  ^y  sont  des  nombres  ration- 
nels et  positifs  qui  ne  dépendent  que  de  n  et  ^.  Il  suffira 


3Xa=    _^P,.g;,_,, 

0 

4  a=     ^i3,.G!;i|, 
1 
7 

'/ 


(8) 


on  posera 

<x  =  (n  —  i)  (n  —  2).  .  .(n  —  q), 

pr^  yr(n  —  r  —  \)(n  —  r  -  1).  .  .(n  -  q).{r\),         ?>^/= '(q-(q^-), 
et  les  conditions  (8)  deviennent 

7  7 

«0=    3X=2t'-'        «1=  4(«  — 0  ^^Yr'-, 
0  1 

(9)       I  a2=  r2-(n  — i)(/i  — '2)  ==  Vy,/-(/-  — 1), 

2 

7 

«3=  24  -(/i  —  i)(/i  — 'iX»  — 3)  =2 y,. /•(/•—  !)(/•  —  2), 
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ou  encore 

Yo  H-  Yi  -i- •  •  •  +  Y'/  =  3 .  28  =  ao, 

3.2.iY3  +  ---+'7(<7  — OC'?  — '2)T7 

=  A(n  — i)(/i  — 2)(n  — 3)  =  a3; 
i5 

on  en  tire,  si 

Y„=o,         R,.=  (r  — !)(/■-  2)(/--3)(r-4), 


7 


Y.R. 


6yi  =  (     24 «0—  J8ai  +  6a2— «3)+^7ir7  -  1  1-+-  Oi, 

2Y2=(-I2«0+   12a,—  5«2-1-«3)— ^;nr^   -  l2+<^2' 


r;Rr 


2Y3=(,       8ao—    8ai+4a2— «3)+^;r33  ~ 

5 


r3+Ô3, 


^    R 

6yv=(—  6ao4-    6rti— 3a2-ha3)-27Zr5  =^^^^^^' 


OU 


5 

Il  suffit  de  disposer  de  n,  q  et  des  ys,  •  •  -O'?  V^''^  positifs  et  ra- 
tionnels pour  que  y.,  T2,  ys,  y^  soient  positifs. 
Si  l'on  prend  /i  =  5i, 

r,  =  - 21184,      r2=  22952,      r,  =  -24  448,      1^=26176. 
On  peut  chercher  à  rendre  positives  les  expressions 


'  /•»  — 3'        '*     /-i  — 4      '1—4 


po 


/•,  — J 
ur  des  valeurs  positives  rationnelles  de  to,  et  w^,  avec  r,  et  /'a 
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différenls  et  >>  4-   On  y  réussit  en  prenant  (')/•,=  i8,  r-,  =■  5o, 
co,  =  y,8R,8  =  i7.2i  184,  (O2  =  Y50^50=  47-44o,  tous  Ics  autrcs  y,., 
avec  /•>4>  étant  nuls.  D'après  (7),  (8)  et  (9),  avec  ces  valeurs 
numériques  on  obtient,  q  étant  égal  à  5o, 

(10)  G  +  2H   =   -(EiAj  -4-  S2A.2+  EsAs-l-  £4  A4+  EigAig-t-  £5oA-3o), 

où  les  e,  Si  ont  des  valeurs  numériques  fixes  indépendantes  des  Xi 
et  sont  entiers  positifs.  On  trouve  ainsi,  tous  calculs  faits, 

,    ,_,  47 -220  79 


£3   £-•  = 


3.28.50.49  '  6.28.50.49 

8  .  16. 121 


5.28.50.49.48  *  7.23.28.50.49.48.47 


_j  _  331.64.18.17.(13!)  _j  _  440 

^'"^     ~     28. (50.49. ..33)     '  ^'"^     ~  49.48.46.28' 

L'exactitude  de  l'identité  (10)  peut  d'ailleurs  se  vérifier  direc- 
tement à  l'aide  des  relations  (3)  à  (6). 


m. 

D'autre  part,  on  sait,  d'après  un  lemme  de  Gauchy  (-),  rap- 
proché d'un  autre  leinnie  de  Liouville  (■'),  qu'on  peut  trouver, 
l  el  k  étant  des  nombres  impairs  positifs  donnés  quelconques  et 
tels  que 

(11)  s/ik  —  'i  —  i  </<  v/4^, 

0  entiers  positifs  ûti  satisfaisant  à 

6  0 


(')  On  léussiiail  également  en  prenant  r,  =  18  et  /■,  égal  à  89,  40»  •••  ou  49- 
On  en  déduit  une  série  de  formules  analogues  à  (10),  et  de  décompositions  d'un 
nombre  entier  en  une  somme  de  puissances  huitièmes  d'entiers  positifs. 

(-)  Exercices  de  Mathématiques,  t.  I,  p.  273,  Paris,  de  Bure,  iSaCi;  ou  Lk- 
OENDRE,  Théorie  des  nombres,  S*"  édition,  t.  II,  p.  338. 

(')  Le  Besgue,  Exercices  d'Analyse  numérique,  Paris,  Leiber  et  Faraguet, 
1839,  p.  ii3;  E.  Maillet,  Bull.  Soc.  math.,  1896,  p.  4^- 
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où  0  peiil  être  pris  ^48,  mais  aussi  plus  grand,  a  fortiori,  à  con- 
dilion  d'envisager  au  besoin  quelques  valeurs  nulles  des  Xi.  On 
pourra  poser,  par  exemple, 

l  =  3m,         k  =  im^,         Zk  =  V- :=  V- m"-, 

où  m  est  un  nombre  impair  absolument  quelconque  (').  On  aura, 
en  j)renant  /i  =  5i  dans  (5),  avec  ces  valeurs  de  G  et  H, 

G=GW*  =  G^3*m'',         II  =  Ô'-A^  =  4.3*wS 
G-(-2H  =  3'.2'(i-f-2.3*)mi. 

Plus  généralement,  si  ^|  =  2'^/, 

e  e 

22^.6/ ^Va;,;.2^  2«.GA-=Vj';S 

1  1 

et,  avec  ces  valeurs  de  G  et  H, 

G  =  6*.3».(22'm)S         H  =  22.3*.(22'm)S 

GH-2H  =  3*.23(H-2.3i)(22'm)S 

ou 

G  +  2H  =  3^2"(i-4-2.34)(2"-im)*. 

Tout  nombre  entier  N  étant  d'une  des  formes  w,  2-' ni,  2-'"' m, 

il  en  résulte  que  toute  puissance  quatrième  d'un  entier  est  de  la 

forme 

G  +  2H 

? 
où  o  est  un  entier  numérique  indépendant  de  N  et  qui  divise 

3*.2'(n-2.3*)  =  <]/. 

Or,  on  sait  (^)  que  tout  entier  E  est  la  somme  d'un  nombre  limité 
de  bicarrés.  Donc  tj^E  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  somme 
d'un  nombre  limité  de  quantités  G-f-xH  et,  d'après  (i)  et  (10), 
2"'et];E  est  une  somme  de  quantités  2A,,  2'^A2,  ...,  c'est-à-dire 
une  somme  de  puissances  liuitièmes  d'euliers  dont  le  nombre  est 


(')  (11)  a  alors  lieu  quel  que  soit  le  nombre  impair  m. 

(')  Voir  Le  Bksgue,  Exercices  d'Analyse  numérique,  p.  ii3,  et,  (loiir  Ihis- 
toriqiie,  A  Fi.eck,  loc.  cit.,  E.  Landau,  Pendiconti  del  Circolu  mat.  di  /'alernio, 
l.  XXXIII,  1907  (9  décembre  1906). 
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limité  niimériqiiemenl  et  indépendamment  de  E.  L'unité  étant  une 
puissance  huitième  d'entier  positif,  il  en  est  de  même  de 

250£,|;E+t,     avec     t  =  i,2,  ..., 
ou 

c'est-à-dire  que  : 

Tout  nombre  entier  positif  N  est  la  somme  arithmétique 
d'un  nombre  limité  indépendamment  de  N  de  puissances  hui- 
tièmes de  nombres  entiers.  c.   q.   f.   d. 

IV. 

En  admettant  que  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n  l'hypothèse 
de  Waring  soit  exacte  et  que  tout  nombre  N  supérieur  à  v  soit  la 
somme  d'au  plus  A"  puissances  n"''""'^  d'entiers  positifs,  on  peut  mon- 
trer que  k  croit  indéfiniment  avec  n  pour  une  infinité  de  va- 
leurs de  N. 

Soit 

(I2)  'Slx'l-^X'^-\-...-^x'l; 

on  a  évidemment 

Or,  le  nombre  des  nombres  qu'on  peut  former  en  addition- 
nant k  des  nombres  o,  i",  2",  . . .,  N"  est  au  plus  égal  au  nombre 
Dn,  des  combinaisons  avec  répétitions  de  ces  N,  +  1  nombres  k 
à  A",  c'est-à-dire  à  » 

(N,  -4-  1)  (Ni  ^  2) .  ■ .  (Ni  +  A-)  ^  (  N,  +  k)'^ 
k\  "         A! 

Pour  qu'on  puisse  former  tout  nombre  ^N  et  >>  v  à  l'aide  du 
second  membre  de  (12)  il  faudra 

A:! 
Ceci  sera  impossible  si 

<^li^<N-,, 
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ou,  a  fortiori,  si  N  étant  assez  grand, 


/    1  \« 


Posant  N"  =  m,  il  suffit,  pour  m  assez  grand, 

ce  qui  a  lieu  évidemment  quand  i^k^n.  Donc,  si  l'hypothèse  de 
Waring  est  exacte  pour  une  valeur  de  n,  il  faut  /r  ^  /i  -f-  i ,  c'est-à- 
dire  que  k  croît  indéfiniment  avec  /?,  si  cette  hypothèse  est  vraie 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  n.  c,   q.   f.  d. 

Remarque.  —  Quand  N  =  r>."  —  1,2.2"  —  1 ,  . . . ,  /• .  2"  —  i<; 3" 
et  N  =  ^'j -1- a;2 -h. . .  4- j?'^,  il  faut  évidemment  k^i" — 1.  Mais 
cette  remarque  ne  prouve  rien  pour  les  grandes  valeurs  de  N, 
n  étant  donné. 

V. 

En  terminant,  je  ne  crois  pas  inutile  de  rappeler  ici  les  récents 
résultats  relatifs  au  problème  de  Waring  :  a-t-on 

quel  que  soit  /i?  Pour  /i  :=:  3,  j'avais  trouvé  antérieurement  qu'il 
suffit  k'^x'j  :  M.  Fleck  (')  a  établi,  [)ar  une  remiirque  addition- 
nelle très  simple  à  ma  démonstration,  cpi  il  suffit  /"^  1 3.  Pour  /i  =  4, 
M.  Fleck  {-)  a  montré  qu'il  suffit  /c^39,  et  M.  E.  Landau  (=')  est 
arrivé  à  /c^SS.  Enfin,  pour  /i  =:  G,  M.  Fleck  obtient  k'S-?J\^\  : 
il  s'a|)|)uie  sur  l'identité 

Go/i^=  6o(a-f  ■+■  xl  -h  xl  -+■  xfy 

=  \{xt±  Xi±  XjY  -h  i^ixidz  T^Y'  -^-  30^3-6. 


(  '  )  Sitzungsberichte  der  lier/,  inatk.  Gesellscha/l,  loc.  cit. 

r)  id. 

(•')  Loc.  cit. 
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A  ce  propos,  il  ne  sera  pas  sans  inlérél  de  remarquer  qu'on  a 
en  même  temps 

6on  =  6o{xl  -h  xl  -\-  xl  -h  xl) 

=  \{Xi±X.±X3y--\-'i^(Xi±Xiy-^  36  ^.Tf. 
4  1  4 

Il  est  donc  toujours  possible,  E  étant  un  entier  quelconque,  de 
satisfaire  à  la  fois  aux  deux  équations  en  nombres  entiers 

p  P 

6oE^=^yl        6oE=2^,?,        où        ;>^i84. 


SUR  L'EXPRESSION  ASYMPTOTIQUE  DE  LA  FONCTION  DE  BESSEL; 
Par  m.   Hadamard. 


On  sait  que  la  fonction  de  Bessel 
et  la  fonction 


(? 


iÏÏ    (f)'         (f)"" 


qui  s'en  déduit  par  le  changement  de  x  en  ix,  admettent  des  déve- 
loppements formels  tpii  en  font  connaître  les  valeurs  asjmplotiques 
pour  X  très  grand,  mais  qui  sont  divergents. 

Il  existe,  comme  j'avais  eu  l'occasion  de  le  constater  précédem- 
ment ('),  un  moyen  de  rendre  ces  développements  convergents.  Il 
consiste  à  ajouter  aux  tei'mes  successifs  des  parties  correctives 
dont  chacune   est  sans   inllucnce  sur   la   valeur  asj'mptotique  du 


(')  Transactions  of  llie  American  math.  Society,  t.  III,  octobre  iyo2,  p.  421- 
423. 
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résultat,  mais  qui,  par  leur  ensemble,  rétablissent  la  convergence 
de  la  série. 

C'est  la  méthode  bien  connue  par  laquelle  on  parvient  aux  déve- 
loppements donnés  par  M.  Mitlag-Leffler  pour  les  fonctions  uni- 
formes présentant  des  singularités  polaires  ou  essentielles  en 
nombre  infini  ('). 

Je  ne  sais  s'il  a  été  remarcjué  que  ces  séries  convergentes  peuvent 
être  obtenues  d'une  manière  effective  pour  les  fonctions  (i)  et(i'). 
Du  moins  pourrons-nous  les  écrire  en  y  laissant  subsister  une 
intégrale  définie;  mais  celle-ci  est  infiniment  petite  par  rapport  à 
toutes  les  erreurs  commises,  de  sorte  que  les  séries  ainsi  formées 
présentent  bien  la  double  propriété  : 

i"  De  converger  et  de  fournir  une  expression  exacte  des  fonc- 
tions cherchées; 

2°  D'en  fournir  une  valeur  asjmptotique,  lorsqu'on  les  arrête  à 
un  nombre  déterminé  quelconque  de  termes. 

1.  Partons  d'abord  delà  fonction  Jo(/.r).  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  x  réel,  moyennant  quoi  nous  ne  diminuerons  pas  la  gé- 
néralité en  le  supposant  positif. 

On  a 


(.')  j„(,-,)=£l^- 


■     _2.,sin'i    , 


Posons 


nous  aurons 


sin  -  =  u; 


(3)  Jo(t>) 


=  /     e--"'- 


du 


v/i  -  u^ 


(')  Voir  Hkrmitk,  Courx  au  lo  g  rapine,  ii*  leçon;  Goursat,  Cours  d'Analyse, 
l.  II,  p.  i64i  clc. 
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Remplaçons  —===  par  son  développemenl: 

(4)  -==n h... +  c„  «'-«  +  ..., 

/ 1  —  ?<'^  '^ 

...  1 .  3  . 5 .  .  .  (  2  /i  —  I  ) 

(^)  C„  =    ;-— 

2.  1.6...  2  Ai 

Za  ^e/'/e  ainsi  obtenue, 

converge  et  représente  ^^^i^ix). 

Nous  allons  même  trouver  une  limite  supérieure  de  l'erreur 
commise  lorsqu'on  s'arrête  à  un  terme  quelconque. 

A  cet  effet,  commençons  par  évaluer  le  reste  de  la  série  du 
binôme  qui  figure  dans  la  formule  (4)- 

Soit 

R„  =  c„+i  m2(«+'>  -f- . . .  +  Ca+p  a2('i+/^'  -t- . . . . 

On  a  évidemment 

et,  a  fortiori, 

(7)  R«< 


\/i  —  «2 


Si  donc,  dans  l'égalité  (3),  nous  remplaçons  —-^=^  par  l'ensemble 
des  (/i  H-  i)  premiers  termes  de  (4),  l'erreur  commise  sur  Jo(«.r), 


sera  inférieure  au  produit  de par  l'intégrale 

du 


(8) 


Si  n  est  plus  petit  que  2.2;,  il  convient,  pour  trouver  utie  limite 
supérieure  de  la  quantité  (8),  de  prendre  le  maximum  du  pri)duit 
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e'"^"''^^".  Ce  maximum  a  lieu  pour  it'-^  —  el  a  la  valeur  (  —  )   e~" . 
L'erreur  commise  sur  Jo(«.r)  est  donc  inférieure  à 

\2ex/ 
ou,  si  l'on  veut,  à 

ce  qui  met  bien  en  évidence  la  façon  dont  l'ordre  asjmptotique  de 
cette  erreur  décroît  lorsque  n  augmente. 

Pour  n^2X^  nous  remarquerons  que  l'intégrale  (8)  est  infé- 
rieure à  celle  qu'on  en  déduit  en  supprimant  le  facteur  e """'■', 
c'est-à-dire  à 

Jr^     lÛ"  du  TT 

'        /  =  7  C'" 

0      V  •  —  "'  '*' 

OU,  encore,  à 

K 

K  étant  un  nombre  fini. 

Mais  on  peut  préciser  davantage  en  décomposant  l'intégrale  en 

deux  parties,  l'une  prise  de  o  à  \/8,  l'autre  de  y/ô  à  i.  On  a 

r''^      „  .,         u2«       ,  r*^  u-'"(lu        „      /-'    u"-"  du  -„ 


'      ,°-2"''-- du.     <  e-20.r     / 

/Ô  y/i  — m2  Jo     ^ 

Donc  la  quantité  (8)  est  inférieure  à 

JL(0«+  e-2Ô*), 
ou,  en  faisant 

■2.V 

à 

liie-29-. 

L'erreur  commise  sur  Jo(/.ï')  sera  donc  plus  polilc  (pie 

■y.K 

(9)  -7=e')-^ 

)/  n 
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où  rj  :^  r  —  2O  est,  d'après  ce  qui  précède,  toujours  plus  |)etit  que  i 
et  tend  vers  —  i  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  x  restant  con- 
stant (ou,  plus  généralement,  lorsque  —  augmente  indéfiniment). 

Il  reste  à  évaluer  un  terme  quelconque 

de  la  série  (6). 
On  a 


/2.r 

du 


r  "^^  (  d>^    r^'^    ~       \ 

j         u"- "  e- "'  du={—i)"{  -rr-    /         e- >- """  du  ) 
Si  donc  on  pose 


).=! 


d'où 


/     e-"'' du  =  -  \/Tz  —  Ciz) 
Jo  ^ 


et 

(II)  C'{z)  =  -e—^\ 

il  viendra 

En  effectuant  la  dérivation  du  second  membre   ou  encore  par 
des  intégrations  par  parties  successives,  nous  trouvons 


j     a2«e-2"' 


^'  du 


— ~  \j  \  'XX  I  — 


sJ'lX    (2^)"  •'•"  \     2  /  /TTC,, 
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X',1  étant  un  polynôme  entier  en  —  tel  que 
j'    iX'n         1.3.5. ..(an  — 3)/   i   \'* 


(12) 


^/■r^Cn 


i.3.5...(2n  —  ip  —  \)  /    I    \  n-p-^\ 


l'^-p 


-) 

•IX  / 


I 

IX 


OÙ  C^  est  un  coefficient  binomial. 

La  valeur  du  terme  (lo)  est  donc  exprimée  à  l'aide  de  fonctions 
élémentaires  cl  de  la  quantité  C{\/'2x). 

Mais  cette  dernière  est  d'oidre  très  petit  par  rapport  aux  quan- 
tités que  nous  nous  proposons  de  calculer.  Si  nous  posons 


(i3) 


C{Z): 


i: 


e-"'du=  ^^^    '\{z^), 


e(s)  a  pour  partie  principale  — —  lorsque  :;  est  très  grand. 
Nous  arrivons  donc  au  résultat  suivant  : 
La  fonction  if,(ix)  est  représentée,  pour  x  >  o,  par  la  série 


(i4)       Jo(ja7)  = 


dans  laquelle 


e^ 


■:l 


•?.  TT  X  ^"  '   (  '^  ^  ) 

II— a 


K 


-[}  —  z(2x)e-i^]—  e-^^\/ix.X.„l, 


1.3. 


'■i."  /i  !  L  •;>,  2  2  2         J 

pendant  que  .\>,i  est  le  polynôme  en  -  défini  par  la.  formule  (12); 
t{'>.x),  la  quantité  définie  par  la  formule  (i3)  (et  qui  a  pour 
partie  principale  -=^  quand  x  est  très  grand). 

\JlTZX  / 

Cette  série  converge  pour  toute  t  aie ur positive  de  x.  L erreur 
commise  en  s' arrêtant  au  n'''""'  terme  est  inférieure  à  la  plus 
petite  des  expressions 


(9) 
et 

(9') 


e^ 


{7.x)" 


^•>.  n  Tz 


7=~  ' 


/« 
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où  K  est  une  constante  et  r\  tend  vers  —  i  quand  —  augmente 
indéfiniment. 


X 


On  retombe  sur  les  valeurs  asyrnploliques  classiques  en  liniilanl 
la  série  (i4)  et  en  j  supprimant  les  termes  en  t\-„  et  en  e(2.r). 

2.  Nous  arriverons  à  des  résultats  analogues  pour  la  fonction  (i) 
moyennant  une  transformation  préalable  de  l'intégrale 

X211 

qui  représente  cette  fonction. 

En  opérant  tout  d'abord  sur  elle  comme  sur  l'intégrale  (2),  nous 
obtenons  l'expression  analogue  à  (3) 

,   ,    ,       ^~.       .         „    o        du 
(17)  Jo(^) 


2  e'^    r  * 


v/i  — «2 
Celle-ci,  par  le  changement  de  u  en  y/w,  devient 

(17)'  J„(^)=  /      e-2n..r  ^. 

^   c/ 0  y/ if ( I  —  U) 

Supposons  encore  x  positif.  Intégrons  le  long  d'un  carré  ABCD 

dont  le  côté  AB  sera  le  segment  o i  de  l'axe  réel,  pendant  que 

les  côtés  AG,  BD  sont  situés  en  dessous  de  cet  axe,  l'un  suivant  la 
partie  négative  de  l'axe  imaginaire,  l'autre  suivant  la  partie  cor- 
respondante de  la  parallèle  à  cet  axe  menée  par  le  point  .r  =  i. 
Nous  aurons 

/p-IJUX  __  —      i     —     l       ^     i 

\ju{y  —  u)      Jkc     «^itu     '^CD 

Les  deux  intégrales    /,    /     peuvent  immédiatement  s'obtenir  à 

l'aide  des  ex|)ressions  précédemment  calculées.  On  doit,  en  cllel, 
y  remplacer  w,  soit  par  —  iV,  soit  par  i  —  zV,  v  étant  une  variable 
réelle  et  positive,  et  écrire 

Q-1VX  dv  .     „.      r'     e-''-""  dv 


Dans  celle  formule,  les  radicaux  y/i  —  iv,  y/i  +  iv  doivent  êlre 

pris  avec  leurs  parties  réelles  positives,  pendant  que  les  radicaux 

/ —       ri-  -c  i"^  i"^- 

y —  IV,  y  w  ont  pour  arguments  respectiis -}  H — —• 

Si  maintenant  nous  revenons  à  la  variable  u^^yï',  nous  aurons 


(i8)      U{x)  =  --(ey       W/         ~e     V       ■*  )  +  b, 

(■9)  S  =  —    / 

Il  est  clair  que  les  doux  intégrales  de  la  formule  (i8)  onl  des  déve- 
lop|)ements  identiques  à  (6),  la  variable  lû'  étant  changée  en  ±:m'-. 
La  convergence  de  ces  développements  est  ici  améliorée  du  fait 
des  alternances  de  signe  qu'ils  présentent.  Le  reste  R^  de  la 
série  (4)  est  alors  (*)  au  plus  de  l'ordre  de  c^m^",  de  sorte  que 
les  limites  (9)  et  (9')  précédemment  assignées  à  l'erreur  commise 
en  s'arrêlant  à  un  terme  quelconque  de  la  série  peuvent  être  res- 
pectivement remplacées  par 

et 

,     ,,                                                      Kefï'-^ 
(20)  3-, 


n 


7)'  étant  négatif  et  tendant  vers  —  a  pour  -  =  00. 

Quant  an  terme  complémentaire  S,  il  est  visiblement  au  plus  de 
l'ordre  de  e~'^^,  puisque  dans  l'intégrale  de  la  formule  (19)  on  a 
u  =  —  i  +  v,  v  étant  réel  (^). 

(')  11  en  est  ainsi,  d'ailleurs,  loiites  les  fois  que  l'arguiiient  de  lû  est  différent 
de  zéro,  comme  ie  montre  l'expression,  aisée  à  former,  de  R„  : 


H'"  +  =T„(tf=), 


(')  S  est,  en  réalité,  de  l'ordre  de On  peut  d'ailleurs  le  développer  en  une 
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La  formule  (i8),  mise  sous  forme  réelle,  conduit  au  développe- 
ment suivant  (toujours  pour57>>o): 

o/>  A'rt,  ÔVvi  ëi  £  50/j^  encore  définis  par  les  formules  (i5),  (12), 
(i3)  et  où  l'erreur  commise  sur  la  série  lorsqu'on  arrête  celle-ci 
à  son  /^'^'«^  terme  est  inférieure  en  valeur  absolue  à  la  plus 
petite  des  cjuantités 

(n-i)! 


(20) 

et 

(20') 


(y)'  tendant  vers  —  2  pour  -  =  00). 

L'erreur  restante  S  est  d'ordre  inférieur  à  e~-^. 

Nous  avons  donc  encore  rendu  convergente  la  série  classique. 
Seulement  elle  ne  représente  plus  la  fonction.  Mais  la  dilTérence  S 
est  d'un  ordre  inférieur  à  celui  d'un  terme  déterminé  quelconque 
de  la  série. 

Bien  entendu,  les  formules  (i4)  6l  (21)  s'étendent  aux  valeurs 
imaginaires  de  x,  sous  des  restrictions  que  nous  n'examinerons 
d'ailleurs  pas  ici. 


SUR  LES  SYSTÈMES  COMPLÈTEMENT  ORTHOGONAUX 
DE  L'ESPACE  EUCLIDIEN  A  n  DIMENSIONS; 

Par  m.  Jules  Drach. 
La  première  Partie  de  ce  travail  est  consacrée  à  une  étude  directe 

série  analogue  à  (i4))  ""   ligure,  au  lieu   de  la  quantilé C{\j2x),   l'inté- 
grale    /       clx. 

XXXYl.  6 
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(le  la  généralilé  de  la  solulion  la  plus  étendue  du  système 


(A) 


<^-*)  =  Si7il  =  "      '^^^  = •"> 


(jiii   définit   les  systèmes   complètement  orthogonaux   de   l'espace 
à  II  dimensions. 

Une  première  détermination  de  celle  généralilé  résulte  de  ce 
(pi'on  peut  déduire  des  équations  (A)  et  de  leurs  conséquences 
une  seule  expression  de  toutes  les  dérivées  des  y  par  rapport 
aux  X,  exprimées  à  V aide  des  seules  dérivées 


ài'y\  dpy\ 

dxf        dxf~^  dx-)^ 


dxi  dxy^ ' 


OÙ  i^\.  Ces  dernières,  qui  sont  alors  les  dérivées  paramétriques 
de  MM.  Méray  et  Riquier,  peuvent  seules  être  prises  arbitraire- 
ment en  un  point  XiQ^i  ^\  ^  . . .,  n).  Elles  se  groupent  d'ailleurs 
immédiatement  en  fonctions  arbitraires  :  on  peut  prendre  arbi- 
trairement les  fonctions  des  deux  variables  :r/,  x\  auxquelles  se 

réduisent  les  dérivées  —-(i  <C  ^0  quand  on  fixe  toutes  les  variables 

or,-  ^  '    * 

sauf  :r,-  et  ;rx,  et  aussi  les  fonctions  d'une  seule  variable  auxquelles 

se   réduisent  les  dérivées -r— quand  on  v  fixe  toutes  les  variables 

dx\  ^ 

sauï  x\. 

Une  seconde  détermination  de  la  généralité  possible  de  la  solu- 
tion la  plus  étendue  du  système  (A)  résulte  de  ce  qu'en  différen- 
tiant  une  seule  fois  on  obtient  les  deux  systèmes 

(a)  {i,ld)  =  o         {i^k^l), 

(j3)  (i,  AO  +  (t-,^)  =  o. 

On  fixe  aisément  la  généralité  de  la  solution  la  plus  étendue  du 
système  (a)  :  celle  solution  dépend  de  /?(/i  —  i)  fonctions  arbi- 
traires de  deux  variables. 

On  conclut  seulement  de  là  les  équalions  du  premier  ordre 

(t,  k)  —  F,-,A-(-r/,  a-/,), 
et  l'on  montre  (pie,  pour  annuler  ces  fonctions  F,-^a,  d  est  néccs- 

sairc  et  suffisant   d  ajouter  — équations   de  condition   (pu 

lient  deux  à  deux  les  n{n  —  i)  fonctions  arbitraires  obtenues. 


On  retrouve  ainsi  les  résultais  de  la  première  détermination  ('). 

La  seconde  Partie  du  présent  travail  a  pour  but  l'étude  systé- 
matique des  divers  groupes  d'équations  qui  se  présentent  quand 
on  recherche  les  conditions  pour  qu'une  relation 

u  —  f{xx,  . . .,  Xn)  =  const. 

définisse  une  famille  de  surfaces  appartenant  h  un  système  com- 
plètement orthogonal. 

Un  rencontre  d  abord  les  ^^ équations  du  premier 

groupe  de  M.  Darboux. 

Une  étude  jDréalable  des  conséquences  des  relations 


^^ViWi=0,  ^i 


y    Ui  Vi=0,  ^  Vi  Wi  =  O,  ^  Uik  Vi  tV/,  =  o, 

qui    définissent   les    rapports    des    (V/,   vi^   etc.,    nous   permet   de 

classer  les  conditions  d'intégrabilité  des  équations  de  ce  premier 

1        (n  — i)(n  —  i)  (n  —  3) 
groupe,  quj  sont  en  apparence  en  nombre • 


(')  Ces  lieux  démonstrations  faisaient  partie,  ainsi  d'ailleurs  que  la  seconde 
Partie  du  travail  actuel,  d'un  Mémoire  sur  les  systèmes  orthogonaux  de  l'espace 
à  n  dimensions  qui  a  obtenu  en  1899  une  mention  très  honorable  dans  le  Con- 
cours du  prix  Bordin. 

Ce  Mémoire  donnait  également  de  la  question  précédente  trois  autres  solutions, 
le  résultat  étant  obtenu  comme  application  des  méthodes  générales  dues  à 
MM.  Méray,  Riquier  et  Deiassus  :  1°  au  système  (A)  qui  définit  les  y  au  moyen 
des  x;  2°  au  système  qui  définit  les  éléments  p,n,  introduits  par  M.  Darboux,  au 
moyen  des  x;  la  troisième  solution,  presque  immédiate,  était  basée  sur  la  consi- 
dération du  système  auxiliaire.  » 

Tous  ces  résultats  paraîtront  sous  peu,  à  part. 

J'ajouterai  encore  qu'une  autie  partie  du  Mémoire  considéré  comprenait  l'étude 
de  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation 

n 

t/*'  — V  a,j.  dXi  dx^—  H,(  p,,  ....  p„)  dç\  +  ...+  H„(p,,  . . .,  p„)  dpi- 

On  y  démontrait  que,  dans  le  cas  oii  elle  est  la  plus  étendue,  elle  comporte 

n(  n  —  i).        .  !•  ■■  -11  ■,        ,,         •■  I 
fonctions  arbitraires  de  deux  variables,  et  1  on  déterminait  tous  les  cas 

2 

où  une  solution  de  cette  étendue  existe.  Ces  cas  comprenant  évidemment  celui  de 
l'espace  euclidien,  on  a  ainsi  une  sixième  détermination  de  la  généralité  possible 
de  la  solution  de  (  A  ). 

Ce  dernier  travail  paraîtra  également  sous  peu  dans  un  autre  recueil  [cf.  à  ce 
sujet  une  Note  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  1898)]. 


Elles  se  partagent  en  deux  catégories  d'égal  nombre;  les  unes 
sont  des  identités,  les  autres  sont  les  équations  du  second  groupe 
de  M.  Darboux  ('),  qui  expriment  que  les  lignes  de  courbure  de 
chaque  surface  individuelle  u  =  const.  sont  coordonnées  : 

\^uaiViWi,ti=  o. 

Ces  dernières  é()uatioiis  sont  donc  en  général  des  conséquences 
des  premières.  On  fixe  aisément  les  cas  d'exception  :  ils  résultent 
de  ce  que  les  conditions  d'inlégrabilité  des  équations  du  |)remier 
groupe  sont  des  produits  de  deux  facteurs,  dont  l'un  dépend  des 
racines  de  l'équation  en  X  qui  définit  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  u  =  const.;  ce  n'est  que  si  ce  facteur  est  difTércnt  de  zéro 

que  le  second  Nw/Tf^i^ifV'/i^/ s'annule  nécessairement. 

M.  Darboux  avait  été  amené  à  ajouter  le  second  groupe  par  la 
considévsLlion  des  s u/\f aces  parallèles  pour  les((uelles  le  premier 
groupe  disparait.  On  montre  aisément  que   dans  ce  cas  tous  les 

facteurs  autres  que  les  ^"'^'*''^^*^'  sont  nuls;    les  équations  du 

second  groupe  ne  peuvent  plus  se  déduire  du  piemier.  Le  paradoxe 
apparent  est  ainsi  expliqué. 

I.   —   Généralité  possible  hes  systèmes  complf:tement 

ORTHOGONAUX   DE    l'eSPACE   EUCLIDIEN    A    n   DIMENSIONS. 

1.   Première  démonstration.  —  Soit  à  étudier  le  système 

où  i  et  /\  sont  deux  nombres  difl'ércnts  de  la  suite  i,  2,  . .  .,  n. 

Nous  montrerons  d'abord  qu'on  peut  résoudre  ces  équa- 
tions (A)  par  rapport  aux  dérivées  ^— >  où  ).  est  inférieur  à  i. 


(')  Cf.  Darboux,  Sur  les  surfaces  orthogonales  (Annales  de  l'I'cole  Aor- 
male,  i'°  série,  t.  III,  1S66);  iMéiiioire  sur  la  théorie  des  coordonnées  curvilignes 
et  des  systèmes  orthogonaux  (Annales  de  l'Ecole  Normale,  ■?.'  série,  t.  VIF, 
1878);  Leçons  sur  tes  systèmes  orthogonaux  et  tes  coordonnées  curvilignes, 
Livre  I,  Gliap.  VI,  p.  ny. 


I 


Les  équations  (A)  possèdent  la  soliilion  évidente 
yi=  Xi        (t  =  I,  2,  . . .,  «); 

nous  ferons  remarquer  tout  de  suite  que  toute  fonction  des  y  et 
de  leurs  dérivées  qui  ne  s'annule  pas  pour  celte  solution  ne  peut 
s'annuler  en  vertu  des  équations  (A.)  et  de  leurs  conséquences. 
Cette  remarque  nous  sera  très  utile. 

Ecrivons  maintenant  les  équations  (A)  dans  l'ordre  suivant  : 


=  o, 


àyi  àyt    ^    dy^  dy^    ^ 
dxi  dxi        àxi  dx-2 

àyi  àyi    ^    dy2  dy^    ^    dy^ 
dxy  dx^        àxi  dxz        àxi 

4X3 
àx^ 

4x1  ày\   1  4x2  4X2  ,  4x3 

dxi  dx3        dx-2  àX3        dx^ 

4x3 

dX3 

c'est-à-dire  en  prenant  successivement  pour  (/,  k)  les  g-roupes  (i ,  2); 
(i,  3),  (2,  3);  (1,4))  (2,  4)>  (3,  4)î  •  •  •  ^lui  conduisent  respective- 
ment à  I,  2,  3,  ...  équations. 

La  première  équation  eslrésoluble  par  rapporta  — -,  car  le  coef- 
ficient de  cette  dérivée  devient  égal  à  l'unité  pour 

yi=Xi         {(  =  1,2,  ...,«). 

Les  deux  suivantes  ne  renferment,  avec  la   dérivée  déjà  cal- 
culée -r-^.  que  deux  dérivées  à  calculer  -^  et  ■—;  le  déterminant 
dX2     ^  0x3        dxs 

fonctionnel  relatif  à  ces  éléments  se  réduit  pour  , 

yi=Xi        (t  =  i,2,  ...,  n) 

à  sa  diagonale  principale  et,  par  suite,  à  l'unité.  Ces  deux  cqua- 
lions  permettent  donc  de  calculer  les  dérivées  considérées. 

Ce  raisonnement  se  poursuit  manifestement  sans  modilicalion 
et  la  proposition  annoncée  est  établie. 

2.   Considérons  maintenant  le  système  obtenu  en   difïérentiant 
une  seule  fois  les  équations  (A);  nous  établirons  qu  il  est  réso- 

lubie  par  rapport  aux  dérivées  - — —^-[k^  l?^  ^)  ^^  '^^^^^  déri- 


-  90  - 

i'ees  — ^>  -; — —^ — )   OU  A  est    inférieur  a  i,  puisqu  il   donne  une 
dxj     dxidxi  ''  '   \        ^ 

seule  expression  pour  chacune  de  ces  dérivées. 

DifïérenlioDs  d'abord  l'équation 


^        '       \J\Oxi   ôxi, 


par  rapport  à  une  lettre  Xh  différente  de  Xi  et  de  Xk\  nous  aurons 

Sà'^y'\     ày\  _^  n       d-'-yx     dyx  ^  ^ 
\dXidxh  àxk  "^  ^\dxicàxii  dxt 

T          /            •             1                   r                                          I         'i  (  «  —  I  )  (  'i  —  2  ) 
Les  équations  de  cette  lorme  sont  en  nombre ; 

considérons  toutes  celles  où  les  dérivations  sont  relatives  aux  liois 
lettres  xi^  x/,,  Xk'i  elles  peuvent  s'écrire  symboliquement 

(iVj,  k)  -t-  (t,  hk)  =  o, 
(hk,  i)  -+-  (/i,  ki)  =  o, 
{hi,  k)  ■+-  (k,  ili)  =  o, 

et  donnent,  par  conséquent, 

(ih,  k)  =  o, 

c'est-à-dire,  pour  trois  lettres  différentes  Xi^  x/,,  x/,^ 

(a)  C       ^'.rX      àyi  ^  ^ 

ijl  àxi  dx/i  dxic 

On  a,  d'autre  part,  en  différenliant  les  équations  (A)  par-  rap- 
port à  l'une  des  lettres  xi^  Xh  qui  y  figurent,  les  équations 

àly\  àyi    ^    Ç\      O^yi     Oyj^  ^  ^ 


^^^  Ox  OxJ    dx,,       Oxàxi 


dxk  ôxi 


Considérons,  parmi  les  équations  (a),  celles  où  les  indices  /  et  h 
ont  la  même  valeur;  elles  sont  en  nombre  {n  —  2)  et  déterminent 

d'une  seule  manière  toutes  les  dérivées  - — ^ —  (a  ^  i,  h)  au  moyen 
des  deux  dérivées ^,  r — ^^  ei  des  dérivées  premières.  Mon- 

OXi  OX/i      OXi  OXfi  ' 

Irons-le  par  exemple  sur  le  cas  f  =  i,  ^  =  2;  le  déterminant  des 

coefficients  des  dérivées  ,    -^'^    est  manifestement  le  déterminant 

dxx  OXi 
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fonctionnel  — — '^"  '  '  '       '   :  il   se  rédiiil  donc  à  l'unité  quand   on   y 

à{X3,   ...,Xn)  '  -^ 

fait  yi=  Xi  (i  =  i ,  2,  . . .,  n)    et  ne  peut  s'annuler   en   vertu  des 
équations  (A). 

Les  équations  (a)  déterminent  par  suite  d'une  seule  manière 
toutes  les  dérivées  - — =^^  Çk^  i^  h). 

Supposons  qu'on  porte  les  expressions  des  dérivées  que  nous  ve- 
nons de  calculer  dans  les  équations  (j3);  les  seules  dérivées  du  se- 
cond ordre  qui  pourront  encore  figurer  dans  ces  dernières  ont  la 

forme  ■       ' ,  - — 4-^;  nous  allons  montrer  (lue  les  n(n  —  i)  équa- 
dxj     dxidxx  '  \  J      1 

tions  obtenues  sont  résolubles  par  rapport  aux  dérivées  —^t 

dxi 

,    ou   A   est  inférieur  a   i,    dérivées   qui   sont    aussi   en 


dxi  dx\ 

nombre  n{n  —  1). 

Posons  d'abord,  suivant  la  notation  adoptée, 


O),  àxi  dx/i  ùxi  ' 


les  équations  (a),  où  figurent  les  dérivées  t — -— — ,  permettront  de 
calculer  les  («7i,  i).  On  trouvera,  sans  difficulté, 

en  posant 


d{Xi,  .  .  . ,  Xi^i,  x,+\,  .  .  .,  x/i—i,  ^/(-i-i,  .  .  .,  .r,j) 

à(yi,  yu  •••,.r/-  i..r/+i.  ■■■, y/,-i,yh+^,  ••■■r«) 

o{Xi,  Xi,   .  .  .,  Xi   -x,  Xi^\,   .  .  .,  X/i^x,  •ï'/i  +  l,   •  •  •,  x^) 

à(yh,yi,  ■  ■■,yi-i,  yi-^i-  ■  •-,  .///-i.  y/>+u  ■■  -,  yn) 


d{x,-,  Xi,  .  .  . ,  Xi-i,  :r/_|_),  ....  ^/,--i ,  ^/i+i,  .  •  . ,  x„  ) 
ou  encore  plus  simplement 

avec 
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Passons  maintenant  à  l'examen  des  équations  (^), 

(P)  (f2,  A)  +  (iA,  0  =  0, 

et  groupons-les  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  équations  (A), 
c'est-à-dire  en  prenant  successivement  pour  (/,  li)  les  combinai- 
sons (i,  2);  (i,3),  (2,  3);  .... 

Le  premier  groupe  renferme  les  deux  équations 

(I2,'i)  +  (I2,    l)  =  0, 

(22,  I) -h  (ai,  2)  =  O, 
qui  s'écrivent  aussi 


àxi  dx^  àxi  0x2 

sous  cette  forme  on  reconnaît  qu'elles  ne  contiennent  que  deux 

des  dérivées  à  calculer-; — ^-r^  et  -r~--  La  première  équation  donne 

oxi  0x2         dx\  '  * 

-;: — =^  >  puisque   le  coefficient  de  cette  dérivée  se  réduit  à  l'unité 
OXy  0x2     ^  ' 

pourj',^^  j7,(/=  I ,  . . .,  /i),  et  la  seconde  donne  ensuite  -f-Y' 

Un  raisonnement  analogue  peut  se  faire  sur  le  second  groupe, 
formé  de  quatre  équations  : 

(l^3)^-(l3,I)  =  o, 

(22,3)  -4-  (23,2)  =  0, 

(3»,i)  +  (3i,3)  =  o, 

(32,2)-^(32,3)  =  0, 

qui  renferment  les  quatre  dérivées  nouvelles  à  calcider  : 

à^yx         à^yi       à^yi  ^    à^y-i . 

dxi  dxi        dx^  dxi         ôx\  ôx\  ' 

les  deux  premières  ne  renferment  que  deux  dérivées  nouvelles,  et 

pour  yi=-  Xi{i=:^  I ,  . . .,  /i)  le  déterminant  de  leurs  coefficients  se 

réduit  à  sa  diagonale  principale  formée  d'éléments  égaux  à  l'unité; 

11         i       • .        >        ■         1  •      à^  y\      à^  Vi        i 

les  deux  dernières  équations  donneront  ensuite  -r=V  et  -^-^  >  et  la 
'  oxi  ox^ 

même  remarque  s'applique  au  d(''lorniinant  de  leurs  cocfficienis. 


i 

à 
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Tout  cela  peut  d'ailleurs  se  répéter  mutatis  inutandis  pour  les 
groupes  suivants,  chaque  groupe 

(i,/i),     (2,  A),     ...,     [(/i-ï),  A] 
donnant  lieu  aux  deux  systèmes  d'équations 

(l2,/0  +  (l/t,    1)  =  0,  (/l2,    ,)-+-(/m,/0  =  0, 

(22,  h)-\-{lh,  2)  =  0,  (/l2,2)  +  (A2,  h)  =0, 


[(A— i)2,A]  +  [(A-i)/t,(/j  — i)]  =  o,     .    [A2,(/i-i)]  +  [/i(/i— I),  A]  =  o, 

auxquels  s'appliquent  les  mêmes  remarques. 
La  proposition  annoncée  est  donc  établie. 

3.   Nous  venons  de  voir  que  les  équations  du  second  ordre  (a) 
et(j3)  déduites  du  système  (A)  sont  résolubles  par  rapport  à  toutes 

les  dérivées  du  second  ordre,  sauf  les  dérivées  — ^,  -, — -, —  ?   pour 

'  dx^i      dxidxx      ' 

lesquelles  i  est  inférieur  ou  égal  à  X;  nous  allons  montrer  qu'en 

passant  au  troisième  ordre  on  pourra  calculer  toutes  les  dérivées 

troisièmes  des  y  sauf  les  dérivées 

à^y\       à^yi         à^ji 


dx'i  àxf  àxi       dxi  dx 


pour  lesquelles  i  est  inférieur  ou   égal  à  \.    Ce  résultat  établi 
pourra  s'étendre  alors  à  tous  les  ordres  de  dérivation. 

DifFérentions,  par  conséquent,  les  équations  du  second  ordre 

(a)  {ih,  k)  =  o, 

(P)  {ii,k)  +  {ik,i)  =  o 

une  fois  encore. 

Les  équations  (a)  donnent  d'abord 

(a)  (ihl,k)-^{ih,kl)  =  o        {i -^  h  ^  k  ^  l), 

(b)  (ih^,  k)-\-{ih,kh)  =  o        (i^h^k), 

(c)  (ihk,k)-h(ih,  k^)  =  o        {i  ^  h  jé  k), 

et  nous  en  déduirons  immédiatement   toutes  les   dérivées  des  y 
relatives  à  trois  lettres  dillérenles.  Enjoignant,  en  effet,  (/i  —  3) 
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des  équalions  (a)  à  trois  éqiialions  du  groupe  (c),  on  a  le  Tableau 

(ihl,  k)  -h  {ih.  Al)  =  o        (A-  =  i,  . . .,  n  sauf/,  //,  /), 
(ihl,  i)-h{hl,  t2)  =  o, 
(ihl,  h) -h  (il,  A2)  =  o, 
(i/il,  /)  +  (ih,  l-')  =  o, 

et  le  déterminant  des  dérivées  - — ,      ,      se  réduit  à  Tunité  pour 

axi  oxfi  oxi  ^ 

yi=  Xii^i  =  I ,  ,  .  . ,  /i),  tous  les  éléments  de  sa  diagonale  principale 

devenant  égaux  à  l'unité  et  tous  les  autres  s'annulant. 

DiflPérentions  maintenant,  de   toutes  les  manières  possibles,  les 

équations  (^â);  elles  donneront 

(a')       (f2/j,  A)-r-(t2,  A/0-H(fA-A,  i)^{ik,  ih)  =  o        {i  ^  h  9^  /,), 
{b'  )      (i-n-,  A)  +  (f2,  A2)  -+-  ( iki.  i)  +  (iA-,  ik)  =  0        (i^  A), 
(c')  (i^,  k)-i--2{i^,ki)-h{i-^k,i)  =  o        {i  9^  k). 

Les  équations  (a')  sont  satisfaites  en  vertu  des  équations  [b) 
et  (c);  il  ne  reste  donc  à  examiner  que  les  équations  {b')  et  (c') 
avec  celles  du  groupe  [b)  déjà  formé. 

Considérons  les  équations  du  groupe  (/;), 

(6)  (iA-2,  h)  +  (ikjdi)  =  0, 

011  f  et  A"  ont  la  même  valeur;  elles  sont  en  nombre  (/?  —  2)  et  dé- 
terminent les  dérivées  - — =^-^(X  ^  i^  /»)  an  moyen  des  deux  dé- 
rivées  troisièmes 

()3  y.  d^  y^ 


I 


dxi  dx\        dxi  dx\ 

et  de  dérivées  d'ordre   inférieur.  [Le  déterminant  des  inconnues 
se  réduit  toujours  à  l'unité  pour  y,=  :c/(f  =  i ,  ...,  /«).] 

Passons  aux  groupes  (6')  et  (c').  Nous  remarquerons  que  les 
équations  (6')  sont  symétriques  par  rapport  aux  indices  i  et  A", 
tandis  qu'il  n'en  est  pas  de  même  des  équations  (c'),  et  nous  for- 
merons un  premier  groupe  des  équations 

l  ( i2  A,  A )  -1-  (  t'A*,  i)  +  ( i>,  A»  )  4-  (  lA,  ik)  =  0, 
^     ^  \  (k\i)-^i{k^,ik)-i-{k^i,k)  =  o, 

où  l'on  supposera  k  inférieur  à  i. 
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Les  équations  de  ce  groupe  {b")  seront  résolubles  par  rap- 

port  à  toutes  les  dérivées  — .,        ?  — ^^—-r,  où  \est  inférieur  à  i. 

ùxj  ôx\     ôxi  âx{ 

Prenons  successivcmcnl  pour  (A,  f )   les  combinaisons   (i,   2); 

(1,3),  (2,  3);  (1,4),  (2,  4),  (3,4);.... 

La  première  combinaison  donne  deux  équations  qui  renferment 

les   deux   éléments   nouveaux   (')    - — =t^-'   -; — '^r-ri    'a  deuxième 

^    '     âx-x  Oxj      axi  dx\ 

équation  ne  renfcime  qnc -r — ^^^  avec  le  coefficient .— et  la  pre- 
mière  permet  ensuite  de  calculer  - — =^-î-r>  le  coefficient  de  cette  in- 

'  OXx  ôx\ 

connue  étant  touiours  rr— • 

Cette  remarque  s'applique  à  toutes  les  combinaisons  :  la  com- 
binaison ii.  k)  ne  renferme  que  deux  éléments  à  calculer  — .,    ^'    > 

'  '  dxf  dxh 

— '^—^  et  le  déterminant  des  coefficients  se  réduit  à  l'unité  pour 
dxi  dx% 

Le  groupe  {b"')  épuise  les  écjuations  {b'')  et  la  moitié  seulement 
des  équations  (c');  il  reste  donc  à  envisager  un  groupe  (c")  formé 
des  équations 

(A-3,  i)  +  2(/c2.  ki)  4-  {k-^i,  k)  =  o, 

pour  lesquelles  k  est  supérieur  à  i.  Nous  allons  montrer  qu'o/i 
peut  les  résoudre  par  rapport  aux  dérivées  — =^j  où  \  est  infé- 
rieur à  i. 

Le  raisonnement  est  analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  pour 
les  dérivées  premières.  On  prend  successivement  pour  (i,  k)  les 
combinaisons  (i,   2);   (i,   3),    (2,    3).   La  première  combinaison 

(i,  2)  ne  renferme  que       ,'  >  dont  le  coefficient  est  -j-^  •  Les  deux 

combinaisons  (i ,  3)  et  (2,  3)  renferment  les  inconnues  .  3?  ^  ■/> 
et  le  déterminant  des    coefficients  de  ces  inconnues  se  réduit  à 


(  '  )  On  a  vu  plus  haut  que  toutes  les  dérivées ■  (X  ^  /  ^  A)  s'expriment 

ÔXi  ôx^ 

avec  les  dérivées  du  second  et  du  premier  ordre. 
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l'unité  pour  yi=:Xi{i=\^  ...,  ii).  D'une  manière  générale,  les 
combinaisons 

(1,0,     (2,0,     ...,     {(i—\),i\ 
renferment  les  éléments  nouveaux 

dx'f  dXi  '  "  '  ôxf 

el  le  déterminant  de  leurs  coefficients  est  simplement  le  détermi- 
nant fonctionnel 

à(yu  •••,7/-i) 
d{xi,  ...,  Xi-i)' 

Cela  suffit  à  établir  la  proposition  annoncée. 

4.  Si  l'on  dijférentie  jusqu'à  l'ordre  (/>  +  2)  les  équa- 
tions (A),  on  pourra  calculer,  en  fonction  des  dérivées 

0x1;+'  '      Ox';+'  dxi        ■  ■  *  '      dxi  Ox'{^'  ' 

oii  i  est  inférieur  ou  égal  à  ).,  toutes  les  autres  dérivées  d'ordre 
/?  +  2  ;  on  obtiendra  une  seule  expression  pour  chacune  de  ces 
dérivées. 

Supposons  le  théorème  établi  pour  les  ordres  p  cl  p  -\-  i  (nous 
venons  de  l'établir  pour  les  ordres  2  el  3);  montrons  qu'il  est 
encore  vrai  pour  l'ordre  p  -\-  1. 

Nous  désignerons  d'une  manière  générale  par  A^  l'ensemble  de 
toutes  les  dérivées  d'ordre  /?,  à  l'exclusion  des  dérivées 


dx^         ùxl    '  dx\  dxi  dx'^   ' 

OÙ  i  est  au  plus  égal  à  X.  Si  l'une  des  dérivées  de  A^^o  s'obtient 
de  deux  manières  différentes  en  diiférentianl  les  dérivées  de  A^^, , 
ces  dernières  ne  peuvent  différer  que  par  une  des  variables  de  dif- 
férentiation  ;  les  deux  dérivées  de  A^,  qui  les  ont  fournies  ne  diffé- 
reront donc  que  par  deux  variables  de  différentialion  au  plus. 
Nous  mettrons  dans  toute  dérivée  Ay,^2  quatre  lettres  en  évidence, 
qui  seront  les  indices  de  quatre  variables,  choisies  d'une  manière 
convenable,  sur  lesquelles  il  nous  suffira  de  raisonner. 
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Ces  dérivées  de  Ap^2  peuvent  renfermer,  pour  une  fonclion  yi^ 
quatre,  trois,  deux  ou  une  au  moins  des  variables  Xi  différentes 
de  x\\  il  J  a  lieu  d'étudier  successivement  les  différents  cas  qui  se 
présentent. 

i"  Considérons  une  dérivée  de  A^^o  où  figurent  quatre  lettres 
différentes  et  supposons  qu'on  l'ait  obtenue  de  deux  manières  en 
différentiantrespeclivemenl,  par  rapport  à  Xi  et  Xh  (')?  deux  déri- 
vées de  Ay,^,  ;  les  deux  expressions  de  cette  dérivée  pourront 
s'écrire,  suivant  leur  origine,  sous  la  forme 

i{hldi),     h(ikU), 

où  l'on  a  mis  eu  évidence  les  indices  k,  l  des  doux  autres  lettres 
et  la  partie  J  commune  qu'il  est  inutile  de  développer. 

La  dérivée  (hkU)  appartient  à  A^^,  et  n'a  qu'une  seule  expres- 
sion; on  peut  donc  prendre  pour  cette  expression  h{kU)^  puisque 
(kl3)  appartient  à  A^. 

De  même  (iklJ)  appartient  à  A;,^.,  et  n'a  qu'une  seule  expres- 
sion; on  prendra  pour  cette  expression  i(kU),  puisque  (A/J) 
appartient  à  A^,. 

Les  deux  expressions  de  (ihklJ)  sont  alors 

ih(kU)     et     hi{kli)\ 

on  les  obtient  en  dérivant  deux  fois  une  même  dérivée  de  Aj,  ; 
elles  sont  donc  identiques. 

2°  Considérons  maintenant  une  dérivée  de  A^^^a  où  figurent  seu- 
lement trois  lettres  différentes;  elle  aura  l'un  des  types 

{ihkn),    (ihklJ). 

Supposons  qu'une  dérivée  du  premier  type  s'obtienne  de  deux 
manières  différentes  : 

i(hk^J),     h(ik-^i); 

elle  s'obtiendra  aussi  sous  la  forme 

k(i/ik3), 


(  '  )  Nous  supposons  expressément  que  les  lellrcs  i  et  h  sont  différentes  de  >>  ;  le 
cas  où  l'une  d'elles  est  X  sera  traité  plus  loin. 
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puisque  (^ihki)  appartient  à  A^^,.  Comparons  les  dérivées  (hk^i) 
et  (ihkJ)  qui  appartiennent  à  A^^,  ;  elles  n'ont  qn'une  seule  expres- 
sion pour  laquelle  on  pourra  prendre  respectivement 

/<(hk3)     et     i{hki), 

puisque  [hki)  appartient  à  A^,.  Les  deux  expressions  de  i(hk-3) 
et  k{ilïki)  sont  donc  identiques.  Il  en  est  de  même  des  expres- 
sions h(ik'^i)  et  k(ihkJ)  et  enfin  des  expressions  i(hk'-J)  ei 
h{ik^-i). 

Passons    aux    dérivées   du    second    type    et   considérons    deux 

expressions 

i(MXj)     et     h{ikli) 

de  l'une  d'elles.  La  dérivée  (hkXJ)  appartient  à  Ap^.i  ;  elle  n'a 
donc  qu'une  seule  expression  qu'on  peut  écrire  \[hkJ)  j)uisque 
(hki)  appartient  à  A^,,  et  l'on  a,  par  suite, 

i{hkAi)=il{/ik}). 

On  aura  de  même 

h{iklJ)  =  hl(iki). 

Mais  aux  deux  expressions  signalées   de  la  dérivée  de   Ay,^o  il 
faut  ajouter  l'expression 

l(ihki) 

puisque  [ihkJ)  es!  une  dérivée  de  A^^,,  expression  qu'on  peut 
écrire  indifleremment 

li(hki)     ou     IhiikJ). 

Il  suffit  de  comparer  ces  deux  dernières  formes  aux  formes 

i\{hk3)    et     /tX(jA-J) 

pour  reconnaître  que  toutes  les  (.'xpressions  obtenues  pour  (//iA"XJ) 
sont  identiques. 

3°  Examinons  les  dérivées  A^^o?  où  "C  figurent  que  deux  lettres 
dillérentes  de  xy,;  elles  ont  l'un  des  types 

(tS/Kl),     (i-^/r-i),     (i-^hlJ),     (tV/X'J), 

Si  une  dérivée  du  premier  Ijpe  a  deux  expressions 

t(i»/iJ),     /t(t»J), 
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on  conclut  de  la  seconde  que  i  est  supéiieur  à  ).  et,  par  suite, 
que  (i^J)  appartient  à  A^  :  les  deux  ex|)ressions  considérées 
peuvent  donc  s'écrire 

«7t(t2J),     /u"(i2J). 

Si  une  dérivée  du  second  tjpe  a  deux  expressions 

i{ih^i),     /i(t2/iJ), 

la  dérivée  (i/^-J)  a|)partient  à  A/,^,  et  peut  s'écrire  h(ihi)^  puisque 
(ihJ)  appartient  à  A^;  de  même  (i^/ij)  s'écrira  i(ih3)  elles  deux 
expressions  considérées  seront  encore 

ih(ihi)     et     hi{ihi). 

Si  une  dérivée  du  troisième  type  a  deux  expressions 
i{ih\})     et     h{i^li), 

elle  en  aura  une  troisième 

X(i2/lJ), 

puisque  (i'^hJ)  appartient  à  A^_^,.  La  première  et  la  troisième 
s'écriront  manifestement 

tX(i7iJ)     et     \i{ih]), 

puisque  [ihi)  appartient  à  A^;  elles  sont  donc  identiques.  Compa- 
lons  la  première  à  la  seconde;  puisque  {i'^Xi)  appartient  à  A^_j.,, 
c'est  qu'on  a  i>-X;  donc  la  dérivée  {iXi)  appartient  à  A^  et  les 
deux  expressions  considérées  s'écrivent 

ih{i'ki)     et     At(iXJ). 

Les  trois  expressions  de  (i'-hXJ)  sont  donc  identiques. 
Passons    au    quatrième    tvpe    :    avec    les    expressions    i(hX-J) 
el  /i(i\^J),  on  a  aussi  dans  A/,^2  l'expression 

X(<7iXJ), 

puisque  (ih\J)  appartient  à  A^.  L'expression  (h\-J)  appartenant 
'•  ^p+ti  on  a  /f  >>  ).  et,  par  conséquent,  (AXJ)  appartient  à  Ay,  ;  les 
expressions  i{h\'-J)  et  ^(i/ûj)  peuvent  donc  s'écrire 

tX(/tXJ)     ot     X«(/(XJ), 
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c'est-à-dire  sont  Identiques.  Les  lettres  i  el  h  jouant  le  même  rôle, 
la  deuxième  et  la  troisième  expression  de  la  dérivée  considérée 
sont  aussi  identiques. 

4°  Il  nous  reste  à  examiner  les  dérivées  Â^+o  qi''  ne  renferment 
qu'une  seule  variable  xi  dillérente  de  x\',  elles  ont  les  types 

{i'*)),    (i^XJ),    (j2À2J),    (iXU), 

où  i  est  supérieur  à  \. 

Or,  il  est  clair  qu'elles  ne  peuvent  s'obtenir  qu'en  dérivant  pur 
rapport  à  xi  une  dérivée  A^^,,  puisque  nous  avons  écarté  le  cas 
où  l'une  des  variables  de  dififérentiatiou  serait  x\. 

Pour  achever  la  démonstration,  il  faut  maintenant  considérer 
une  dérivée  Ay,^2  ayant  deux  expressions 

iÇki)     et     X(fJ). 

Mais  il  siiflil  de  jeter  un  coup  d'oeil  sur  les  divers  types  de  déri- 
vées A^^,  pour  reconnaître  que,  5/  (XJ  )  est  un  A^^, ,  La  dérivée  (J) 
est  toujours  un  hp.  Les  deux  expressions  considérées  sont  donc 

tX(J)     et     Xj(J), 
et,  par  suite,  elles  sont  identiques. 

5.  Nous  avons  donc  établi  que  les  seules  dérivées  paramétriques 
pour  tous  les  ordres  de  dérivation  sont  les  dérivées 

dx'î         dx'l~^  dx\  dxidxy^^ 

pour  lesquelles  i^\.  Ce  sont  manifestement   toutes  les  dérivées 

par  rapport  à  Xi  et  à  x\  de  la  dérivée  -p-  {i^\). 

On  les  obtient  toutes  et  chacune  d'elles  une  fois  seulement  en 
se  donnant  arbitrairement  : 

i"  Les  fonctions  des  deux  variables  xi,  x\  auxquelles  se  ré- 
duisent les  dérivées  -—(i  <^\)  quand  on  y  fixe  les  valeurs  ini- 
tiales des  autres  variables; 

a"  Les  fonctions  d'une  seule  variable  x\  auxquelles  se  ré- 
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(luisent  les  dérivées  j—  quand  on  y  fixe  les  valeurs  initiales  de 
toutes  les  variables  sauf  x\. 

C'est  ce  que  nous  entendons  en  disant  que  la  solution  générale 
du  sjsteme  comprend  — lonctions  arbitraires  de  deux  va- 
riables et  n  fonctions  arbitraires  d'une  seule  variable. 

6.  Seconde  démonstration.  —  Nous  avons  vu  tout  à  l'heure 
qu'on  déduit  du  système 

par  une  première  différentiation,  les  systèmes  du  second  ordre 

(a)  {i,kl)=o         {i^k^l), 

{i,  lu)  +  (f2,  k)  =  o, 


(P) 

Les  équations  (a)  déterminent  toutes  les  dérivées  T — — — Q^r^iji^li) 

à  l'aide  des  dérivées  du  second  ordre  restantes  et  des  dérivées  du 
premier  ordre.  Considérons  isolément  ces  équations  (a);  nous 
allons  montrer  qu'elles  forment  un  système  complètement  inté- 
grable  qui  permet  de  calculer  toutes  les  dérivées  des  expres- 
sions -- — =^^  {\^  i :péi  k)  et  celles-là  seulement. 

On  a  vu  qu'une  différentiation  des  équations  (a)  donne  les  trois 
grotq)es  d'équations 

(a)  {ihl,  k)  +  {ih,  kl)  =o         {i^h^k^l), 

{b)  {ih\k)  -h{i/i,kh)  =  o        {i  ^  h  ^  k), 

(  c  )  (  i/ik,  k)  -h  { ih,  k'n  =  o         (i  ^  h^  k), 

dont  on  peut  déduire  toutes  les  dérivées 

dxi  ôx/i  ùxt       Oxi  âxl 

La  proposition  est  donc  établie  pour  le  troisième  ordre. 
Supposons-la  vraie  pour  les  ordres  p  et  {p -h  i)  et  montrons 
qu'elle  subsiste  pour  l'ordre  {p  -+■  2),  c'est-à-dire  établissons  que 
\xxvi.  7 
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les  diverses  expressions  d'une  même  dérivée  d'ordre  [p -\- i)  qui 
appaitienl  à  l'ensemble  considéré  sonl  nécessairemenl  idenliques. 
Les  dérivées  dont  il  s'ai>it  forment  un  ensemble  B,  caractérisé 
par  ce  fait  que  deux  variables  au  moins  j:,,  Xh  différentes  de  x\ 
figurent  dans  les  variables  de  différentiation  de  toute  fonc- 
tion yx. 

Soient -T — j  - — deux  expressions  d'une  même  dérivée  de  B^+27 

où  l'on  suppose  (/^A^),);  je  dis  que  H  doit  contenir  une  va- 
riable de  difïéreuliation  xi  différente  de  Xi  et  Xh  ou  la  variable  x\ 
prise  deux  fois  au  moins.  En  effet,  si  H,  qui  appartient  à  B^^,, 
ne  renferme  que  Xh  el  xi,  la  dérivée  1  qui  appartient  à  By,^,  aussi 
ne  renfermera  plus  que  xi,  ce  qui  est  contradictoire. 

On  peut  donc  écrire,  puisque  les  dérivées  de  B^^,  n'ont  qu'une 
seule  expression, 

H-      ^^J  I  ,_      ^'J 

dx/i  dxi  ôxi  dxi 

l  pouvant  être  ou  non  égal  à  h. 

Supposons  d'abord  [l^i ^  h);  si  J  est  une  dérivée  prise  par 

rapport  à  une  variable  autre  que  x/,  - —  appartient  à  By,  et  les  deux 
expressions 


âxi  dx/i 


peuvent  s  écrire 

(^2 


(^\     .,     ^L_/ii\, 


ùxi  àx/i  \  dxi  I  dxfi  ôxi  \  ôx/  / 

Si  J  ne  renferme  que  la  variable  de  différentiation  .r/,  celle  va- 
riable y  figure  au  moins  une  fois,  puisque  2  est  la  valeur  minimum 
de  ^  :  en  écrivant 

dxi 
on  aura 

ôxi  \  ôx/t  Ox/  /  '  dxi  \  dxi  dx/  / 


et  les  expressions  considérées  de  la  dérivée  B^^a  sont 

f)2L     \  c)2        /     an. 


ùxi  àx/  \  ôx/i  ôxi  J  dx/t  dx/  \  dx 


TTôx,) 
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qu'on  peut  manifestement  écrire  aussi 


dxi  dxi  \  dx/t  dxi  j  dxi  dx/i  \  ôxi  dx/ 

formes  sous  lesquelles  elles  sont  les  dérivées  par  rapport  à  a;/ d'une 
même  dérivée  B^^,. 

Supposons  maintenant  /=  A,  c'est-à-dire 

H=^4.,         1=      "' 


dx\  àxi dxh ' 

puisque  H  appartient  à  ^pj^\ ,  c'est  que  J  est  une  dérivée  prise  une 
fois  au  moins  par  rapport  à  une  variable  distincte  de  Xh  et  x\^  et  il 

en  résulte  que  - —  appartient  à  B^.  On  a  donc,  comme  plus  haut, 

£H   _        d^       I  ai  \  d\    _       d^       /_dJ_ 

dxi        dXi  dx/i  \  dx/i  )  dx^        dx^  àxi  \  dxh 

La  proposition  annoncée  est  établie  dans  tous  les  cas. 

7.  Nous  pouvons  conclure,  des  remarques  que  nous  venons  de 
faire,  que  toutes  les  dérivées  d'un  ordre  quelconque  p  des  y  s'ex- 
priment d'une  seule  manière  à  l'aide  des  dérivées 

àPy\  àPy\  dPy\  di>y\  /^    .•> 

dx{'      dxP-'àxi'      "*'      àxiàx'/-''       dx'/  ^^^'^' 

qui  sont,  par  conséquent,  les  dérivées  paramétriques. 

On  peut  donc  satisfaire  aux  équations  du  second  ordre  (a)  en 
prenant  arbitrairement  : 

1°  Toutes  les  fonctions  des  deux  variables  Xi,  x\  auxquelles  se 
réduisent  les  dérivées  j—  lorsqu'on  j  fixe  pour  toutes  les  variables, 
sauf  Xi  et  x\^  des  valeurs  arbitraires  x/,o(h  -pé  i,  X)  ; 

2°  Toutes  les  fonctions  d'une  seule  variable  auxquelles  se  ré- 
duisent les  dérivées  -p-  quand  on  y  donne  à   toutes  les  variables, 

sauf xx,  les  valeurs  arbitraires  x/,o{h:^'k). 

Il  est  clair,  en  effet,  qu'on  obtient  ainsi  une  valeur  et  une  seule 
pour  chacune  des  dérivées  paramétriques  et,  par  suite,  une  valeur 
et  une  seule  pour  toutes  les  dérivées  des  fonctions  inconnues  yx- 
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La  solution  obtenue  est  la  plus  étendue,  puisque  les  dérivées 
paramétriques  n'y  sont  liées,  en  un  point  a:/,Q(h  =  i ,  ...,/i)  de 
situation  générale,  par  aucune  relation. 

La  solution  générale  du  système  (a)  dépend  donc  de 
n(n  —  i)  fonctions  arbitraires  de  deux  variables  et  de  n  fonc- 
tions arbitraires  d' une  variable. 

Nous  ferons  maintenant  observer  que  les  équations  (a)  n'en- 
traînent pas  les  équations  (A),  mais  seulement  les  relations 

(A')  {i,k)  =  Fik{Xi,x,c), 

où  les  F/fr  sont  des  fonctions  arbitraires  des  deux  variables  dont 
elles  dépendent.  Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  remplace  dans  les  é(pia- 
tions  (A)  lesyx  par  'es  solutions  les  plus  générales  du  système  (a), 
ces  premiers  membres  deviennent  simplement  des  fonctions  des 

deux  variables  Xi^  xu  correspondantes.  Les  expressions  V  -p-  —^ 

où  l'on  remplace  lesyx  P''>r  'es  solutions  les  plus  générales  du  sys- 
tème (a),  ne  dépendent  donc  qu'en  apparence  des  variables  autres 
que  XiÇ.1  Xki  el  elles  ne  changeront  pas  si  l'on  fixe  dans  chacune 
d'elles  toutes  les  variables  sauf,  xi  et  Xk- 

Après  cette  ojiération,  —-  se  réduit  dans  l'expression  (/,/»)  à 

une  simple  fonction  de  xi  el  .za,  déj)en(lanl  des  données  initiales 

indiquées    plus    haut;   les    équations  (A)  n'entraînent   donc    que 

nin  —  I  )      1     •  1  ,         •    •  •   I  1     •  1 
; ^relations    entre    ces    données    initiales,    relations    qu  on 

obtient  en  égalant  à  zéro  les  fonctions  F,a.  Examinons  d'un  peu 
plus  près  ces  relations. 

Désignons,  pour  fixer  les  idées,  par  oii(xi,  xi)  la  fonction  des 

deux  variables  Xi,  x\  à  laquelle  se  réduit  -p-  quand  on  y  fixe  pour 

toutes  les  variables,  sauf.r/ct.z'x,  les  valeurs  arbitraires  x/foi^'y^',"^-)', 
cette  fonction  arbitraire  est  une  des  données  initiales  do  la  solution 
générale  de  (a).  Désignons  de  même  par  J>x('2^x)  la  fonction  de  x\ 

à  la(|uelle  se  réduit  ■—■  quand  on  y  fixe  pour  toutes  les  variables, 

sauf  .rx,  les  mêmes  valeurs  initiales;  cette  fonction  arbitraire  est 
encore  une  des  données  initiales  de  la  solution  générale  de  (a). 
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L'équation  (?',  k)  =  o,  quand  on  y  fixe  pour  toutes  les  variables, 
sauf  ^/  clXhi  les  mêmes  valeurs  initiales,  prendra  la  forme 

-+-  ^kii^Xi,  Xk)  ■^kixk)  +...-+-  '^iii{xi,  a7„o)  ^nk{xk,  Xaa)  =  o; 

elle  ne  renferme  que  deux  fonctions  de  deux  variables  qui  sont 
les  données  initiales  arbitraires  cp/;t(^A,  ^«),  ^ki{xi,  X/,).  Il  en  ré- 
sulte que  ces  équations  fonctionnelles  en  nombre  ^  "-~'^>  j^ier- 
mineront fonctions  de  deux  variables  à  l'aide  des  autres  ; 

par  exemple  toutes  les  fonctions  (DnÇxi,  x\),  où  i  est  inférieur  à  X, 
à  l'aide  des  fonctions  o\i[xi,  xi),  où  i  est  supérieur  à  X. 

On  le  reconnaît  aisément  en   prenant   pour  les   (0\i(xi,  xi)   la 
forme  particulière 

{xi—xio)t>liixi,xi), 

où  <I>x/est  une  fonction  holomorphe  arbitraire;  ce  choix  des  don- 
nées initiales  réduit  les  équations  fonctionnelles  (t,  A-)  =  o  à  la 
forme  simple 

<\li{Xi)  (Xi—Xio)'Pik(X/„  Xi)  -+■  <il;c{x/,)  (XA  —  Xio  )  */>■(•(  Xi,  X/,)  =  o, 

qui  détermine  ^ik{xk,  Xi)  lorsque  k  est  inférieur  à  i. 

Nous  avons  donc  établi  que  les  données  initiales  ne  peuvent 

plus  dépendre  que  de  — fonctions  arbitraires  de  deux 

variables  et  de  n  fonctions  arbitraires  d'une  variable.  C'est 
bien  le  résultat  déjà  obtenu  par  une  autre  voie.  » 


II.  —  Étude  des   équations  qui  expriment  que  les  surfaces 

U  =  COnSt.    FONT    PARTIE   d'uN    SYSTEME   COMPLÈTEMENT   ORTHO- 
GONAL. 

8.   Si  les  fonctions  m,  p,  w,   ...   des  n  variables  indépendantes 
définissent  /t  familles  de  surfaces  deux  à  deux  orthogonales  de 

l'espèce  à  //  dimensions,  elles  doivent  satisfaire  aux  -^ rcla- 
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lions 

(a) 


du    dv 


{u^v=w,...). 


M.  Darboux  (')  en  conclut,  par  un  procédé  régulier,  une  suile 
d'équations  du  premier  ordre  par  rapport  aux  fonctions  v^  (v,  . . ., 
dont  les  deux  premiers  types  sont 

^      d^  u       di>     div 
Jmà  dxi  dxii  dXi  dx/i 


dv    dw 


et 

(c) 

C'est  en  observant  que  les  équations  («)  et  [b)  déterminent  les 
rapports  des  dérivées  des  fonctions  p,  w,  . . .  qu'on  obtient,  en 
portant  ces  rapports  dans  les  équations  (c),  les  équations  qui 
constituent  le  premier  groupe  d'équations  du  troisième  ordre 
auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  m(x,,  ...,a:„). 

Nous  nous  proposons  d'étudier  les  conséquences  de  ces  équa- 
tions du  premier  groupe  prises  isolément.  Nous  les  regardons 
alors  comme  obtenues  en  éliminant  les  quantités  t',,  ...,  Vn'-, 
W|,  . . .,  Wn',  • .  •  dans  les  relations 

Va,(;,=  o,         ^UikViWk=o,  ^A/A  t',  (l'A- =  o, 

où  l'on  a  posé  h.ik  =  ^^U[Uihi —  2  N^f/,/, «^a/i  sans  rien  supposer  sur 
ces  quantités  p,, 


(V,, 


9.  Désignons  donc  part^,,  ...,  r„ ;  (V,, 
systèmes  de  solutions  des  équations 


<v. 


les  (/i  —  i) 


(») 
(2) 


2_,  "^ikVk^  \vVi-\-  \>-vUi 


(i  =  I,  ...,  n), 


UiVi 


.■+■  UnVn=  O, 


(')  Cf.  par  exemple  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  coordonnées 
curvilignes,  Liv.  I,  Chap.  1,  p.  ij. 
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qui  correspondent  aux  racines  A,,,  X,v,  ...  de  l'équation 


(3)  A(X)  = 


"il  — 

X 

Mi2 

Uln 

"l 

"21 

«22 ^        • 

U-ln 

«2 

Uni 

Un -2 

■       «««—  >^ 

a,j 

«1 

«2 

Un 

o 

o, 


racines  que  nous  supposerons  distinctes.  Ces  éléments  p,,  (r/,,  ... 
vérifieront  les  équations 

un  calcul  facile  permet  de  l'établir  en  partant  des  équations  (i) 
et  (2)  :  on  déduit  en  effet  des  équations  (i) 

i,  k  i  i 

et,  par  conséquent,  en  tenant  compte  des  équations  (2), 


on  aurait  de  même 


V  ua-viwi,  —  X,v,  ^<^,w,-. 


On  peut  donc  en  conclure,   si  X^  —  "^^w  ^  o,  les  relatiop.s 

\    Vi  Wi  =0,  2,  "■''<: ^'  ^'^'^-  =  ^^ 


Nous  supposerons  que  les  fonctions  p,,  . . .,  Vn]  <Vi  >  •••)  ^u  ]  •••? 
dont  les  rapports  mutuels  sont  déterminés  par  les  équations  (i) 
et  (2),  satisfont  aux  équations 


(1) 


2_j  ^i^lÀ^u^il^—  "i^uiUk)  =  O, 


/.A- 
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qui  sont  au  nombre -,  c  est-a-dire  que  la  jonction  u 

satisfait  aux  équations  du  troisième  ordre  qui  constituent  le 
premier  groupe  d'équations  de  M.  Darboux. 

Nous   nous  proposons  de  rechercher  <]uelles   consé(|uences  on  ■ 

en  peut  déduire  à  l'égard  des  surfaces 

M(a;i,  . . .,  a7„)  =  consl. 

10.   Différenlions  l'équalion  (4)  par  rapport  à  .r,„,  nous  aurons 

V  -. —  (  Vi  wi,  )  (  8„  Uiu  —  -i.  luf-i-k  ) 
/,* 

+  V  Vi  Wk  [(  "1  Uik,n\  -1-  ...)  +  («/«  1  "/•/.  1  -t-  .  •  •  )  —  2  (  Uk\  Uiin  1  -+~  •  •  •  ) 

—  •iiuiiu/^ni-h. ..)]  =  o; 

multiplions  alors  par  t,n  les  deux  membres  de  cette  équation  et 
faisons  la  somme  des  équations  analogues  relatives  aux  diverses 
valeurs  de  l'indice  m{m  ^=  \ ,  ...,  /i),  nous  obtiendrons  la  nou- 
velle relation 

V  ViWl,t,n  }(«lMav«l  +  --  •  )  —   2[(«,„i«;7.1  +...)-+"  ("/l"/,7«l  -H  .  .  .  ) 
i,  h,  m 

-t-  (  Ukl  Ui,n  1  -i-  .  .  .  )]  j  -+-  3  2  i^,-  IPA-  tm  (  ««/ 1  «//.  1  -H  .  .  .  ) 


(,  k,  m 


-H       V  tm  -^  (  Vi  Wi,  )  (  0„  Un,  —  2  0„.  M  A  ")  =  O  , 
i,  k,  ni 

OÙ  nous  avons  mis  en  évidence  une  partie  symétrique  par  rap- 
port aux  trois  systèmes  distincts  de  solutions  p,  (T',  t,  partie  qui, 
seule,  renferme  les  dérivées  du  quatrième  ordre  de  la  fonc- 
tion u. 

Les  équations  (4)  entraînent  donc  toutes  les  équations  du  troi- 
sième ordre  qu'on  obtient  en  écrivant  que  la  partie  non  symé- 
trique du  premier  membre  des  relations  précédentes  ne  varie  pas 
par  une  permutation  (juelconque  des  solutions  c,  (v,  t.  Cha(|ue 
combinaison  de  trois  lettres  distinctes  p,  (T',  t  donne  deux   de  ces 
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relations,  que  nous  écrivons 

(,  /■,  m  i,  k,  m 

(5j    ]    =   \^  Vm- {ti  <Va)  (8„  W,7.—  2Ô//,"a)  -+-  ^  ^  <tM^At'/«("//n  i<//,i4-...) 

(,  k,  m  i,  A ,  m 

/,  /i,  m  i,  fc,  m 

r-,        ,          •                           II     {n  —  i)(n  —  2)(n  —  3)  ,, 

L<es  effualions,  au  nombre  de ,  sont-elles 

nouvelles,   ou  bien  sont-elles  des  conséquences  algébriques  des 
équations  (4)?  C'est  ce  que  nous  allons  examiner. 

11.   Il  est  nécessaire  tout  d'abord  d'établir  un  certain  nombre 
de  conséquences  des  relations 

i  i  i,  fi 

qui  déterminent  les  rapports  des  p,-,  w<,  .... 
Différentions  par  rapport  à  x,h  l'équation 


nous  aurons 


i 

2  «'•-^/+ 2  «'■#;=«. 


et,  ensuite,  en  multipliant  par  t„i  et  sommant  convenablement, 

/,  m  i,  m 

on  peut  conclure,  en  tenant  compte  de  la  relation 

^  UimVit,n  =  O, 
i,in 

la  relation 


_  no  — 

que  nous  écrirons 

i 

en  posant  ^^  ^^  ^ 

Il  est  bien  entendu  qu'o/î  n'rt/>«.v  ,Wo,a  =  Sa^ 
L'équation  ^^iiVi=  o  donnera  de  même 

'  i 

V^         aWf  V  '^^'     —  n 


)U1S 


j,  m 

c'est-à-dire 


«  » 

Partons  maintenant  de  la  relation 

'^Ui/^ViVCi  =  o; 

on  en  déduira  par  le  même  procédé 


r) 


i,k  '.* 

puis  ^ 

que  nous  écrirons 

j,A,m  '■*■ 

ou  encore 

i,A,m  • 
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On  déduira,  en  particulier,  de  ces  dernières  relations,  en  obser- 
vant que  ^  UikmViWhtni  est  symétrique  par  rapport  aux  trois  sjs- 

(',  A',  m 

tèmes  de  solutions  v^  w,  t,  les  deux  relations 

I      2_,  Q'f  "'  ^t  vj  -^z^^"  "■'  ^'  ""' 

f  =^^vUi h,v tj  -t-  2I ^< Uj ^w Vj- 
Enfin,  on  déduira  immédiatement  de 

.     2 


la  relation 


i,k 


2^  ^ikmViWkU,n-\-S^  Ui 
i,  k,  m  i,  k,  m 


/t"/« — \ —  o, 

OX  1,1 


que  nous  écrirons 

I,  k  i  k 

12.  Les  relations  dont  nous  aurons  besoin  ensuite  renfermeront 
explicitement  les  diverses  racines  X^^  "^w,  ...  de  l'équation 

A(X)  =  o; 
nous  obtiendrons  ces  relations  en  partant  du  système 

i 

^UikVk='^vVi-\-  \i.vUi        (i  =  I.  . . .,  n). 


k 
On  peut,  en  effet,  en  conclure  par  diff'érentialion 

u.ik  ~  '     "  '     " 

k  k 
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dv,- 


/,  Uikm  Vk  Wi  +2^  ^ik  ^i  J-^  =  ^k  V  «^;  — "  +  V-v  ^  Him  '*" /, 


el  enfin 


i,k 


2^  Uu,m^k»'it,n->r  y     f^ik^it,,,  -^  =  A^    >«'//,„ , 

',  k,  m  i,  k,  m  i,  m 

que  nous  écrirons 

(  «6  )  ^    "/•/./«  V,(  Wit„i  -H  V  0^  Ul,  0,  Vk  =  ^K   \1  W/  8/  Vi. 

i,  k,  m  k  I 

Nous  déduirons  de  la  comparaison  de  celte  relation  avec  l'expres- 
sion déjà  obtenue  pour 


2  "'■/""  ^/'  ^'^'  ^m        [  cf.  (  aj  )] 


I,  A-,  m 


la  nouvelle  relation 


On  a  de  même 


2^  B^uk 8i  ivA-  =  —  X^,  V  iv,- 8/ i>i. 

k  < 


et  par  conséquent  aussi,  d'après  («2)1 

( «7 )  X.v, ^ 8^ Uk 8t Vf/,  +  X^ N  S», UkOi va=  0. 

k  k 

Portons    les    expressions    que    nous    venons     d'obtenir    pour 
^^OvUk^t^'^'k  et    pour   N^o„,«ASf«A  dans  les  relations  {a.<,)i   nous 


aurons 


Xj,  2^  Wi  8t  Vi  -H  X,»,  ^  Vi  Bt  Wi 

i  i 

=  X<2»v;8^^4-  lw^ti8t,iVi 

i  i 

=  Xj,  \/,Sn,r/  ■+■  Kt  ^f,S>v<,-, 


-  H3  - 

c'est-à-dire 

i  i  i 

La   valeur   commune   ù    de    ces    trois    quantités  est  d'ailleurs, 
d'après  («a)  ou  {a^)-,  la  somme  symétrique 

i,  k,  m 

Nous  obtiendrons  de  même  façon  la  relation 


,  k,  m  i,  k,  m 


/,  m 


que  l'on  peut  écrire 

V  WiV/,  Ou  Uik  -+-  ^  ô,v  Ui  Ou  Vk  =  Xç,  \  Wi  Ou  Vi  -^  V-v2.  ^i  ^«  "'■• 


Gomme,  d'autre  part. 


V  «//«  <V/  =  \v  Wni  +  1-1,1.  Uni , 


on  aura 

2^  UUn  Wi  U,n  =  [Iw  ^  "m  =  [^ivÔm  ", 
I,  m  m 

et  il  restera  simplement 

\    W,-  Pyt  Ô„  Ui/,  -+-  ^  8,v,  U/,  S„  l'/,  =  X^  ^  (V/  Ô„  t'/  -t- 

I,  A  A  J 

et  si  nous  comparons  cette  relation  avec  («5)  nous  en  conclurons 

(  ag  )  —  ^  8,,  u/,  S„  w'/.  =  X^  N^  Wi  8u  i'i  -+-  [J-i,  [J-w  Ou  u- 

k  i 

13.   Ces  relations  auxiliaires  établies,  nous  revenons  à  l'examen 


(x^jA,„o„a, 
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des  équalions(5).  Nous  commencerons  par  les  écrire  sous  la  forme 
abrégée 


(6) 


2^  i^ii  "'■/<•  —  2  0„,  M/,  )[lVk{  Cit  i>i  —  Oç,  ti  )  -+-  ViOt  iV/c—  ti  0^  Wk  J 
/,  A- 

+  3   >.  w/,Uik/(viOtU/  —  tiOi,ui)=  o, 


en  posant,  comme  plus  haut, 

Les  équations 

(  1  )  V  lia- Vk  =  y^vVi -+-  [li. M/, 

qui  servent  de  définition  aux  X  et  aux  [jl,  donnent  immédiatement 

et  la  seconde  partie  du  premier  membre  de  l'équation  (6)  prend  la 
nouvelle  forme 

3(>,— X^)^  Uiuvnvkti 

i,  k,  I 

•+•  3  |ji<  ^  p,-  w/t (  Bu  Uik  —  -i-  8h.  ui,  ) 

—  3  [JL„  N   ti  IV /c  (  8„  Ui/,  —  'i  8„.  iiA  ), 
I,  * 

quand  on  y  remplace  ùtUi  et  8t. i//  par  leurs  expressions  à  l'aide 
des  À  et  [jl;  on  voit  qu'e/i  raison  des  relations  du  premier 
groupe 

V  Vi  W,;  (  S„  Uik  —  7.  S„,  H/,  )  =  o, 

elle  se  réduit  au  seul  terme 

3(Xf— X^)  V  iii/,iViiv/Ji. 

i,k,l 

L'équation  (G)  s'écrit  donc,  après  avoir  divisé  ses  deux  membres 


(7) 
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par  (\[ —  Xi,),  supposé  différent  de  zéro, 

V  a/A/ Vi IV /c ti 

i,  K-,  l 


i,k 

Nous  remarquons  imméclialement  que  son  premier  terme  renCerme 
symétriquement  les  trois  systèmes  de  solutions  p/,  v/,,  p/;  les  deux 
équations  (5)  que  nous  avons  formées  pour  les  trois  systèmes 
différents  p,  w,  t  se  ramènent  donc  à  l'équation  précédente  et  à 
celle  qu'on  peut  déduire  en  permutant  deux  lettres  t  et  iv  ou  v 
et  w  qui  n'y  figurent  pas  symétriquement.  En  éliminant  la  partie 
symétrique  en  v,  (T',  t,  on  aura  les  équations  du  nouveau  type 

(X,— X„,)\(S«"/A  — 2o„,M/.)[(v/,(ô(r/—  0^//)  -f-  r/3^WA—  //ôj^tv/,! 
(8)    \ 

-Ckt—'>^i')^iOuli,/,—  2  0„.M/,)[(7,(Sf  W/—  8^</)-t-  WiOtV/,—   ^/5,vt^/,;l, 
i,  ^■ 

qui  s'écrivent  encore,  en  groupant  convenablement  les  termes,  eu 
égard  à  l'arbitraire  qui  subsiste  dans  les  indices  sous  le  signe  \^, 

\    W/,(0„M//,—  2  0„,.M/,)[(X^,  — X„,)Of  i'i   —(h  —  X,„)Ôi.^/] 
i,k 

(  9  )     /  "*"  Zj  ^''  ^  ^"  "'''■  ~  ^  ^"'  "''•  )  t*^  ^''  ~  ^'^  ^  ^'^  ^'    ~  ^-  ^"''~  ^^  -*  ^^  '*'' J 

I   +  X  ^/.  (S„«//.— 2  0,,  u/,)[(X„.—  X,)Sj,M'/--(X^— X,)8n,p/]  =  o. 

',  i,  A- 

Ainsi,  chaque  combinaison  de  trois  lettres  distinctes  v,  (v,  t 
donne  une  équation  du  type  {'])  et  une  équation  du  type  (9). 

14.   Nous  allons  d'abord  transformer  ces  dernières, 
l^osons,  pour  simplifier  l'écriture, 

U  ik  =  8„  Uiic  —  1 8„.  M  A-, 

ce  qui   permet  d'écrire  les  équations  du  premier  groupe  sous   la 
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forme 

Les  relations 

2^  Ui  i>i  =0,  2  *"'■  ^i  =  " 

i  I 

nous  donneront  évidemment 

k 

en  désignant  par  L^,  L^,,  ...  les  racines  d'une  équation  d'ordre 
{n  —  i)  facile  à  former  [on  déduit  simplement  celte  équation  de 

l'équation 

A(X)=o, 

en   y   remplaçant   uik  par  U/a],  racines  toutes  inégales  d'ailleurs 
dans  le  cas  général. 
Portons  ces  valeurs  de 


^U,/HVo        2U,7,(^/,,         2^\iiktk 
k  k  k 

dans  l'équation  (g),  elle  deviendra 

(lo)        V(L,^,w,-4-M,„M,)[(X^— X„,)8<t'/  — (X,  — X„,)Sp^]  +  ...=  o. 

i 

Mais  nous  avons  établi  plus  haut  les  relations 

(«i)  ^"/3^t>,  =  o, 

/ 

(«s)        O^v—  X,v)  V  Wi  Ùt  Vi  =  (Xf  —  X,,,)  \]  ^^i  Sf  ti  =  {'>^v—'>h)2^  fiKvVi, 
i  J  I 

en  partant  des  relations 

2_i  "'  ^'i  =  Oi  \  «'/  W/  =  o,  ^  M/A  t'/  U'A  =  O, 

i  i  »,  A- 

qui  définissent  les  rapports  des  vi,  «va,  ....  11  en  résulte  que  les 
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coeffîcienls  des  éléments  L^v,   Mjv,   ...    dans  le  premier  membre 
de  (lo)  sont  tons  luils. 

Les  relations  (lo)  sont  donc  identiquement  satisfaites . 

Il   reste   simplement   à    étudier   les  relations  (7),   qui  sont  en 

,        (  n  —  i)(n  —  2)(n  —  3)  .  , 

nombre  ^ ;  nous  nous  servirons,  pour  les  trans- 
former, des  relations 

i.  k,  m  i  i 

qui  s'écrivent,  en  tenant  compte  des 

(«2)  2^  ty/5fpf-+  2^^i^t^i=  o, 

sous  la  forme 

/',  k,  m  i 

et  aussi  des  relations 

que  nous  venons  d'établir. 

Si,  après  avoir  multiplié  l'équation  (^)  par  [\t — ).,,),  nous  rem- 
plaçons respectivement 

2_,  ^iklViVktl 
i,  k,  l 

et  les  sommes  telles  (pie  ^U<Vr<v;t  [>ai'  leurs  expressions  données 

k 
par    les    relations   qu'on    vient   de    rappeler,    celle   équation    (y) 

prendra  la  forme 

i 
-+-  L^^,\wi(8t^',—  0^,ti)^  M,^,^  «/(  0;  (^,- —  8^<,) 

('0 

k  k 


Lt  %   t/r  0„  WA-  —   M,  J^  Uk  0(.  fVA- 


A- 
XXXVI. 
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Elle  se  réduil  immédialement  eu  vertu  des  relations  («,)  et  («a)  à 

[3(X<—  À^)(X^—  X.i,)4-  L.i,—  L^]^  iv/0/f,+(L,p—  Li)^ti  o^  W;  =  o, 

et  les  relations  («g);  cj^'i  donnent 

(  X  ^  —  X,v  )  N^  iPj  0/ p,- =  (  X,„  —  X<  )  ^  </ 0^,  iv/, 

pernfieltenl  de  l'éerire  définitivement  sous  la  forme  simple 

V  w,Si(^/[3(X<  — X^)(X„— X„,)(X„,— X() 
(     '  -^\.,„(X^.—  h)-^U{K'—'>^^)-i-KO^t—K)\  =  o, 

où  la  symétrie  qu'elle  présente  est  mise  en  évidence. 

On  en  concluia  donc,  sauf  les  cas,  évidemment  exceptionnels, 

où  les  racines  des  deux  équations  en  À  et  L  sont  liées  par  les 

(n  —  i)(n  —  •?.)(n  —  3)       ,      ■ 

:-- — — relations 

6 

j  o  =  3(X,-X,)(X,-X„,)(>^H.->>/) 
^'    ^  j  -f-L.,rA.,-X,)-+-L,(X,.,-X,)+L,(X,-X„,), 

ou  par  quelques-unes  d'entre  elles,  les  relations  I 

où  cp»,  t,  V  sont  trois  lellres  différentes. 

Mais  CCS  relations  (i 4)  sont  précisément,  ainsi  (ju'il  résulte  de 
l'identité  rappelée  plus  haut, 

les  relations 

(l5)  ^  UikiViWi,ti=  o, 

t,k,l 

(pii  expriment,  d'après  M.  iJarboux  ('),  rpieles  lignes  de  courbure 

1 

(  '  )  Cf.  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  coordonnées  curvilignes,       M 
§  77,  p.  .36.  ■ 
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de  chacune  des  surfaces  u  =  const.  sont  coordonnées.  Nous  avons 
donc  établi,  dans  le  cas  général,  que  les  équations  en  nombre 

(n  —  i)(n  —  2)(/i  — 3)  .  ,',         s  r  j  j>  ' 
-; ^^ qui  constituent  le  second  groupe  d  équa- 
tions envisagé  par  M.  Darboux  sont  des  conditions  dUntégra- 
bilité  des  équations  du  premier  groupe. 

15.   Considérons    maintenant    le     système    des    équations,    en 

,        (n  —  i)(/i  —  i){n  —  3) 
nombre ;: > 

D 

(i5)  ^  UjKi Vj  (v/.  ti  =  o, 

i.  /'■,  l 

OÙ  les  rapports  des  ('<,  h^a,  ti,  ...  sont  définis  par  les  relations 

( a )  ^un>i=o,  2^vnvi=o,  ^  Ui/c Vi w/,  =  o, 

i  i  I,  k 

et  proposons-nous  d'en  étudier  directement  les  conséquences. 

Nous  avons  vu  que  les  relations  qui  déterminent  les  rapports 
des  t^,-,  Wk^  ti^  ...  permettent  à  elles  seules  d'écrire 

on  peut  donc  conclure  des  relations  (i5)  les  équations 

I 
On  a,  d'autre  part,  en  vertu  de  ces  mêmes  relations  (a), 

(ai)  2^Ui8tVi=  o. 

Des  relations 

^a/8/i^,  =  o, 

où  a/  représente  une  des  (/î  —  a)  quantités  (V/,  ...,  Ui  (autres  que 
Vi  et  ^,),  oti  peut  déduire  immédiatement 
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en  désignant  par  A^"  et  A^"  deux  coefficienls  convenables.  Il  suffit 
d'observer  pour  cela  qu'on  connaît  deux  systèmes  de  solutions 
linéairement  indépendantes  Xj  = //  et  Xi^  vi  pour  les  relations 

i 

et  que  les  déterminants  d'ordre  (n  —  2)  formés  avec  les  coefficients 
de  (n  —  2)  des  X,- dans  ces  relations  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois, 
puisque  les  {n  —  2)  directions  définies  par  les  systèmes  a,,  . . .,  a„ 
sont  deux  à  deux  orthogonales. 

Ces  relations  (16)  sont  extrêmement  importantes;  en  voici  une 
conséquence  immédiate. 

Considérons  les  deux  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 

i  i 

elles  formeront  un  système  complet,  puisque  l'on  a 

i 

et  que 

o,ti-^ti>i  =  iK'-K'')^i-^i^''t'-^'t'')tr, 

elles  ont  par  conséquent  (/i  —  2)  solutions  communes.  On  conclut 
de  là  en  raisonnant  de  proche  en  proche  que  le  système  formé  des 
(n  —  2)  équations 

(d'où  l'on  a  exclu  8„/et  S,v/)  est  complet  et  admet  deux  solulions 
distinctes.  On  sait  que  la  fonction  u  est  l'une  de  ces  solutions, 
soit  iv  l'autre;  on  pourra  évidemment  écrire,  puisque  l'on  a 

et  que  les  (v/  ne  sont  définis  qu'à  un  facteur  près, 

dw       ^,    du  ,  .  , 
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Pour  que  les  Wi  soient  les  dérivées  d'une  même  fonction,  il  fau- 
drait donc  en  outre 

diVi        dw/c  _  àNw  du         (JN„,    du   _ 
dx/c        àxi         dx/c  dxi         dxi    dxk  ' 


c'est-à-dire 
La  relation 


-^,v=F„CiO- 


2 


Ui  Wi  =  o 


donne  d'ailleurs  la  valeur  de  N,v,  puisqu'elle  peut  s'écrire 

du    àw        ,,     v^  /  du  \^ 


\^  du    dw        »,     V  /  C"  N'' 


Si  l'on  veut  que  les  (Pj,  f/,  ti,  . . .,  dont  les  rapports  sont  donnés 
parles  relations  (a),  soient,  en  tenant  compte  des  équations  (i5) 
qui  expriment  que  les  surfaces  M  =  const.  ont  leurs  lignes  de  cour- 
bure coordonnées,  les  dérivées  de  fonctions  W,  V,  T,  ...,  il  faut 
donc  ajouter  au  système  (i5)  les  (n  —  i)  équations  nouvelles 


du    àN^^,  du     dN^^,  _ 

dxi  dxk        àxjc   dXi  ' 


OÙ  Von  a  posé 


du   dw 

Ne.  =- 


2   du    dw 
dxi  dXi 

m)" 

la  fonction  w  étant  complètement  définie  par  un  système  com- 
plet à  deux  solutions  distinctes  u  et  (v,  dont  les  coefficients  sont 
précisément  les  <v,-,  </,  . . ,  connus  au  mojen  des  dérivées  premières 
et  secondes  de  u. 


16.   Revenons    aux    formules  établies    par  M.   Darboux  (^Syst. 
ortk.,  n"*  72;  73);  nous  y  remarquons  l'identité 

u,  v\  / u,  w\       ^       f  ^1  ^ 
\u,  u 

XXXVI.  8. 
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qui  s'écrit;  lorsqu'on  ordonne  par  rapport  aux  puissances  des  f/,  iV;,, 

(a)  ^ ^'  "'^'(°«  "  °".  "/'  ~"  ^"  "'  ^''  "/••  )  =  *^' 


j,A- 


el  qui  permet  de  ramener  les  équations  du  premier  groupe  à 
laforme 

OÙ  Von  a  posé 

Cette  identité  (a)  est  déduite  par  M.  Darboux  d'une  relation 
plus  générale  où  l'on  a  dû  supposer  les  vi^  Wi,  . . .  proportionnels 
aux  dérivées  d'une  même  fonction,  c'est-à-dire  n'est  établie  que 
dans  l'hypothèse  où  les  surfaces  a  =  consl.  font  partie  d'un  système 
complètement  orthogonal,  mais  il  est  manifeste  qu'elle  subsiste 
dans  tous  les  cas. 

Nous  avons  en  effet,  dans  tous  les  cas, 

N    M/A- Ç/,  =  lf,Vi-h  lit,  Ui, 
A 

et  par  conséquent, 

2_,  "'/'  "'■  ^/'  =  H^''  ^  "/  =  f^"  °"  "  '■> 

i.k  t 

on  aura  de  même 

^M/A  «/"'/,=   \J-w^uU, 
i,k 

et,  par  suite,  en  multipliant  membre  à  membre, 

(u,  v\    / U,  Vl>\  ^ 

Mais,  d'autre  part,  les  relations 

\^  «,7,  V^:  =  X^  i>/  -+-  ,U,.  «, ,  2.  ""l  "'/•    "  ^'>-  "■'■  "^  f^"'  "'■ 
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donnent,  quand  on  les  multiplie  membre  à  membre  et  qu'on  fait  la 
sommation  par  rapport  à  ?', 


''       '  i  i  i 

<  i 

c'est-à-dire  simplement 

\u,  uj 
On  a  donc  bien,  dans  tous  les  cas,  comme  nous  l'avons  annoncé, 


u    1  \     u  \u,u 


Cette  remarque  nous  sera  utile  pour  l'examen  du  cas  particulier 
où  les  surfaces  a  :=  const.  forment  une  famille  de  surfaces /?ara/- 
lèles,  c'est-à-dire  satisfont  à  l'équation 

8„  a  =  I . 

Si  l'on  suppose  que  les  surfaces  ii  =  consl.  sont  parallèles,  on 
aura  les  égalités  successives 

^Uj=l,  ^UiUik=  o, 

i  i 

V  Ui  llikl  +  ^  Un  Uik  =  o, 
{'  I 

et,  par  conséquent,  on  peut  conclure  des  relations 

2  W//,  Ui  Vk  =  [i.,,  ^  M  ? 
i,  *  I 

que  tous  les  coejjicients  p.^,  |ji.,v,  •••  sont  nuls.  On  sait  qu'alors 
aussi  toutes  les  équations  du  premier  groupe  de  M.  Darboux,  qui 
peuvent  s'écrire 

\   (^jJV/JIa  — o, 
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sonl  vérifiées  et  qu'il  n'en  est  pas  de  même  des  équations  du  second 
groupe, 

^  UiklViWktl=  o, 


I,  k,  l 


qui  expriment  que  les  lignes  de  courbure  de  chacune  des  surfaces 
u  =  const.  sont  coordonnées. 

Comment  expliquer  ce  fait? 

Nous  avons,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 


et  aussi 


2j  "'■*  ''/'■ = ^'^  ^' 

k 

^  Va- VI,  =  L(, p/  -f-  M^  Ui. 


Mais  ici,  d'après  une  égalité  écrite  plus  haut, 

U ,7c  =  (  S„  Uj'A-  —  i.  ô„,.  i</,  )  =  —  3  5„;  «/,  =  —  3  N  Uij  uuj  ; 
il  en  résulte  donc 

V  u,  A-  C/,  =  —  3  \    Uij  Ukj  Vk, 


hk 


OU  encore 


On  a  par  suite 


2^  ^ii'  ^1'  ~~^Zid  "'''  ^t-  ^y  =  "  3  ^2  ^'• 


3X3i',=  'LvVi-^  M^M,-, 


et  il  est  facile  de  montrer  que  M^  est  nul  :  cela  résulte  de  la  suite 
d'égalités 

2^  U,Jt  Ui  iJ;t  =  —  3  X  3  ^  »,•  l>iZ=zO  =K2^  Ui  Vi  -hM^,^  uj  . 
i",  k  I  i  I 

Les  fonctions  L4,  . . .,  L«_)  sont  donc  telles  que 

L^  =  -3X;, 
et  cela  suffit  à  expliquer  le  paradoxe  apparent. 
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On  connaît  en  effet  Tidentité  algébrique 

(a  —  ^»)(6  — c)(c  —  a)-i-a2(6~c)-H62(c—  a)-i-c2(a  —  è)=o, 

et  il  suffira  de  remplacer  L,,,  Lu-,  L^,  . . .  par  leurs  valeurs  dans  les 
équations  (12), 

('2)        {    '^ 
I        I 

[  -+-  Ln,(X^—  X^)+  L((X,v— X^)-i-  L^(Xf—  X,y)]=  o, 

pour  reconnaître  que  tous  les  seconds  /acteurs  sont  identique- 
ment nuls. 

On  ne  peut  donc  pas  conclure,  dans  ce  cas  particulier,  des 
conditions  d'intégrabilité  des  équations  du  premier  groupe,  les 
relations 

i 

qui  constituent  le  second  groupe  d'équations  de  M.  Darboux, 
c'est-à-dire  que  les  équations  du  premier  groupe  ne  sont  pas  suffi- 
santes pour  que  les  surfaces 

u(a7i,  . . .,  Xn)=  const. 
fassent  partie  d'un  système  complètement  orthogonal. 

47.  Les  résultats  analytiques  que  nous  venons  d'obtenir  con- 
duisent à  quelques  questions  qu'il  serait  intéressant  d'élucider; 
nous  nous  bornerons  ici  à  les  énoncer. 

On  a  établi  que  les  équations  qui  constituent  le  premier  groupe 
de  M.  Darboux  forment  un  système  différentiel  décomposable,  en 
ce  sens  (|u'on  obtient  les  conditions  d'intégrabilité  de  ces  équations 
en  égalant  à  zéro  un  produit  de  deux  facteurs,  ce  qui  donne  lieu  à 
des  conclusions  différentes  suivant  qu'on  annule  l'un  ou  l'autre  de 
ces  facteurs.  Il  en  résulte  que  le  système  initial  conduit  à  un  très 
grand  nombre  de  systèmes  distincts  :  les  extrêmes,  qu'on  obtient 
en  annulant  tous  les  facteurs  de  même  type,  sont  compatibles  et 
nous  connaissons  la  signification  géométrique  de  l'un  d'eux,  relatif 
aux    systèmes    com|)lètement    orthogonaux.    Quelle    est   celle    de 
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l'autre?  Combien  y  a-t-il  de  systèmes  compatibles  distincts?  Com- 
ment les  oblient-on?  Quelle  est  leur  signidcation  géométrique? 

Quelle  est  également  la  signification  géométrique  de  réc[ualion 
en  L,  analogue  ù  celle  qui  détermine  les  directions  principales  sur 

une  variété 

u{xi,  . . .,  x,i)=  const. 

que  nous  avons  rencontrée? 


REMARQUE  SUR  LES  CONDITIONS  NÉCESSAIRES 

POUR 

QU'UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  AIT  SES  POINTS  CRITIQUES  FIXES; 

Pak   m.   Henri  Dulac. 


Les  raisonnements  par  lesquels  on  établit  les  condilions  pour 
qu'une  équation  difTérentielle  du  premier  ordre  n'ait  pas  de  points 
criticjues  mobiles  présentent  une  lacune  qui  pourrait  faire  craindre 
que,  dans  certains  cas  particuliers,  les  conditions  habituellement 
énoncées  ne  soient  pas  nécessaires.  Considérons  l'équation 
F(y'^  y^  x)=:  Oy  algébrique  en  y'  et  y.  Supposons  que  pour 
y  =  g{x)  plusieurs  valeurs  de  y'  deviennent  égales.  Soit 

Plusieurs  valeurs  de  z'  deviennent  égales  pour  z  =  o.  Supposons 
que  V  de  ces  valeurs  se  permutent  entre  elles,  lorsqu'on  tourne 
autour  de  5  =  o.  Si  nous  posons  z  =  Z'',  nous  aurons 

(i)  vZv-iZ'=A,(a7)Z-'-4-A,+i(.r)Z-'-^i  +  ...; 

5  est  un  entier  positif,  négatif  ou  nul,  les  A(^)  sont  des  fonctions 
(|ue  nous  pouvons  supposer  holomorphes  dans  le  voisinage  d'une 
valeur  x  =  a.  Supposons  qu'on  ail  ^  =  v — 5 — i  >•  o.  L'inté- 
grale Z(.r),  (pii  pour  .r  =  x^  prend  la  valeur  Z  =  o,  est  une  fonc- 
tion algébroïdc  de  x  à  q -\- \   valeurs.  On  en  conclul  (')   (pi'il  en 


(')  P'lcus,  Berlin.  lierichte,  l.  WXII,  i8S'|,  p.  703.  —  IIambuiuhck,  Journal  de 
Crelle,  t.   Il",',  iSf)3,  p.   na-xiO.  —  I'aim.kvk,  Leçons  de  Slock/iolni.  p.  5.'|. 
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est  de  même  pour  z  =  Z^.  Celle  conclusion  peut  être  fausse  dans 
certains  cas.  Si  nous  considérons  par  exemple  l'équation 


pour  laquelle  on  a  v  =  4,  5  ^  2,  ^  =:  i ,  on  vérifie  facilemenl  que 
l'intégrale  z  =  x-  est  la  seule  intégrale  z(x)  nulle  pour  x  =  o] 
c'est  une  fonction  holomorphe  et  non  une  fonction  algébroïde  à 
deux  valeurs. 

Je  vais  montrer  que  cette  circonstance  exceptionnelle  ne  peut  se 
présenter  que  pour  des  valeurs  isolées  et  fixes  de  x^,.  L'existence 
de  pareilles  valeurs  de  Xq,  pour  lesquelles  les  raisonnements  habi- 
tuels sont  en  défaut,  ne  changera  donc  rien  aux  conditions  néces- 
saires pour  que  l'équation  n'ait  pas  de  points  critiques  mobiles  :  il 
faut  qu'on  ait  5^v  —  i.  Pour  établir  la  conclusion  que  j'ai  en 
vue,  on  peut,  en  considérant  le  développement  fourni  par  l'équa- 
tion (i), 

1  2 

cherchera  reconnaître  dans  quel  cas,  contrairement  à  l'affirmation 
de  Fuchs  et  de  M.  Hamburger,  5  =  Z^  est  une  fonction  à  moins  de 
^4-1  déterminations.  Celte  façon  de  procéder  présente  quelques 
longueurs.  Il  nous  sera  plus  conimode  de  développer  le  raisonne- 
ment par  lequel  M.  Painlevé  (passage  cité)  démontre  qu'en  général 
z  est  une  fonction  k  q  -\-  [  déterminations. 

Nous  pouvons  écrire  l'équation  (i)  sous  la  forme 

(2)  z'=  Bo(a;z)-hBi{x,z)Z^  B^icc,  3)Z2-4-.  .  .+ Bv-i(a7,  z)Zv-i, 

en  posant 

(3)  ^  =  Zv; 

Bfl,  B,,  ...,  Bv_(  sont  des  fonctions  holomorphes  pour  a:  =  a, 
y  =  o.  En  général,  à  chacune  des  valeurs  de  Z  vérifiant  l'équa- 
tion (3)  correspond  d'après  (2)  une  valeur  distincte  de  z'.  Par 
suite,  Z  s'exprime  en  fonction  rationnelle  de  z'  et  des  coefficients 
Bq,  h,,  ...,  Bv_(.  Il  est  donc  impossible  que  z  soit  une  fonction 
a^'aiit  moins  de  </ +  i  déterminations,  si  Z  est  une  fonction  à 
q  -+- 1  déterminations.  Ce  raisonnement  ne  serait  jamais  en  défaut, 
si  l'on  n'était  pas  obligé  de  considérer  :;  comme  une  foncti  on  de  x 
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En  efTel,  si,  laissanl  x  fixe,  on  fait  loiirncr  z  aiiloiii-  de  :;  =  o, 
l'équalion  (2)  fournil  par  hypothèse  v  valeurs  dislincles  de  z'  cor- 
respoiidanl  aux  v  valeurs  distinctes  que  prend  Z.  Mais  nous  ne 
pouvons  raisonner  ainsi;  nous  devons  cor)sidérer  z  comme  une 
fonction  de  x  et  il  peut  se  faire  que  cette  fonction  soit  telle  que 
pour  chaque  valeur  de  x  et  pour  les  valeurs  correspondantes  de  z 
et  2'  les  équations  (2)  et  (3)  aient  plusieurs  racines  communes. 
Dans  ce  cas,  z  pourra  avoir  moins  de  ^  -f-  i  valeurs,  alors  (jue  Z 
en  a  ^  +  1 . 

Remarquons  maintenant  que  si,  dans  (2),  s'  reprend  la  même 
valeur  pour  deux  valeurs  Z  ettoZ,  racines  de  l'équation  (;5)  (10  est 
une  racine  d'ordre  v  de  l'unité),  on  aura 

(to-i)n,(^,Zv)Z  +  (a)2— i)B2(iF,Zv)Z2+...  +  (œv-i-i)Bv_i(ar,  Zv)Zv-i  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  expression  est  divisible  par  oi  —  i 
et  par  une  certaine  puissance  de  Z;  une  fois  la  division  ellVctuée, 
nous  obtenons 

Co(:r)+ Z  Gi(a:)+ Z2  C2(j;)-+-.  .  .  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  relation  est  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  Z;  les  coefficients  Co,  G,,  ...  sont  des 
fonctions  connues  de  x^  holomorphes  pour  :r  =  «.  Cette  relation 
ne  peut  être  vérifiée  par  une  fonction  Z(^)  nulle  pour  x^^x^  i\w& 
si  l'on  a  C„(^o)=  o. 

Ce  n'est  donc  que  pour  des  valeurs  fixes  dea:„,  vérifiant  la  rela- 
tion Co(a?o)=  o,  que  :;  peut  avoir  moins  de  </  -f-  «  déterminations 
tandis  que  Z  en  a  «7  4- i .  Eu  particulier,  ce  n'est  que  pour  des 
valeurs  fixes  ^0  ^"e  l'intégrale  s(.r),  prenant  pour  .r  =  iCo  la  valeur 
5  =  0,  peut  être  uniforme  pour  x^=^Xq^  si  l'on  n'a  pas5^v  —  1. 
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SDR  LES  CARACTÉRISTIQUES  DES  SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 

Par   m.   J.    Le  Roux. 

1.  Pour  exprimer  (|u'un  système  d'équations  linéaires  est  incom- 
palible  ou  indéterminé,  il  suffit  d'écrire  que  les  équations  homo- 
gènes, obtenues  en  négligeant  dans  ce  système  les  termes  indépen- 
dants des  inconnues,  admettent  des  solutions  non  nulles. 

Cetle  remarque  si  simple  et  si  évidente  permet  de  rorn>er  les 
équations  caracléristirpies  des  systèmes  généraux  d'équations  aux 
dérivées  partielles. 

Considérons  un  système  S  (pielconque,  à  n  variables  indépen- 
dantes a?,,  x-i,  .  .  . ,  X/i,  et  p  fonctions  inconnues  w,,  Uo,  .  .  . ,  Up- 
Nous  sup|)Oserous  simplement  (|ue  le  système  ait  été  mis  sous 
forme  complètement  intégrable  par  des  difFéientiations  et  des  éli- 
minations successives. 

Si  les  é(pialions  ne  sont  pas  linéaires  par  rapport  aux  dérivées 
de  l'ortlrc  le  |)lus  élevé  //  de  chacune  des  fonctions  inconnues  Ui, 
nous  raisonnerons  sur  le  système  auxiliaire  de  M.  Darboiix,  qui 
présente,  au  point  de  vue  de  l'indétermination,  les  mêmes  carac- 
tères que  le  système  S,  et  qui  est  toujours  linéaire  et  homogène. 

Pour  déterminer  les  valeurs  que  prennent  en  un  point  les  fonc- 
tions u  et  leurs  dérivées,  il  faut  joindre  aux  équations  du  sys- 
tème S  les  équations  additionnelles  qui  se  déduisent  de  la  consi- 
dération des  fonctions  initiales. 

Supposons  qu'on  ait  calculé  pour  a,  toutes  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  /■, ,  pour  u-,  les  dérivées  d'ordre  inférieur  à  /o,  etc.  Il 
s'agit  de  calculer  les  dérivées  des  ordres  /■,,  /-o,  ...  des  fonc- 
tions Ut  ,  Uo-,  .  .  .  • 

Les  équations  additionnelles  peuvent  se  mettre  sous  une  forme 
que  nous  allons  indiquer,  en  sup|)osant  d'abord  que  les  fonctions 
initiales  soient  des  fonctions  arbitrairement  données  sur  une  va- 
riété A  à  n  —  I  dimensions. 

Soit  fj  une  déiivée  d'ordre  /', —  i  de  la  fonction  Ui.  On  formera 
la  dilTérentielle 

dvi  =  - —  dxi  -H  - —  ax-i  -!-...-(-  - —  d.T,, . 

ÔTi  ÙXi  ()x,i 

XXXVl.  û 
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(^eLle  clin'éreiiLielle  a,  an  point  considéré,  nne  valeur  délerniinée 
quand  ûf^,,  dx^^  .  .  .,  dx,i  soni  les  composantes  d'un  déplacenieni 
inlinilésima!  sur  la  variéLé  A,  c'esl-à-dire  quand  on  a  enlre  les 
(piaulités  dxi  nne  lelalion  de  Ta  forme 

(i)  A,  dx\  +  hi  d.ro  -^ .  .  .-\-  h„  dr,,  =  o. 

Si  les  équations  ainsi  formées,  jointes  à  celles  (ju'on  déduit  du 
système  (S),  conslilnent  un  système  incompatible  ou  indéterminé, 
les  équations  linéaires  et  homogènes 

dans  lesquelles  les  coefficients  dxi  sont  liés  par  la  relation  (i), 
admettent  des  solutions  non  nulles,  et  ces  solutions  vérifient  les 
équations  linéaires  et  homogènes  qu'on  déduit  du  système  (S) 
quand  on  y  néglige  les  termes  qui  rie  contiennent  pas  les  dérivées 
de  l'ordre  le  plus  élevé  de  chacune  des  fonctions  inconnues. 

Observons  maintenant  que  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (i)  et  (2)  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  difiTéren- 
tielies  c^^Ta  s'annulent  pour  les  mêmes  valeurs  de  ces  différentielles. 
Nous  pouvons  en  conclure  que  les  coefficients  sont  proporlionnels. 

La  difïerentielle  d'''Ui  qu'on  formerait  avec  les  valeirrs  des  déri- 
vées satisfaisant  aux  équations  de  la  forme  (2)  se  réduirait  donc, 
à  un  facteur  près,  à  une  puissance  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  : 

( 3 )  d''  Ui  =  X, (  A 1  dxi  -+-  hi  dx^ -t- . . .  -H  //„  dx„  )'.. 

Remplaçons  dans  les  équations  du  système  (S),  réduites,  comme 
nous  l'avons  indiqué,  à  leurs  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé,  les 
dérivées  d'ordre  r,  de  (li  par  les  valeurs  qu'on  déduit  des  iden- 
tités (3).  Les  résultats  obtenus  sont  linéaires  et  homogènes  par 
rapport  aux  multiplicateurs  X/. 

L'élimination  des  multiplicateurs  n'est  pas  toujours  possible 
dans  les  systèmes  où  il  existe  plusieurs  fonctions  inconnues. 
Quand  elle  est  possible,  elle  donne  les  conditions  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  coefficients  A,,  Iiy,  .  .  .,  h„  de  l'équalion  (1) 
pour  que  le  problème  de  Cauchy  se  présente  sous  forme  indéter- 
minée. Ce  sont  les  équations  caractéristiques. 


\ 
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On  verra  facilement  que  la  niélliode  de  M.  HadamarJ  ('),  quand 
elle  est  applicable,  donne  exactement  les  mêtnes  résultats. 


2.  Appliquons  notre  méthode  aux  équations  de  la  déformation 
des  surfaces,  exemple  traité  par  M.  Hadamard.  Le  système  à  ré- 
soudre, prolongé  jusqu'au  second  ordre  pour  le  ramènera  la  forme 
complètement  intégrable,  est  de  la  forme 


(4) 


(dxy     /dyy-     /dzy     ,, 

dx  dx         dy  dy         dz  dz 

du  dv         du   dv         du   dv           ' 

m-m'Htï-'^' 

■^  dx  d-^x           1   dE 
^^  du  du'^            ■?.   du 

•^  dx    d-x          1   dE 
^  du  du  dv        i.   dv 

yi  dx  d^x           dF         t   dG 

jLU  du   dv''-             dv         1  du  ' 

•^  dx  d''-x           dF        1   <^E 
J^  dv   du^            du        ■).   dv  ' 

^  dx     à-x          I   dG 
^d.  dv   du  dv         X  du 

^  dx  d'^x            I   dG 
^d  dv    dv'^            1   dv 

■^  \d''-x  d'^x        1  d-x  \^'^^         d-F 
.^     du:''    dv^         \dudv/        ~~  du  dv 

i   d-^G 
2    du^ 

I   d^E 
"i.    dV' 

Le  calcul  des  dérivées  premières  ne  donne  pas  d'équations  carac- 
téristiques; celui  des  dérivées  secondes  conduit,  après  l'élimina- 
tion des  multiplicateurs,  à  l'étpiation  caractéristicpie 


(5) 


dx 
du 

dx 
dv 

-ihk 

du 

ày 

dv 

du^             dv'i 

-ihk 

dz 
du 

dz 
Tv 

''du^^'^'ov^ 

-ihk 

d-x 
du  dv 

à'y 

du  dv 

d^z 

du  dv 


=  o, 


(  ')  IlADAMAun,  liullelin  de  la  Société  matliémali(jue,  t.  \\\IV,  p.  4*^. 
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en  supposant  réfjiiatlon  entre  les  difTérentielles  du  el  c?e,  analogue 
à   l'équalion  (i),  mise  sous  l<i  loiine 

(  6  j  /'  du  -\-  /{  dv  =  o. 

L'éliniinalion  de  h  el  k  enirc  les  deux  éi|(ialions  (5)  el  (6)  donne 
inimédiatenienl  ré(|iialioii  des  lignes  asjinplolif|ues  sous  la  forme 
liabiluelle. 

3.  Les  équations  caractéristiques  en  A,,  h-i-,  •■•  peuvent  êtie 
considérées  comme  définissant  tangentiellement  des  variétés  algé- 
briques dans  l'espace  à  n  diniensions  homogènes.  Les  méthodes 
ordinair<!S  permettent  de  passer  des  équations  tangentielles  aux 
équations  ponctuelles,  homogènes  par  rap|)ort  aux  difTéren- 
tielles dXf,  'Ix-,-, Ces  écjualions  aux  différentielles  sont  véri- 
fiées par  les  bicaractéristiques  de  M.  Hadamard. 

Dans  le  c;is  des  é(piations  aux  dérivées  partielles  linéaires,  les 
équations  caractéristiques  exprimées  en  variables  tangentielles 
peuvent  êlre  assimilées  à  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Il  serait  intéressant  d'examiner  si  ces  équations 
forment  un  système  inlégrabic.  Le  fait  est  assez  vraisemblable,  si 
l'on  rélléchit  au  rôle  que  jouent  dans  l'intégration  d'une  équation 
ui)i(pie  les  iiilégralcs  complètes  de  l'écpiation  caractéristique  (' ). 

4,  Il  existe  une  généralisation  immédiate  des  é(|uations  caracté- 
risti(|ues,  à  laquelle  on  se  trouve  conduit  en  supposant  que  les 
fonctions  initiales  soient  données  sur  des  variétés  à  moins  de 
n  —  I  dimensions. 

Les  diflérentielles  dxt  sont  alors  liées  par  plusieurs  relations  de 
la  forme  (i).  Supposons  qu'il  en  existe  k  : 

ï\  =  o,         Pi  =  o,         ...,         Pa  =  o, 

en   posant 

Pj  =  h ,  j  dxi  -t-  hij  dxj  -H ...  -H  /'/i  j  dxn • 

Un  raisonnement  semblable  à  celui  dont  nous  avons  fait  usage 
dans  le  premier  cas   nous   montre  que   la  diUcrenlielIc  d'iiti  est 

(')  Voir  Journal  de  Math.,  5"  sciie,  l.  VI,  p.  387. 
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nlors  une  fonction  homogène  d'ordre  /'/des  formes  P,,  Pa,  .  .  . ,  Pa- 
L'élimination  des  coefficients  de  ces  formes,  si  elle  est  possible, 
donneia  les  équations  caractéristiques  généralisées. 

On  peut  avoir  encore  à  considérer  des  cas  où  les  fonctions  ini- 
tiales seraient  définies  d'une  manière  diflTérente  pour  chaque  fonc- 
tion inconnue.  Notre  méthode  s'appli(jiierait  aussi  à  ces  cas  très 
généraux. 


SUR  LA  GÉNÉRATION  DES  MÉTRIQUES; 

Pau     m.     g.     (^OMBEIJIAC. 

Les  lignes  qui  jouent  le  rôle  d'axes  dans  une  métrique  liyper- 
boliqiie  (c'est-à-dire  justiciable  de  la  doctrine  de  Lobatchevvskj) 
doivent  posséder  les  propriétés  géométriques  attribuées  aux  lignes 
droites,  à  l'exception  de  celle  (|ui  est  exprimée  par  le  poslulalum. 
On  se  propose  de  démontrer  qu'elles  doisent  remplir  en  outre  une 
autre  condition,  (pii  se  substitue,  dans  ce  cas,  au  postulatum,  de 
sorte  que  celui-ci  devient  un  cas  singulier  de  la  condition  d'exis- 
tence d'une  métrique;  lorsque  celle  condition  supplémentaire  est 
remplie,  la  métiique  est  complètement  déterminée  par  ses  axes. 


T. 


Pour  obtenir  de  telles  lignes,  il  suffit  d'établir  une  correspon- 
dance parfaite  et  ("ontinue  entie  l'espace  entier  et  le  volume  V  in- 
térieur à  une  surface  fermée  convexe  S.  Les  lignes  D  qui  corres- 
pondent, dans  l'espace,  aux  segments  rectilignes  contenus  dans  le 
volume  V  satisfont  aux  conditions  requises,  savoir  :  détermination 
par  deux  points  el  existence  de  surfaces  jouant  le  rôle  des  plans. 

Ces  propriétés  suffisent  pour  permettre  d'établir  une  géométrie 
|)rojective  par  rap|)orl  aux  lignes  consid(''rées  en  suivant  pas  à  pas 
l'd'uvre  de  Von  Slaudt  el  en  n'utilisant,  |)ar  conséquent,  que  la 
notion  d'intersection  à  l'exclusion  de  toute  idée  métrique. 

On  peut  d'ailleurs,  pour  l'étude  de  ces  lignes,  substituer  l'analyse 
aux  procédés  géomt'triques  en  établissant  au  préalable,  au  moyen 
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de  la  mélhode  indiquée  par  Von  Slaiidl,  un  svstème  de  coordon- 
nées projectives  faisant  correspondre  irois  nombres  réels  X,  Y,  Z 
à  tout  point  de  l'espace,  à  l'exception  des  points  situés  sur  un  cer- 
tain/j/rt/t  et  pour  lesquels  les  coordonnées  prennent  à  la  limite  des 
valeurs  infinies.  Un  tel  système  est  défini  par  trois  axes  concou- 
rants sur  chacun  desquels  deux  des  coordonnées  ont  des  valeurs 
nulles,  par  le  plan  des  coordonnées  infinies  et  par  le  plan  qui  a 
pour  équation,  par  exemple, 

X  + Y  +  Z  =  I. 

A  lout  syslcme  de  valeurs  réelles  (X,  Y,  Z)  ne  correspond  pas 
nécessairement  un  point  de  l'esi^ace.  C'est  ainsi  (|u'une  équation 
linéaire  à  coefficients  réels  pourra  n'être  satisfaite  par  les  coordon- 
nées d'aucun  point  de  l'espace;  mais  elle  n'en  déterminera  pas 
moins,  pour  deux  faisceaux  quelconques  de  lignes  D,  une  corres- 
pondance bien  définie  et  ayant  toutes  les  propriétés  projectives 
qui  caractérisent  les  correspondances  déterminées  de  cette  manière 
par  des />/a/?5  réels  (coirespondances  homographiques  présentant 
certaines  piopriélés  particulières).  L'observation  s'applique  éga- 
lement aux  équations  (pielcontpies,  et  rien  n'em|)èche  d'étendre, 
pour  la  généralité  du  langage,  la  dénoniinalion  de  surface  aux 
entités  géométriques  ainsi  définies  et  dont  chacune  déterniine,  à 
délaut  de  points,  une  correspondance  entre  deux  faisceaux  quel- 
conques de  lignes  D.  Si  ré(|uation  (;st  algébricpie,  la  corres|)on- 
dance  pourra  être  définie  au  moyen  de  pr()[)riélés  projectives, 
c'est-à-dire  ne  meltanten  jeu  qiu;  la  notion  d'intersection.  Knfin, 
moyennant  cette  interprétation,  on  peut  dire  (|ue  toute  surface 
algébricpie  est  transformée  par  une  transfonnalion  projcclive  en 
une  surface  du  même  degré. 

Le  système  de  eoordonnéc-s  ainsi  établi  réalise  aussi  une  repré- 
sentation du  volume  V,  |)uis(|ue  toute  conslrucliiui  projeetive  dans 
l'un  des  domaines  a  une  corres|)ondanle  dans  l'autre,  l'application 
étant  supposée  parfaite  et  continue.  La  surlace  S  est  formée  de 
points-limites  du  volume  V;  par  suite,  la  surface  (au  sens  étendu 
qui  a  été  défini)  qui  lui  correspond  et  son  équation 

(I)  /(X,  Y,Z)  =  o 

sont   parfaitement  déterminées   comme    limites    en    fonction    des 
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lignes  D  (on  pourrait  ne  s'attacher  qu'à  l'un  des  points  de  vue, 
analytique  ou  constructif).  L'équation  (i)  représente,  en  défini- 
tive, la  corres|)on(lance  à  double  détermination  qui  existe  entre 
une  ligne  D  d'un  faisceau  et  les  lignes  D  d'un  autre  faisceau  qui 
rencontrent  la  première  à  l'infini,  correspondance  elle-même  bien 
déterminée  puisque  les  secondes  lignes  le  sont  comme  positions- 
limites.  L'existence  et  la  signification  de  l'équalion  (i)  sont  donc 
bien  établies.  On  dira  que  celte  équation  représente  les  points  à 
Vinjini  o\\  la  surface  de  l'infini  relative  aux  lignes  D. 

On  pourrait  supposer  que  la  surface  S,  au  lieu  d'être  fermée, 
s'étende  à  l'infini  tout  en  étant  convexe  vers  la  région  extérieure 
au  volume  V.  Celui-ci  s'étendrait  alors  à  l'infini,  de  sorte  que,  pour 
avoir  la  surface  hornanl  ce  volume,  il  faudrait  joindre  à  l'équa- 
tion (  i)  celle  du  |)lan  de  l'infini  de  l'espace  auquel  appartient  le 
volume  V.  Ces  deux  équations  (abstraclion  faite  des  éléments  im- 
propres qui  ne  sont  pas  points-limites  du  volume  V)  représentent 
également  la  surface  de  l'infini  relative  aux  lignes  D;  cette  surface 
ne  se  réduira  donc  à  une  surface  du  premier  ordre  que  si  la  sur- 
face S  se  confond  elle-même  avec  le  plan  de  l'infini  de  l'espace  qui 
la  contient.  Dans  ce  cas,  les  lignes  D,  d'après  leur  génération 
même,  seront  les  correspondantes  des  lignes  droites  dans  une 
application  parfaite  et  continue  de  l'espace  sur  lui-même,  et,  par 
suite,  elles  satisferont  au  postulatum. 

Récqjroquemenl,  il  est  évident  que  les  lignes  D  ne  satisferont 
au  postulatum  que  dans  ce  cas. 

Le  postulatum  est  donc  équivalent  à  cette  proposition  :  la  sur- 
face de  V infini  est  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  :  la  correspon- 
dance établie  par  la  rencontre  à  l'infini  entre  les  ligues  de  deux 
faisceaux  est  liomogiapbique  et  possède  toutes  les  propriétés  de 
celles  qui  sont  d('!terminées  par  la  rencontre  sur  un  |)lan  donné. 

Sous  cette  forme  particulièrement  jjositive,  le  postulatum  appa- 
raît avec  son  vrai  caractère,  qui  est  nettement  projectif. 


IL 


Cherchons  à  définir  une  métrique  hyperbolique  ayant  pour  axes 
les  lignes  D.   L'ex[)ression    de   la   distance  doit,  comme  on   sait, 
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êlie  de  la  forme 

Qxx  —  v/fih  — ÛxxQ.vv 

où  Qxx  6sl  une  expression  quadratique  en  X,  Y,  Z;  Q^x'  et  Qxx'  'es 
expressions  correspondantes  en  X',  Y',  Z'  et  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'; 
on  supposera  en  outre  (pie  ù  corresponde  à  un  ellipsoïde  réel. 

Pour  que  les  axiomes  habituels  soient  satisfaits  (notamment.  Il 
doit  toujours  exister,  sur  un  axe  quelconque,  à  partir  d'un  point 
(pielconquc  et  dans  un  sens  donné,  un  et  un  seul  segment  égal  à 
un  segment  donné),  il  faut  que  rex|)ression  (2)  prenne  des  valeurs 
réelles  poui-  tout  couple  de  points  et  devienne  infinie  lorsque  l'un 
des  points  s'éloigne  indéfiniment.  II  faut  donc  que  la  surface  de 
l'infini  se  confonde  avec  celle  qui  est  déterminée  par  l'équation 

-Qxx  =  o. 

Il  est  donc  nécessaire  que  les  lignes  D  soient  telles  que  la  surface 
de  l'indiM  (prelles  (h'iermlnent  soit  du  second  ordre  (par  ra|)porl 
à  ces  lignes),  condition  susce|)til)le  d'utie  définition  projective  et 
qui  se  rapporte  en  délinilive  à  la  correspondance  déterminée  enlre 
deux  faisceaux  (pielconques  de  lignes  D  par  la  condition  d'intersec- 
tion à  l'infini. 

Dans  le  système  de  coordonnées  employé,  ti^x  ^era  alors  déter- 
miné à  un  fadeur  constant  près,  qui  est  sans  efl'et  sur  la  métrique 
correspondante;  celle-ci  sera  donc  égalemenl  déterminée. 

Clierclions  maintenant  à  définir  une  niétrupie  paral)oll(pie  a\ant 
poui'  axes  des  lignes  1)  données. 

On  ohllenl  une  Iclle  métrl(pie  en  prenant  [)oui-  la  dlslance  une 
expression  de  la  forme 


i->XX 


m  Kx  Rx 

où  H  est  un  polynôme  du  premier  degré  à  coefficients  réels.  Celle 


(')  \,  Y,  Z  sont  des  nombres;  c  est  une  longueur  {au  sons  relatif  à  la  métrique 
considérée),  savoir  celle  du  set;ii(ent  pris  sur  l'axe  des  X  à  partir  de  l'origine  et 
ayant  pour  cxlrémilé  le  poini  qui  forme,  avec  l'origine  et  les  points  de  rencontre 
de  cet  iixe  avec  l'ellipsoïde  il,  un  rapport  anliaruionique  égal  à  e. 
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expression  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  y  remplace  ù  par 
ii  +  XR^,  où  X  est  une  constante  arbitraire,  c'est-à-dire  lorsqu'on 
substitue  à  la  quadrique  déterminée  par  Q  une  autre  quadrique 
passant  par  l'intersection  de  la  première  avec  le  plan  R  et  pour 
laquelle  on  peut  prendre  un  cône;  on  peut  donc  écrire  Q  sous  la 
forme  de  trois  carrés  qu'on  supposera  tous  positifs, 

Q  =  SA?         (j  =  i,2, 3),         Qxx=  2A.xA,x'; 

enfin  on  peut  prendre  pour  plan  des  coordonnées  infinies  le  plan  R, 
c'est-à-dire  réduire  R  à  une  constante.  L'expression  jirécédente 
peut  donc  toujours  être  mise  sous  la  forme 


(^)  s/S(A,x'-A,x)-^; 

les  termes  constants  des  polynômes  A,  peuvent  d'ailleurs  être  sup- 
primés. 

Cette  expression  ne  prend  des  valeurs  infinies  que  lorsque  l'un 
des  points  appartient  au  |)lan  des  coordonnées  infinies;  ce  plan 
doit  donc  se  confondre  avec  la  surface  de  l'infini  et,  par  suite,  les 
lignes  D  doivent  satisfaire  au  poslulaluni,  d'après  l'écpiivaleuce 
établie  plus  haut  de  ce  dernier.  Cette  condition  étant  remplie, 
toute  expression  de  la  forme  (3)  définira  une  métrique  j^arabolique 
ayant  pour  axes  les  lignes  données. 

Les  résultats  de  ces  deux  paragraphes  peuvent  être  résumés  de 
la  manière  suivante  : 

Pour  que  des  lignes  possédant  les  mêmes  propriétés  géomé- 
triques que  les  lignes  droites,  abstraction  faite  du  postulatum, 
puissent  être  les  axes  d'une  métrique,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
surface  de  l'infini  qu'elles  déterminent  en  /aiso/i  de  leurs  pro- 
priétés projectives  soit  du  premier  ou  du  second  ordre.  Dans  le 
second  cas,  elles  donnent  lieu  à  une  et  une  seule  métrique,  qui 
est  hyperbolique  ;  dans  le  premier  cas,  elles  peuvent  servir 
d'axes  ù  une  infinité  de  métriques  paraboliques  correspondant 
respectivement  aux  diverses  coniques  imaginaires  situées  dans 
le  plan  de  l'infini. 

Ces  conclusions  s'étendent  évideiumenl  à  tous  les  continus  à /mH- 
mensions  applicables  exactement  sur  l'ensemble  formé  par  les 
systèmes  de  valeurs  réelles  de  n  nombres. 
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Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  métriques  elliptiques  (dans 
les  continus  qui  les  admettent)  ne  donnent  pas  lieu  à  de  semblables 
conditions.  C'est  ainsi  qu'en  Géométrie  sphériqiie,  par  exemple, 
si  l'on  prend  pour  coordonnées  projectives  (homogènes),  par  rap- 
j)ort  aux  grands  cercles,  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point, 
l'origine  des  coordonnées  étant  le  centre  de  la  sphère,  on  pourra 
toujours  prendre  pour  expression  d'une  distance 

ic  arc  tang > 

OÙ  Q,  est  une  expression  (juadratique  à  coefficients  réels  et  à  valeurs 
toujours  positives;  on  obtient  la  métrique  sphérique  ordinaire  en 
prenant 


III. 


La  propriété  projective  qui  se  substitue  au  postulai um  dans  les 
métriques  hyperboliques  peut  être  établie  au  moyen  des  procédés 
ordinaires  de  la  Géométrie  non  euclidienne. 

Si  Xi  JK,  z  désignent,  en  métricpie  de  Lobalchewsky,  les  lon- 
gueurs interceptées  sur  trois  axes  rectangulaires  Oj7,  Oy  cl  O:: 
par  les  |>crpcndiculaires  abaissées  d'un  point  M  sur  ces  axes,  on 
obtient  un  système  de  coordonnées  projectives  en  prenant 

X  =  ih  — ,  Y  =  lli^,  Z  =  ili— . 

On  reconnaît  en  effet  facilement,  en  s'appuvanl  sur  les  formules 
connues  de  résolution  des  triangles  en  métricjiie  de  Lobatchewskv, 
que  les  axes  (ou  lignes  droites)  sont  représentés  par  des  écpiations 
de  la  forme 

X  =  a -t- 6/,         Y=a'-|-6V.         Z  —  a"-\-b"t. 

D'autre  part,  on  vérifie  aussi,  au  moyen  des  formules  relatives 
aux  triangles  rectangles,  que,  si  o  désigne  la  distance  du  point  a:,  y,  :; 
à  l'oriffinc,  on  a 


th 


IC  y  IC  XC  IC 
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La  surface  de  l'infini  a  donc  pour  équation 

Qxx  =  X2  +  Y'-! -H-  Z2—  I  =  o, 

et,  par  suite,  est  bien  une  quadrique. 

Les  systèmes  de  coordonnées  {x^  y,  z)  et  (X,  Y,  Z)  ne  réalisent 
ni  l'un  ni  l'autre  une  représentation  parfaite  de  l'espace,  puis- 
qu'aucun  point  réel  ne  correspond  aux  systèmes  de  valeurs  pour 
lesquels  on  a 

X2-H  Y2-+-Z2—  I^O. 

On  obtient,  au  contraire,  un  système  de  coordonnées  satisfaisant 
à  cette  condition  en  posant 

^  =  r'"^T3r'      •^'^r'^^T^tr'       ^  =  R''^ST:rR 


(R  =  s/X2-HY2-t-Z0, 


ce  oui  donne 


X  :=    -r   ; =    -;th— ,  Y  =  ^  tll   -  ,  Z   =  —  th  - 

/■    e''  -I-  I         /•         i  r         -i.  r         2 


r         %  r 


Réciproquement,  l'espace  étant  rapporté  à  un  système  de  coor- 
données (x',  y',  ^')  réalisant  une  représentation  parfaite  et  con- 
tinue, les  formules  précédentes  définiront  une  métricpie  hyperbo- 
lique. Si,  en  particulier,  x',  y',  z'  sont  des  coordonnées  trirectan- 
gulaires  ordinaires,  on  voit  (|ue  les  droites  passant  p^^r  l'origine 
sont  des  axes  de  la  métrique-,  pour  deux  points  situés  sur  l'une  de 
ces  droites,  c'est-à-dire  tels  qu'on  ait,  pour  chacun  d'eux, 

x'        y'       z'        r 
X  ^  Y  ""  Z  ""  R' 

on  trouve,  pour  expression  de  la  dislance,  /^  —  r\  \  la  métri(|ue  con- 
sidérée se  confond  donc,  [)oiir  ces  points,  avec  la  métrique  ordi- 
naire. 

Le  plan  des  xy  est  une  surface  d'axes  et  les  axes  situés  dans  ce 
plan  ont  pour  équation  générale 

(  A  ar'  -h  B^'  )  +  C  =  o. 


r   C  -V  I 
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On  peul,  suivre  sur  cet  exemple  toutes  les  propriétés  qui  font 
l'objel  (le  la  G^'ométrie  non  euclidienne  avec  l'avantage  appréciable 
de  raisonner  sur  des  concepts  et  non  pas  seulement  sur  des  com- 
binaisons de  mois. 

Pour  les  continus  à  une  dimension  ouverts  (applicables  exac- 
tement surl'ensemble  des  nombres  réels),  les  deux  expressions  de 
la  distance  peuvent  s'écrire 


log 


X' 


,\'-  h 


,       a  —  X 

los^? r 


et 


X'-X. 


Elles  sonl  évidemment  réductibles  l'une  à  l'imlre  et  ne  donnent 
lieu,  par  consécpient,  à  aucun  classement  des  métriques.  Si  x 
et  x'  désignent  les  dislat)ces  de  deux  poinls,  dans  une  métiique 
déterminée,  à  un  poinl  O  pris  pour  origine,  les  deux  expressions 
précédentes  rentrent   dans  la  formule  générale 

OÙ /{x)  est  une  fonction  croissante  ou  décroissante,  toujours  déter- 
minée et  prenant  toutes  les  valeurs  de  —  oo  à  -t-  oo. 

On  voit  (piunc  Irlle  métri(|ue  est  toujours  arcliinu'dienne,  la 
quantité 

«  [.A  ^0 -/'«)] 

croissant  indéliniineiit  avec  le  nombre  entier/?. 

l*our  qu'un  ensemble  ordonné  M  admette  des  métricpies  archi- 
médiennes,  il  faut,  non  seulement  qu'il  soit  applicable  sur  lui- 
même  de  manière  (|u'on  puisse  faire  se  correspondre  deux  éléments 
quelconques  (condition  évidente  d'existence  des  métriques),  mais 
il  faut  encore  i|ue,  si  Ton  forme  un  ensemble  onloiiné  en  inettiiiit 
à  la  suite  l'un  de  raiitre  //  ensembles  idenlupies  à  un  segment 
(pielcoiupie  de  iM,  le  dernier-  élt'inent  (b;  cluupie  ensemble  eoïnci- 
danl  avec;  le  premier  élément  du  suivanl,  reiisemble  aiiiM  lonné 
|>uisse  être  applique''  sur  l'ensemble  I\I  de  manière  à  englober, 
pour  n  suflisammenl  grand,  deux  éléments  quelconques  de  M. 

Cette  condition,  évidemment  indépendante  de  toute  idée  iné- 
lri(|u<',  est  remplie  pour  les  continus;  elle  ne  Test  pas  pour  l'en- 
semble ordonné  de  fonelions  cité  comme  exi'mple  par  M.  Hilberl 
dans  ses  (i runillagen  der  Géométrie. 

Si  je   signale  ces   lemainpies    pai  lieullèremeiit   évidentes,    c  est 
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moins  pour  leur  inléiêt  propre  que  parce  qu'elles  donnent  une 
idée  de  l.i  siniplicilé,  de  la  clarté  et  de  la  brièveté  qu'aurait  une 
théorie  générale  des  inc'triques  fondée,  comme  l'est  déjà  actuel- 
lement l'Analyse  niatliémalique  elle-même,  sur  les  concepts  d'en- 
semble et  d'ordre.  On  ne  manquerait  pas  d'ailleurs  de  retrouver, 
établies  cette  ("ois  en  toute  lucidité,  toutes  les  conceptions  édifiées 
au  moyen  de  conventions  dont  le  moindre  défaut  est  de  se  rapporter 
à  des  objets  non  définis  cl  qui  d'ailleurs  peuvent  fort  bien,  tout  en 
n'étant  pas  contradictoires  entre  elles,  n'être  compatibles  que 
moyennant  la  réalisation  d'une  condition  supplémentaire  telle  que 
celle  qui  est  mise  en  évidence  dans  cette  étude  pour  les  méiriques 
à  n  dimensions.  Enfin  une  telle  méthode  est  la  seule  pleinement 
satisfaisante  pour  ceux  qui  pensent  (avec  G.  Cantor,  par  exemple) 
qu'en  Mathématiques,  tout  comme  en  Physique,  on  découvre  et 
l'on  ne  crée  pas. 


SUR  UNE  SUITE  DE  FONCTIONS  RATIONNELLES 
RATTACHÉES  AUX  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.    Michel   Petuovitch. 

ï.     —    Dl'cFlIMTION    ET    FORMATION     DES    FONCTIONS    ^h{x). 

1.   Etant  donnée  une  équation  algébrique  de  degré  n 
(i)  f{x)=o 

à  coefficients  réels,  désignons  par 

(2)  P/.(X)=0 

l'équation  de  degré  n  ayant  pour  racines  les  (a*)'^"""'  puissances 
des  racines  de  (i). 

Nous  appellerons /o/îcffo/i  N/f(>z;)  rattachée  à  l'écjuatioii  (i) 
la  fonction  rationnelle 

(3,  ^'■'-)=^- 

La  formation  de  N/,(x)  se  réduit  à  celle  du  polynôme  Pa(^)  de 
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degré  n.  Or,  la  règle  pratique  suivante  (')  fournit  le  moyen  de 
former  le  polynôme 

(4)  P/.(^)=  Coa""4-C,^"-'  +  ...4-C„_,a7-4-C„, 
en  pai  tant  du  polynôme 

(5)  P/,_,(a7)=:  Boa:''+  B,ar''-i  +  .  .  .+  B^.ja-H-  B„, 

supposé  déjà  formé. 

Le  coefficient  d'un  terme  quelconque  de  (4)  égale  le  carré  du 
coefficient  correspondant  de  (5),  moins  le  doid)le  produit  des 
coefficients  de  (5)  qui  le  comprennent,  plus  le  double  produit 
des  coefficients  qui  comprennent  ceux-ci,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  (pi'on  arrive  à  im  des  termes  extrêmes  de  l'équation  (5); 
enfin,  les  coefficienls  de  (4)  ainsi  calculés,  on  change  le  signe  de 
tous  ceux  des  puissances  impaires  de  x. 

Autrement  dit,  on  aura 

(6)  G/,  =  (-  i)«-/.(Bl—  2Ba._,  B/,+,  +  2B/,_jB/,+2-.  . .). 
En  partant  donc  de 

on  formera  de  proche  en  proche,  suivant  cette  règle,  la  suite  de 
polynômes 

(7)  Pi(^),     P2(:r),     V^{x),     ..., 

à  l'aide  desquels  se  fornierait  la  suite  de  fonctions 

(8)  N,(^),     N,(:r),     ^^{x),      ..., 

par  la  formule  (3). 

On  trouve  ainsi,  par  exemple,  pour  l'équation  du  sixième  degré 

(  9  )  ar*  —  a:^  -(-  2  .r*  —  3  J"^  -+-  -i  r '  H-  a;  -f-  I  =  o 


(')  Graffe,  Die  Au/losung  der  kôheren  numerischen  Gleichungen  (Zurich, 
1887).  —  Carvallo,  Méthode  pratique  pour  la  résolution  numérique  complète 
des  équations  algébriques  ou  transcendantes  (Paris,  i8y6). 
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(traitée  par  Gralle),  la  suite 

Gx^  —  5.T^-h  8x'>  —  QX^-\-  [^x''--\-  X 


(lo) 


No(:r)  = 
N,(.r)  = 
N2(a7)  = 

N3(^)  = 


x^  —  x'"»  -^-  ix'*  —  "i x'^  -\-  i.  x-  ^  X  -\-  \ 
6  37''  +  1 5  .r»  +  8  37*  +  9 .773  +  28  a;^  -(-  3  a? 

376  -h  3  37»  H-  2  37*  +  3  37*  -i-  I  4  ^^  H-  3  37  H-  I 
6376 —  9,5^3_)_  5637*+  91  .27^ -H  36437-+  1937 
376  —  5375-1-  14  37*  H-  3l  37-* -H  18237^  -H  1937  H-  I 
6371^-1-  1537Ô-I-  348037* -t-  1298  r  37*  H-  6394837^-1-   337 
37'' -h  337-5-1-  87037*-!-  43-27  37-^ -t-  3l  974372-1-  3  a;  -I-  I 


2.  Tl  est  possible  d'avoir  une  expression  e\|)licite  de  la  fonction 
Na(^)  sous  la  forme  d'une  combinaison  du  poljnome  f{x)  lui- 
même  et  de  sa  première  dérivée. 

A  cet  eflTel,  remarquons  que,  si  l'on  désigne  par  a( ,  aa,  . .  •,  a„  les 
racines  de  l'équation  (i),  on  aura 

?k{x}       Z^x  —  ^t' 

i  =  \  ' 

ou  bien 

(>I)  N,(37)==2— L-^. 

1  =  1  j L 

37 

Considérons,  d'autre  part,  l'expression 

f,.,\                   d>     /.^        ;•   f(0,/'((0,/-)    ,           ,    i^mfi^mr)'] 
(12)  v„i(r)=  —     — -7- 1- .  .  . H 77 —    > 

où  (0,,  (O2,  ...,  to,„  désignent  les  racines  primitives  de  l'équation 

37"'  —1=0, 
m  étant  un  entier  positif  quelconque.  Comme  on  a 

/(a,y/-)  ^  a,' 

■'        r 

on  peut  écrire 

(i3)  *.«(0=;;|7  2'^'^''^' 


—  Ui  — 
avec 

i  =  m 

Or,  ridenlllé 

(a;  —  tOi)(.r  —  w-i).  .  .(a-  —  w,„)=  a?"'—  i 

concliiil  facilemenl  à  la  siiivanle, 


wi  —  X       ti>i — X  w„, —  X        I  —  a-' 

laquelle  (ail  voir  (|iie 

A,(/-)  = 


ou  bien,  d'après  (i3), 

(i5)  *„,^r)  =  2- 


:  =  1   I  — 


La  comparaison  de  (i  i)  et(i5)  conduit  alors  aux  relations 


2-1 


(i6)  N/,(3')  =  <ï>,„(r),         pour  /•  =  ^2   «^        „j  _  ^a^ 

(17)  <ï>,„(j:)=  N/,(/-),  pour  /•  =  a7-\  m  — t.'-. 

Nous  mons  ainsi  une  expression  explicite  de  N/,(.r)  50^/5  la 
forme  de  la  somme  de  2*  expressions 

où  il  faut  poser 

r  =  a;î~*         (y  =  i,  2,  3,  .  .  . ,  ■1''). 


II.    —   Rel/Vtion   entre  les  fonctions  Na(^)  et  le  nombue 

OE    RACINES    nE    l'ÉQUATION    DONNÉE   COMPRISES    A    l'iNTÉRIEL' R 
n'uNE    CIRCONFÉRENCE    DONNÉE. 

1.  On  connaît  le  rôle  cpie  jouent  les  polynômes  Pk(^)  dans  la 
méthode  de  GriilTe  pour  la  résolution  numéricpie  des  équations. 
Nous  indiquerons  ici   une  relation  qui  existe  entre  les   fondions 


-  us  - 

rationnelles  Na(x),  inliniement  liées  aux  polynômes  Pa(x),  et  le 
nornbie  h  de  racines  de  rëqiiation  donnée  (i)  dont  les  modules 
sont  inférieurs  à  un  nombre  donné. 

Soient  7.),  ao,  ...,  a/,  les  racines  comprises  à  Tintérieur  de  la 
circonférence  G  de  rayon  ;•,  ayant  l'origine  comme  centre;  y-h+y, 
'^h+2,  '■•■,  a„  les  racines  extérieures  à  G,  en  supposant  qu'aucune 
des  racines  ne  se  trouve  sur  G. 

Gomme  on  a  identiquement 


(19) 


1  =  1  I  — I  — 


=  A  +  £1, 


{20) 


et 


(21) 


les  ineea 


i=h 


''-2 — '7^ 


1=1 1 


^  /  a  A  '«  ^     /  /•  \ 


i  =  h-hl 


iz=/i  +  l 


lités 


(2-2) 


<  I,         pour  t  =  I,  2,  .  .  .,  A, 

<  I ,         pour  t  =  /i  +  I ,  .  .  . ,  n, 


combinées  avec  les  relations  (i  1),  (1  5),  (l 'j),  font  voir  que 
(23)  A==N(r2'')-£,_£2, 


(24) 


(25) 


£il< 


y     1  ' 

■ 

m 

2d 
,  =-- 1  1  — 

/n 

l'^K  21 


où  Ton  a  mis  pour  abréger  ni  =  2 

XXXVI. 


/<  + 1  I  — 


10 
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2.    Nous  cil  lirerons  la  coiisé(|ueiu;e  stii vante  : 

Supposons  c|iie  l'équation  donnée  y(x)  =  o  n'ait  aucMine  racine 
à  module  compris  entre  deux  nombres  R  et  R  H-  o  ni  é<^al  à  un  de 
ces  nonibies.  En  prenant  pour  /•  la  valeur 


>6) 


2 


le  nombre  de  racines  à  modules  inférieurs  à  R  sera  encore  A,  de 
sorte  que  pour  f  =  i ,  2,  .  . .,  A  on  aura 

(•27)  |a,|<R  =  r-^ 

et  pour  f  =  /i  -|-  I ,  .  . . ,  /? 

(  28  )  I  a/ 1  >  K  4-  0  =  /•  +  -  . 

Considérons    d'abord    ces    d<;rnières    racines.     I.'inégalilé    ('^-8) 
montre  qu'en  désignant  par  A  la   valeur 


(29) 

on  aura 

(3o) 

d'où 

et,  j)ar  suile. 


1  = 


H    ho 


•2  R  -4-  0 


A'"  <  I , 


-)/ 


d'où,  en  vertu  de 


< 


I  — X'"     ^       a, 


(  =  /i-ii 


V 

i  —  h  +  l 


on  lire 
(3i) 


h^K 


<(rt  —  h)l"', 


(n  —  /i)l' 
I  —  1"> 


-  147  - 

D'autre  part,  [joiir  les  raciues  a/  (fz=i,  2,  ...,  /i)  l'inégalité  (2-^) 
montre  que 

.  R  _  i^ 

r 


(3'>.) 


-<X; 


2R 


d'où  l'on  lire,  comme  loul  à  l'heure, 


(33) 

de  sorte  qu'en  posant 

(34) 

(35) 
on  aura 

^36)  I 


< 


h\' 


l'"  ' 


(i.  'i  R  +  0 


£,„  =  - 


ïl  +  £-2|<h,  |  +  |S2|<^, 


La  combinaison  de  (3  i),  (33),  (36)  et(a3)  conduit  alors  à  l'éga- 
lité 

(37)  /2  =  N(/-2*)+|?;i,, 

où  p/s  est  une  quantité  dont  le  modale  eut  inférieur  à  ^,„. 

3.   On  en  conclut  d'abord  f|ue  pour  toute  valeur  de  l'entier 
positif  k  on  aura 

(38)  ^iAr^')-ln<h<^,Ar-^')+l„, 
et  comme,  pour  k  =  ce,  on  a 

liniç,,,  =  o, 


on  auia 

(39) 


h  =  lim  Na(/-2*). 


Mais   on  peut   avoir  des  égalités  pareilles  même  pour  les 
valeurs  finies  de  rentier  k. 


Désignons  [)ar  iM,„  la  |)artie  entière  et  par  yw  la  partie  fraction- 
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nalre  du  nombre  N;t(/'"),  de  sorle  que 
(4o)  IN/,(/-'«)=M„,  +  Y,„, 

avec 

(40  o<Y,„<i; 

d'après  (38)  on  aura,  pour  loule  valeur  de  ^, 

(4'^)  M,n+(ym—U)<h<  M/«  +  (Ym  -!-?/«  )• 

Donnons    mainlenanl  à  A"  la   plus  petite   valeur   possible  pour 
cpi'on  ail 

(43)  o<$,„<i; 

d'après  (35),  celle  condition  sera  satisfaite  si  l'on  fait 

d'où  l'on  lire 

iog  Iog(n  -+- 1) —  log  logO 


(45)  A-> 


IOg2 


Distinguons  alors  les  deux  cas  suivants  : 
Premier  cas  —  Soit 

Dans  ce  cas  on  ne  peut  pas  avoir  yw^Çm,  car  on  aurait  alors 

Y//(-i- ;«(  =^  '  —  0i5         Y'" — Ç/"  =  Oj, 
avec 

o|6,<i,  0<0.2<l 

et,  par  suite, 

M„,+  02<//  <M,„^i  — 0,, 

ce  qui  est  impossible,  le  premier  et  le  troisième  membre  de  (^ette 
inégalité  ne  comprenant  aucun  nombre  enlier. 
On  ne  peut  donc  qu'avoir  y„j^  ^w,,  c'est-à-dire 

Y"l  -+-  '"'  =  1  —  ^h ,  Y"'  —  Sm  =  —  I  +  Oj, 

avec 

o<0,<i,         olOj<i, 
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h  =  m,n. 
Deuxième  cas.  —  Soit 

Alors  :  i"  Si  y,„>  ç,„,  on  aura 

avec 

o<ei<i,        o<e,<[, 

ce  qui  montre  que 

h  =  M,„  +  i. 

2°   Si  Y^li,„,  on  aura 

Ym  +  Im  =  r  +  Oi,  '{m—  ^m  =  —  l-f-  O2, 

avec 

o<6,<i,      o<e2ii, 

ce  qui  montre  que  h  est  égal  à  M„;  ou  bien  M„,H-  i. 
On  arrive  ainsi  au  tliéorèmc  suivant  : 

Etant  donnée  une  couronne  circulaire  C  ayant  Vorigine 
comme  centre,  de  rayon  intérieur  R  et  d^ épaisseur  8,  ne  con- 
tenant aucune  racine  de  L'équation  algébricjue  donnée  de 
degré  n,  si  l'on  donne  à  l'entier  k  une  valeur  quelconcjue 
supérieure  à 

^'^>  n^^l'og'ogl^^  +  O-loglog  .^R^g  J> 

le  nombre  h  de  racines  entourées  par  la  couronne  C  sera  égal 
à  M  ou  bien  à  M  +  i,  M  désignant  la  partie  entière  du  nombre 
JN/t(^)  pour 

(47)  ""  =  [^-^1)    ' 

En  particulier,  en  désignant  par  y  la  partie  fractionnaire  de 
Na(^)  pour  (47)  et  par  ^  la  valeur 

(48)  5  = 


/9.K  ^■xùY'' 
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i"   Si  Y  -h  ^  "i  1  on  aura 

h  =  M; 

2"   Si  Y  4-  ^  >  I  el  Y  =  ^  on  aiiia 

>=  M  +  1. 

Considérons,  comme  exemple,  l'équalion  du  sixième  degré  (9) 
du  paragiaplie  l  el  clicrchons  le  nombre  de  racines  entourées  par 
la  couronne  G  a^ant  R  =  o,6  comme  rayon  inlérieur  et  8  =  0,6 
comme  épaisseur,  en  sachant  que  G  ne  contient  aucune  racine. 

L'expression  (4^)  a  pour  valeur  2,^0,  de  sorte  qu'on  peut 
prendre  A"  =  3.  L'expression  N;,(:r),  calculée  à  cet  endroit,  prend 
i)Our 

x^(l\^tj   =(o,9)s=o,43o5 

la  valeur  2,06  d'où 

M  =  i,        Y  =  0,06. 

Et  comme,  d'après  (4^),  on  tiouve  ^  =  0,67,  on  aura 
7  +  ^  =  0,73  <i, 

ce  qui  montre  que  l'équation  a  exactement  deux  racines  entourées 
par  la  couronne  C.  Ceci  se  vérifie  directemeni,  car  l'é(|ualion  a 
trois  paires  de  racines  imaj^inaires  conjuguées  dont  les  modules 
sont  (GuAFFK,  loc.  cit.,  p.  28) 

pi  =:    I  ,52  3GG, 

P2  =  i  ,•?.')  )oi, 
P3=  0,52294, 

et  la  dernière  paire  est  la  seule  qui  soit  entourée  par  (l. 


ÉTUDE  SUR  LES  SURFACES  IMAGINAIRES  DE  MONGE 
A  LIGNES  DE  COURBURE  CONFONDUES; 

Pau   m.   L.   Raifv. 

Dans  l'article  XiX  de  son  Application  de  l'Anal)  se  à  la  Géo- 
métrie,   Monge  traite  de  la  surface  dont  tes  deux  ravons  de 
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courbure  en  chaque  point  sont  égaux  entre  eux  et  dirigés  du 
même  côté.  Il  remarque  toul  d'abord  que  celle  surface  est  carac- 
térisée par  la  propriété  d'avoir  ses  deux  (ainilles  de  lignes  de  cour- 
bure confondues,  à  moins  que  ses  directions  principales  ne  soient 
partout  indéterminées,  auquel  cas  \\  démontre  très  élégamment, 
en  négligeant  les  développables  isotiopes,  que  la  surface  est  une 
sphère.  Monge  intègre  ensuite,  par  sa  belle  méthode  des  caracté- 
ristifpies,  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  dont 
dépend  la  surlace  et  arrive  ainsi  à  la  définir  comine  enveloppe 
d'une  sphère  dont  le  centre  décrit  une  courbe  gauche  arbitraire  et 
dont  le  layon  est  égal  à  l'arc  de  cette  couibe.  Il  suit  de  là  que 
chaque  enveloppée  est  langenle  à  la  sphère  infiniment  voisine, 
et  Monge  conclut,  avec  raison,  que  les  |)oinLs  réels  de  la  surlace 
sont  tous  sur  une  développante  de  la  ligne  des  centres. 

On  énonce  aujourd'hui  ce  résultat  en  disant  que  deux  envelop- 
pées consécutives  ont  en  commun  deux  génératrices  reclilignes, 
de  sorte  que  les  surfaces  en  question  sont  des  surfaces  réglées  à 
génératrices  isotropes.  De  lait,  la  |)remière  solution  du  problème 
de  Monge  qui  ait  été  présentée  sous  forme  entièrement  explicite 
est  constituée  par  des  surfaces  réglées  imaginaires,  que  J.-A.  Ser- 
ret  a  fait  connaître  dans  sa  célèbre  Note  sur  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  i^Journ.  de  Liouville,  t.  XIII,  1848,  p.  36i).  Les 
surfaces  de  Serret  sont  caractérisées  parla  double  propriété  d'être 
réglées  et  d'avoir  leur  courbure  totale  constante  ;  on  sait  (Darboux, 
Théorie  des  surfaces,  t.  111,  p.  3i5)  qu'elles  résultent  de  la  dé- 
formation de  la  sphère  considérée  comme  surface  réglée. 

Dans  une  Note  publiée  en  i856,  Ossian  Bonnel  (Comptes rendus 
de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLIl,  p.  1067)  a  établi  incidem- 
ment une  équation  d'où  il  résulte  que  les  lignes  de  courbure  des 
surfaces  considérées  par  Monge  sont  en  même  temps  des  lignes 
as_ymptotiques,  et  il  a  prouvé  qu'elles  sont  toutes  tracées  sur  des 
plans,  isotropes  à  la  vérité,  mais  il  n'a  point  vu  (pie  ces  lignes 
étaient  des  droites  isotropes. 

C'est  S.  Lie,  semble-t-il  d'après  une  indication  de  M.  Slàckel 
[Leipziger  lierichle,  t.  XLVIII,  1896,  p.  478),  qui  a  reconnu 
l'identité  des  surfaces  imaginaires  de  Monge  avec  les  surfaces 
gauches  à  génératrices  isotropes. 

M.  G,   Schelfers  a  retrouvé  ces  mçmes  surfaces  (Einfilhrung 
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in  die  Théorie  der  Flâchen,  1902,  p.  227)  en  cherchant  celles 
dont  une  famille  d'asymploliques  est  composée  de  courbes  minima, 
et  il  a  exprimé  leurs  coordonnées  par  des  formules  d'où  il  est  aisé 
de  faire  disparaître  les  signes  de  quadialure  dans  le  cas  général, 
mais  non  dans  le  cas  des  surfaces  de  Serret. 

M.  Sliickel  a  fait  remarquer  [Leipziger  Berichle,  t.  LIV,  1902, 
p.  108)  que  l'enveloppe  des  sphères  définies  par  Monge  se  com- 
pose de  deux  nappes,  dont  chacune  est  engendrée  par  l'une  des 
deux  génératrices  isotropes  qui  sont  communes  à  deux  enveloppées 
consécutives  ;  mais,  ajant  admis  (p.  1  1  2)  que  ces  deux  nappes  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  plan,  il  n'en  a  point  approfondi 
l'élude.  iM.  Stiickel  a  donné  une  nouvelle  représentation  païamé- 
trique  explicite  des  surfaces  de  Serret. 

En  revenant,  à  mon  tour,  siii'  les  surfaces  remarquables  qui  ont 
fait  l'objet  des  travaux  |)récilés,  je  voudrais  pouvoir  les  appeler 
surfaces  de  Mange.  Mais  cette  désignation  est  depuis  longtemps 
attachée  aux  surfaces  dont  les  normales  touchent  une  développable. 
Aussi  donnerai-je  à  celles  qui  vont  nous  occuper  le  nom  de  sur- 
faces à  lignes  de  courbure  confondues,  pour  exclure  les  dévelop- 
pables  isotropes,  dont  les  lignes  de  courbure  soûl  indéterminées. 
Je  les  représenleiai  par  le  symbole  (Oa),  destiné  à  ra[)peler  que 
tous  leurs  points  sont  des  ombilics  et  qu'elles  ont  une  coinbure 
totale  K,  tandis  que  cette  notion  échappe  quand  il  s'agit  de  déve- 
lop|)ables  isotropes.  ïl  m'a  semblé  qu'il  y  avait  lieu  d'étudier  ces 
surfaces  parce  (pi'elles  sont  curieuses  en  elles-mêmes  et  que,  mal- 
gré leur  généralité,  il  est  possible  d'en  donner  diverses  représenta- 
tions entièrement  explicites  ou  n'exigeant  que  des  quadratures; 
parce  qu'elles  donnent  lieu  à  des  questions  d'applicabilité  assez  dé- 
licates; enfin,  parce  qu'il  aélé  émisa  leur  sujet  quelques  assertions 
erronées. 

J'établis  d'abord  (§  l),  par  un  raisonnement  purement  géomé- 
tri(pie,  l'identilé  des  surfaces  (Oa)  avec  les  surfaces  gauches  à  géné- 
lalrices  isotropes. 

Je  délinis  ensuite  (§  II)  la  Iransformalion  de  contact  cjui  permet 
de  les  déduire  des  surlaces  à  plan  directeur  et  qui  en  fournit  une 
représention  analytique  commode,  à  l'aide  des  coor Jonnées  lan- 
gentielles  isotropes  d'Ossian  Bonnet  ;  cette  représentation  convient 
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aussi  bien  aux  surfaces  de  Serret  qu'aux  surfaces  à  courbure  to- 
tale variable. 

En  cherchant  le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  des 
suifaces  (Oa),  on  trouve  des  formules  propres  à  représenter  une 
courbe  quelconque  (§  HT).  Le  calcul  de  la  courbure  conduit  à 
une  conclusion  qui  n'avait  peut-être  pas  été  remarquée;  pour  que 
la  courbure  d'une  courbe  soit  constamment  nulle,  il  faut  et 
il  suffit  que  cette  courbe  soit  tracée  sur  un  plan  isotrope. 

Je  détermine  ensuite  (§  IV)  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  des 
sphères  définies  par  Monge  et  je  cherche  la  condition  pour  qu'on 
puisse  les  appliquer  l'une  sur  l'autre,  en  faisant  corres|)ondre  les 
deux  génératrices  qui  appartiennent  à  une  même  sphère  envelop- 
pée. Bien  qu'elle  s'exprime  par  une  relation  différentielle  d'ordre 
élevé,  cette  condition  est  susceptible  d'un  énoncé  géométrique 
précis  :  le  lieu  des  centres  des  sphères  enveloppées  est  une 
courbe  telle  que  le  rapport  de  sa  courbure  à  sa  torsion  varie 
proportionnellement  à  son  arc. 

Les  surfaces  {Oh)  ne  sont  qu'une  variété  d'une  classe  de  sur- 
faces plus  générales,  dont  la  courbure  totale  dépend  seulement  de 
l'un  des  paramètres  des  lignes  de  longueur  nulle.  Ces  surfaces 
mettant  en  défaut,  comme  les  surfaces  à  courbure  totale  con- 
stante, la  théorie  classique  de  l'applicabilité  fondée  sur  l'emploi  des 
paramètres  différentiels,  j'indique  (§  V)  le  moyen  de  décider  si 
deux  d'entre  elles  sont  applicables  l'une  sur  l'autre.  J'établis  en- 
suite une  proposition  relative  au  problème  général  de  la  détermi- 
nation d'une  surface  d'après  ses  deux  formes  quadratiques  fonda- 
mentales :  connaissant  l'élément  linéaire  d' une  sphère  et  l'une 
de  ses  familles  de  génératrices  rectilignes,  on  n'a  qu'une  seule 
équation  de  Riccati  à  intégrer  pour  obtenir  l'autre  famille. 

Enfin,  je  rapporté  (§  VI)  les  surfaces  (Oa)  à  leurs  lignes 
minima  et  à  leurs  asymptoliques.  La  solution  du  premier  de  ces 
problèmes  repose  sur  celte  propriété  que  Vêlement  linéaire  de 
toute  surface  (O*)  devient  celui  d' une  sphère  de  rayon  i  quand 
on  le  multiplie  par  le  carré  de  la  courbure  moyenne;  elle  résulte 
de  mes  travaux  antérieurs  sur  les  surfaces  isotliermiques.  La  solu- 
tion du  second  problème  est  fondée  sur  des  (ormules  dues  à 
M.  Goursat  et  conduit  aux  surfaces  à  l'éseau  conjugué  |>ersislant 
obtenues  par  M.  Drach. 
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I.   —  Identité   des  suufaces   a   coi  ubukes   égales 

AVEC    LES    SUKFACES    GAUCHES     A    GÉJVÉRATKICES    ISOTKOPES. 

I.  Une  surface  élanl  lapporléc  à  des  coordoDiiécs  reclilignes 
(^x,  y,  z),  la  coiidilion  ni'cessaiie  et  siiflisanle  pour  que  ses  deux 
courbures  principales  aient  même  valeur  ali;<;l)rique  en  lous  ses 
points  est 

(M)    4{i  -h  p'-  -{-  g-)  {rt—  s^-  )  —  \(i  -{-  cf  )  r  —  ipcjs  -^  {\ -^  p"^)  ty  ^  o. 

Or,  les  lignes  de  courbure  ont  pour  écpiation  difïérentielle 

[(  1  +  72  )  s  —  pql  \  dy"-  +  [(  i-f-  72  )  /■  —  (  n-/j2  )  /]  f/x  dy 

—  [('  +yo^)  s  —  pfjr]  dx""-  =  o, 

et  la  relation  précédente  exprime  précisément  que  le  premier 
membre  de  (;etl(;  équation  est  un  carré  parlait.  I^our  le  réduire  à 
une  identité,  il  faudrait  supposer 


\  -{-  p^         pq         I  +  q- 

ce  qui  conduit,  comme  on  sait,  aux  développables  isotropes  et  à 
la  splière,  seules  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  soient  indé- 
terminées. En  conséquence,  l'équation  (M)  de  Monge  caractérise 
les  surfaces  à  lignes  de  courbures  confondues  en  une  seule 
famille,  mais  non  indéterminées.  Prenant  cite  propriété  pour 
nouvelle  définition  des  surfaces  (Oa)  f|tii  nous  occupent,  nous 
allons  |)rouver  géométriquenuMit  leur  identitt'-  avec  les  surfaces 
gaucbes  à  génératrices  isotropes,  identité  «pie  M.  St.ickel  a  établie 
par  le  calcul  [Leipziger  Berichte,  1896). 

Les  lignes  de  courbure,  les  lignes  de  longueur  nulle  ou  lignes 
ininima  et  les  lignes  asymplotiques  d'une  surface  forment  trois  ré- 
seaux qui  se  divisent  l)arnu)ni(|uement  deux  à  deux.  Or,  on  sait 
que,  si  deux  rayons  d  un  faisceau  harmonique  viennent  à  se 
confondre^  un  troisième  rayon  coïncide  tiécessairement  a\ec  les 
rayons  confondus.  En  conséquence,  quand  les  ligues  de  cour- 
buie  sont  conlondues,  Tune  des  familles  de  lii^nes  minima  et  l'une 
des  familles  d'as\  mplotiipie''  coïncitlenl  avec  la  famille  unique  de 
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lignes  de  courbure.  Mais  les  normales  menées  à  une  surface  le 
long  d'une  ligne  de  courbure  forment  une  développable  ;  si  celte 
ligne  de  courbure  esl  en  même  lemps  une  ligne  asymplolique,  les 
normales  de  la  surface  sont  des  binormales  ;  elles  ne  peuvent  former 
une  développable  que  si  la  ligne  est  plane;  enfin,  une  ligne  plane 
de  longueur  nulle  esl  une  droite  isotrope.  Donc  les  surfaces  (Oa) 
sont  des  surfaces  à  généralrices  isotropes,  d'ailleurs  non  dé\  elop- 
pables,  puisque  leurs  lignes  de  courbure  ne  sont  pas  indéter- 
minées. 

Pour  établir  la  réciproque,  rappelons  que,  quand  deux  rayons 
forment  faisceau  harmonique  avec  deux  couples  de  rayons,  si 
ces  deux  demie/s  couples  ont  un  rayon  commun  et  un  seul,  les 
deux  premiers  rayo/ts  sont  confondus  et  coïncident  avec  le 
rayon  commun,  il  suit  de  là  que,  quand  une  famille  d'asympto- 
tiques  et  une  famille  de  lignes  minima  coïncident,  les  deux 
familles  de  lignes  de  couibnre  sont  confondues  et  confondues  avec 
ces  deux  familles  coïncidantes.  Mais  sur  toute  surface  gauche  à 
génératric(.'s  isotropes,  autre  qu'une  sphère,  une  famille  de  lignes  de 
longueur  nulle  et  une  seule,  celle  des  génératrices  rectilignes,  est 
en  même  temps  une  famille  d'asymptoliques.  Donc  toute  su/face 
gauche  à  génératrices  isotropes,  autre  qu'une  sphère,  est  une 
surface  (O/r). 

Ajoutons  (pi'rt  la  famille  des  courbes  qui  sont  à  la  fois  asymp- 
totiques  et  lignes  de  courbure  correspond,  dans  la  représenta- 
lion  sphérique  des  surfaces  (0/^)  une  famille  de  lignes  minima: 
soient,  en  ed'et,  (CA)  une  courbe  de  la  famille  et  (F)  sa  représenta- 
lion  sphérique  ;  la  tangente  en  un  point  de  (F)  est  parallèle  à  la 
tangente  au  point  correspondant  de  (CA),  puiscpie  ((ÎA)  est  ligne 
de  courbure;  elle  lui  est  aussi  per[)endiculaire,  puis(|ue  (CA)  est 
une  asjmptotique  ;  il  suit  de  là  que  sa  direction  est  une  direction 
isotrope  du  plan  tangent  à  la  sphère. 


II.     RliPKKSENTATIOIS     ANALYTIQUE     DKS     SURFACES    (O/^). 

2.  La  théorie  des  transformations  de  contact  suggère  un  mode 
de  rej)résentation  des  surfaces  (O^),  (jui  n'exige  aucune  intégra- 
lion  et  qui  convient  à  toutes  ces  surfaces,  en  particulier  à  celles  de 
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Serret.  Pour  l'exposer,  convenons  d'appeler  transformation  de 
Bonnet  la  correspondance  qui  exisle  enlre  une  surface  dont  les 
coordonnées  reclilignes  sont  a,  ,3,  l  et  celles  dont  a,  p,  i  sont  les 
coordonnées  dans  le  système  langcntiel  d'Ossian  Bonnet,  où  les 
équations  a  ==  const.,  [3  =  const.  représentent  les  génératrices  de 
la  sphère  dont  chaque  rayon  est  l'axe  du  j)lau  mobile  dans  l'une 
de  ses  positions  (vo«/Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  I,  p.  246). 
Il  est  évident  que  les  surfaces  (Oa),  ayant  leurs  lignes  de  cour- 
bure confondues,  dérivent,  par  la  Iransfornialion  de  S.  Lie,  des  dé- 
veloppables,  qui  ont  leurs  asympl()li(|ues  confondues.  Or,  celte 
Iransformalion  é(|uivaut  à  une  transformation  d'Ampère,  suivie 
d'une  tiansformation  de  Bonnet.  Pour  passer  des  dévcloppables 
aux  surfaces  (Oa),  il  faut  donc  elfectuer  d'abord  une  transforma- 
tion d'Ampère,  ce  qui  conduit,  comme  on  sait,  aux  surfaces  à  plan 
directeur,  puis  une  transformation  de  Bonnet.  En  conséquence, 
celte  dernière  transformation  change  les  surfaces  à  plan  directeur 
en  surfaces  (O/t).  Si  donc  on  rapporte  les  surfaces  (Oa)  aux  coor- 
données tangentielles  isotropes  de  Bonnet,  on  sera  ramené  à 
l'équation  finie 

^  =  A(a)P+A„(a), 

OÙ  A  et  Aq  sont  deux  fonctions  arbitraires  de  a  et  l'on  n'aura  plus  à 
opérer  que  des  difféienlialions. 

3.    Pour  retrouver  et  compléter  ces   conclusions,    considérons 
avec  O.  Bonnet  le  plan  représenté  par  l'équation 

Si  l'on  pose 

P  =  ^'(x,  7  =  Sp,  /•  =  ?a^  s  =  ?afj,  t  =  f  J,, 

la  surface  enveloppe  de  ce  plan  est  déterminée  par  les  formules 


(1)       (0(^  +  1)2 


—   t  _ 


/>a— <7p,     X—  iy  =  —i^z-  p, 


■if 


■,  —  q. 


Ses  rayons  de  courbure  principaux  et  les  centres  de  couibure 
correspondants  sont  fournis  par  les  relations 


('^) 


•2p  =  (ap  -t-  1)  (s  -H  j  ±  y/r/). 


x-/Y  =  -/>-f- ji(*±v/77), 


2Z  =  (ap-M)5H-(ap-i)(i-±/rf),     X -H  t  Y  =  — 7 -+- a  (5  ± /r/). 
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Pour  que  les  deux  centres  de  courbure  principaux  coïncident, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  produit  rt  soit  nul.  Mais  les  deux  solutions 
/•  ^  o  et  t  ^  o  ne  sont  pas  distinctes,  les  deux  variables  indépen- 
dantes a  et  [3  jouant  le  même  rôle.  Nous  obtiendrons  donc  toutes 
les  surfaces  (O/t)  et  celles-là  seulement  en  prenant,  par  exemple, 
f  =  o,  ce  qui  donne  bien 

(3)  $  =  A(a)i3-4-Ao(a). 

En  substituant  cette  expression  de  ^  dans  les  relations  (i),  on 
trouve  leurs  coordonnées  sous  forme  entièrement  explicite  : 

/  _       Ao — aA^  —  A'a^ 

a(Ao— aA'o)  — A'a2^ 
X  -\-  iv  = TT^-^ —  A; 

les  lettres  accentuées  indiquent  ici  des  dérivées  et  nous  leur  don- 
nerons toujours  cette  signification. 
Si  l'on  pose  pour  un  instant 

A'4-  Aft—  aAn 
Y  = 


on  reconnaît  que  les  équations  (1)  deviennent 

^ -H  A' —  Y,         a  (a; — fy  )  +  Ao+ A' =  y,         x -\- iy -\- K  —  aA'  =  —  ay, 

et  l'on  met  ainsi  en  évidence  les  génératrices  isotropes  a  =  const. 
L'expression  générale  de  l'élément  linéaire  de  la  surface  qu'en- 
veloppe le  plan  (i)  étant 

ds'^=  [{z  -\-s)d%^  td^)]  [rdx  +  (z  -i-  s)  d^], 
il  suffit  d'avoir  égard  à  l'équation  (3)  pour  trouver 

I  «       A'  -t-  Ao  —  aAl  r,  t  „  o        4  "  X    I         '^o  "t"  ■'^o  —  ^A'o    jrjT    1 

ds"-  =  ^ \(  \"^  -h  A'')doL  --1 5 " 2  flG>    doL. 

aS  -t-  I  L  aj3  -I-  I  "^J 

Tel  est  l'élément  linéaire  des  surfaces  (Oa).  L'une  des  familles  de 
lignes  minima  est  formée  des  courbes  a  =  const.  qui  correspondent 
à  une  famille  de  lignes  minima  de  la  représentation  sphérique; 
nous  avons  déjà  (n"  \)  expliqué  ce  fait.  La  détermination  de  la 
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seconde  famille  de  lignes  iiiinima  dépend  d'une  équation  de  Hiccali. 
On  arrive  à  des  conclusions  tontes  semblables  relativement  aux 
lignes  asymplolic|iies.  En  edel,  leur  équ;ilion  dilTérenlielle 

r  doi.'^  -h  i{z  -^  s)  doL  d'^  +  t  d'ji-  =  o 

se  réduit  ici  à 

doL  U  A"p  +  A';  )  rfa  +  u  '^''^3'^^''^"  rfpl  =0; 

une  famille  d'asynjplotiques  est  formée  des  génératrices  isotropes 
a  =  const.  L'autre  famille  dépend  d'une  équation  de  Kiccali. 

4.  Introduisons  maintenant  l'iiypotlièsc  (3)  dans  les  for- 
mules (2).  l^e  rajon  de  courbure  principal  p  et  le  centre  (X,  Y,  Z) 
de  runi(|ue  splirre  principale  (S)  (|ui  correspondent  à  chaque 
point  (a,   ^)  d'une  surface  (Oy;)  sont  déterminés  comme  suit  : 

(7.0  =Ao-aA;4-A',         X-i\=-X'„ 
\  iZ  =  Xo-  oLX'^  —  k',         X  +  fY  =  aA'-A. 

Par  suilc,  la  courbure  totale  K  =  p"^  j|g  dépend  que  de  a,  le 
centre  de  courbure  principal  est  le  même  pour  tons  les  points 
dune  génératrice  isotiopc  a  =  const.,  et  la  surface  des  centres  se 
réduit  à  une  courbe  (I')  dont  on  connaît  les  coordonnées  (X,  Y,  Z)  ; 
on  a   immédiatement  son  arc  S,  dont  la  dillércnlielle  est 

■1  ' 

on  peul,  en  consécpience,  prendre  0  =  S  et  l'on  rclionve  la  géné- 
ration indiquée  par  Monge  :  toute  surface  à  lignes  de  courbure 
confondues  est  V enveloppe  d'une  sphère  (S)  dont  le  rayon  0 
est  égal  à  l'arc  S  de  la  courbe  (Y)  décrite  par  le  centre  de 
cette  sphère. 

Les  surfaces  de  Serret  sont  caractérisées,  parmi  les  surfaces  à 
génératrices  isotropes,  par  la  propriété  d'avoir  leur  courbure  totale 
constante.  Mais  l'hypothèse  dp  =  o  entraîne  dS  =  o  ;  donc  les 
su/faces  de  Serret  sont  celles  des  surfaces  (Oa)  pour  lesquelles 
le  lieu  (r)  des  centres  des  sphères  principales  est  une  courbe 
inininia.    Elles    sont   représentées   par  les   formules   (I),    |)ourvn 
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qu'on  y  inlrocluise  l'hvpothèse 

2p  =  Ao  —  aAÔ  -1-A'=  const. 

Il  u'y  a  qu'à  poser 

Au(a)  =  A'i(aj, 
ce  f|ui  donne 

A  (a)  =  a  A',  —  a  Ai  -t-  apa, 

et  les  formules  (I)  devienner)t 

2pa[i 


z=       A'i— aA'; 
(  S  )  i  X  —  iy  =  —  A ,  — 


ap  +  r 

2pP 


X  -h  i_x  =  ix"^  X"i  —  2  a  A  j  +  -2  A 1 


2pa 


ap  +  i 

Telles  sont  les  expressions  enlièremenl  explicites  des  cordon- 
riées  des  surfaces  de  Serret  ('  ). 

m.    —   Ujv   mode   de  kepkésentation   des  couubes  gauches. 

COUKBURE.     TOKSXON. 

5.  Nous  venons  de  rencontrer  un  système  simple  de  formules, 
le  système  (II),  qui  peut  représenter  les  coordonnées  X,  Y,  Z 
d'une  courbe  gauche  quelconque  (F),  et  nous  avons  remarqué  que, 
dans  ce  système,  p  n'est  autre  <|tie  Turc  de  la  courbe  (F). 

Ainsi,  les  équations  qui  le  composent 

(  X-i-jY  =  aA' — A,         2Z  =  An— aAo — A', 
(F)  I  0  0  1 

]  X-iY  =  -A.'„  2S  =  Ao-aA; -t- A', 

fournisserit  une  solution  rationnelle  de  l'écpiation 

la  plus  simple,  semble-t-il,  de  toutes  celles  que  l'on  connaît  (-). 

(')  Ces  dernières  formules  s'accordent,  au  changement  pns  de  p  en  — p  ',  de  A, 
en  —/(a)  et  de  p'  en  K^'  avec  les  formules  (lo")  de  M.  Stâckel  (Leipziger 
BerLchle,  t  LI\',  1902;  p.  116).  Mais  les  lignes  p  =  const.  ne  sont  pas  des  lignes 
de  longueur  nulle,  comme  ce  géomètre  rindi(|ue  par  suite  d'un  calcul  inexact  de 
l'élément  linéaire.  (  Voir  ci-après,  la  fin  de  notre  n»  10.) 

(^)  Si  l'on  introduit  l'hypothèse  S  =:  0  dans  les  formules  (T),  on  retrouve  les 
cx[)ressions  classiques  des  coordonnées  des  courbes  niininia. 
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Elle  tlifTère  à  peine  de  celle  que  M.  Vessiot  a  donnée  [Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences,  \.  CXL,  igoS,  p.  iSSi)  et 
que  voici  : 

X-+- lY  =  aP'— P,  2Z  =  a2Q'_P', 

X  — <Y  =  aQ'-H  Q,  2S  =  a2Q'-i- P'. 

Pour  les  ramener-  l'une  à  l'aulre,  il  suffit,  en  effet,  de  poser 

A(a)  =  P(a),         Ao(a)=-aQ(a). 

Ajant  à  introduire  ultérieurennent  le  rapport 

A"  F" 


dont  l'expression  est  moins  simple  dans  la  notation  de  M.  Vessiot, 
nous  conserverons  les  formules  (F),  auxquelles  nous  avons  été  tout 
naturellement  conduits. 

Désignant  toujours  les  dérivées  par  des  lettres  accentuées,  on 
déduit  des  formules  (F)  les  relations  suivantes  : 

g,  _  A"  —  g  a; 
•2 

Y'Z"-Z'Y"=i[(a2-i)(A"A--A^V")-A''*-HA';î], 
4 

z'X"-  x'z"=  '-  [(a2-4- 1)(  A'A';  -  a;  A'")  -  A"2-  A;n, 

X'Y'— Y'X'^:  *-[      —  2a(A"A;'  — A';A"')-^2A"A;], 

4 

d'où  résulte  immédiatement 

y(Y'Z"-Z'Y')-i=(A;A"'-A''A;')S'2. 

La  courbure  de  la  courbe  (F)  a  donc  pour  expression 


I 


_!_  _  v/s(Y'Z''— z'Y")'  _  ,  v/A';,A"'— a^a; 

R  ~  S'3  ~  '*     (A"— aA;)î 

6.  On  dcduil  de  l;~i  que  toute  courbe  dont  le  rayon  de  cour- 
bure est  constamment  infini  appartient  à  un  plan  isotrope. 
En  eff'el,  l'équation 

Va  A'" —  A' An    =  O 
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a  pour  inlégrale  générale 

Ao=/A-T-ma-t-rt, 

Z,  m,  n  (lésignanl  trois  constantes.  En  raison  de  cette  liaison  entre 
Ao  ei  A,  les  formules  (F)  deviennent 

X  +  iY  =  aA'— A,      X  — fY=— /A'— m,       2Z  = /(A  — aA')  —  A'+ «. 
Elles  entraînent  visiblement  l'équation 

qui  est  celle  d'un  plan  isotrope.  On  pourrait  d'ailleurs  établir 
celte  proposition  et  sa  réciproque  sans  faire  usage  du  mode  de  re- 
présentalion  que  nous  employons  ici. 

Nous  déduirons  encore  des  formules  (F)  l'expression  de  la  tor- 
sion, qui  est  la  suivante  : 

_!_  ^  ■  (  A';  A"-  a"a;,'^)  (  a"-  aA';  )  -  ^(a;  a'"-  a"a;')  (  a';  -  a  a;'  +  a'") 

T"    '  (A';A"'- A"A;')(A"-aA;)-^ 

En  vue  de  ce  qui  suivra,  nous  allons  transformer  ce  résultat  en 
introduisant  les  fonctions 


,         A"  \" 


Si  l'on  exprime  A",  A'"  et  A'"  au  moyen  de  X,  A',  ^  et  des  dérivées 
de  Aq,  on  trouve  après  réductions 

I     _    .tJL(X  -X)  —  2(1'  -h  \) 

T  -'  A';(X-a)2 

En  conséquence,  pour  (pie   la  courbe  représentée  par  les  for- 
mules (F)  soit  plane,  il  faut  et  il  suffit  cpie  l'on  ait 

X"(X  -  a)  —  2X'(X'-i-i)  =  o. 

C'est  là  une  équation  du  second  ordre  pour  la  fonction  X;  son 
intégrale  générale  est  une  relation  involulive 

/  Xa  -I-  /n  (  X  -i-  a  )  -f-  /i  =  0 

à  coefficients  constants  entre  a  et  X,  c'est-à-dire  A":Aq.  On  l'ob- 
tieul  en  écrivant   qu'il   existe    entre    les    différentielles    c/X,   dY 

XXXVI.  II 
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er.  dTj  tirées  des  relations  (F)  une  relation  linéaire  et  homogène 
à  coefficients  constants.  Si  \  est  indépendant  de  a,  ce  qui  arrive 
quand  In  —  m-  est  nul,  le  rayon  de  courbure  R  est  infini  et  la 
courbe  est  tracée  sur  un  plan  isotrope;  car,  d'après  ce  qui  précède, 
on  a 

_L  _  i6X' 

R2  ~  A7(X  —  a;** 

Rapprochant  cette  expression  de  celle  de  T,  nous  obtenons 

R2__  [|jl().  — g)  -  2()-'^i)]^ 
T2~  i6À'  ' 

relation  qui  nous  servira  un  peu  plus  loin. 

IV.  —   Les  deux  nappes   d'un  périsphèke  réglé. 
Cas  d'applicabilité. 

7.  D'après  la  génération  indiquée  par  Monge  et  rappelée  au 
n°  4,  toute  surface  à  lignes  de  courbure  confondues  est  l'enve- 
loppe d' une  sphère  (S)  dont  le  rayon  p  est  égal  à  l'arc  S  de 
la  courbe  (T)  décrite  par  le  centre  de  cette  sphère.  Ainsi,  les 
surfaces  (Oa)  sont  des périsphères;  mais,  comme  la  caractéiisti(|ue 
de  la  sphère  enveloppée,  au  lieu  d'être  un  cercle  proprement  dit, 
dégénère  en  deux  droites  isotropes,  le  périsphère  est  réglé  et  se 
compose  de  deux  nappes.  C'est  l'étude  de  ces  deux  nap|)es  qui  va 
nous  occuper. 

Considérons  la  sphère  (S)  représentée  par  l'équation 

(^_X)2-i-(y- Y)î-f-(z-  Z)'-=p«, 

qu'on  peut  écrire 

[x-hiy-(X  +  i\)][x  —  iy  -  (X  -  t  Y)]  +  (z  —  Z)»  =  p», 

et  où  X,  Y,  Z,  p  ont  les  expressions  fournies  par  les  formules  (II)  : 

l  X  -4-  £  Y  =  a  A'  —  A,         2  Z  =  Ao  —  a  A'o  —  A', 
^"^  jx-iY^-A'o,  -2  9  =  Ao— a  a;,  -h  A'. 

Le  plan  radical  (P)  de  la  sphère  (S)  et  de  la  sphère  infiniment 
voisine  est,  comme   nous  le   savous,    tangeut  à  la  sphère  (S);  eu 
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égard  aux  relations  (II),  son  équation  est 

a;  [x  +  iy  -  (X  +  iY)]-o.k"[x  -iy-{\~  i\)] 


(P) 


-4- (z  -  Z)  (aA';  +  A")  :=  p( A"— aA'^). 


Pour  Irouver  les  deux  génératrices  contenues  dans  ce  plan,  nous 
poserons 

x-\-iy —  {X  +  iY)=: ^ ,  x  —  iY  —  0^  —  i^)=  —^ 


Z  —  L  =  Q  > 

Il  V 

ce  qui  vérifie  identiquement  l'équation  de  la  sphère  (S).  Substi- 
tuons dans  l'équation  (P);  il  vient 

{v  —  oDiM'^u  —  A")  =  o. 

Il  y  a  donc  deux  solutions  analytiquement  distinctes. 

Première  solution.  —  Le  paramètre  a  reste  arbitraire  et  p  =  a. 
On  obtient  ainsi  une  première  génératrice 

\  Xi  + ivi— \ -h  II >  Xi — iyi  =  \  —  i\-\ £— -, 

1  a  —  a  u  —  a 

(Gi)  ; 

^1  =  z  -4-  p 

u  —  a 

Quand  avarie  ainsi  que  a,  ces  formules  représentent  une  sur- 
face (E,),  qui  est  une  première  nappe  du  périsphère  réglé. 

Seconde  solution.  —  Le  paramètre  v  reste  arbitraire  et  l'on  a 

Ao 


On  obtient  ainsi  une  seconde  génératrice 

/  .  2pAf  . 

l   2^2  -H  «72  =  X  +  i  Y  —  ^-Ç— ,  X2—iyi=\~..^^ 


Pli.  .._.-.._  v_._,- Y    .    --^-P 


2,  =  Z  -+-  p 


1  -^l-  V 

dont  le  lieu  est  la  seconde  nappe  (L2)  de  l'enveloppe  clierchée. 
8.   Remarque.  —  Ce  qui  précède  implique l'hjpotlièse  A'„^o. 
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Supposons  Aq  dans  un  rap|)ort  conslant  l  avec  A",  de  sorle  qu'il 
suffira  de  ("aire  Z  =  o  pour  annuler  A'^.  Nous  aurons  alors  comme 
ci-dessus  (n"  6) 

Aq  =  /  A  -i-  7»a  +  /i, 

et  en  vertu  des  formules  (II),  qui  donnent  ici 

i   X-+-tY  =  aA'— A,  2Z  = /(A  — aA')  — A'+/i, 

{\^  bis)  ,  ,  , 

l'équation  du   plan  radical  (P)  (hîvicndra 

lA."{x  H-  ty  -t-  A  —  a  A')  —  olA"(x —  iy  -t-  /  A'+  m) 

/(  A  —  aA') 


\"{U-h\)\z 


A  -4-^1 


,„,,              /(A  — a  A')  H- A' -h  n 
-I-  A  (<a  —  i) =  o. 

2 

Si  A"  est  nul,  et  par  suite  aussi  A'ô,  celte  équation  se  réduit  à 
une  identité,  comme  l'équation  en  u.  En  efTel,  dans  le  cas  présent, 
les  relations  (II  bis)  donnent  pour  X,  Y,  Z  et  p  des  valeurs  con- 
stantes; c'est-à-dire  (|ue  la  sphère  (S)  est  fixe. 

Supposons  désormais  A"^o.  Le  centre  (X,  Y,  Z)  de  la  sphère 
envelopj)ée  (S)  n'est  plus  fixe;  mais  son  lieu  (F)  est,  ainsi  (|u'on 
l'a  déjà  vu,  une  courbe  tracée  sur  le  plan  isotrope 

(/-—  1)^7-1-  1(1'^ -h  \)y  -\-  ilz  =  In  -h-  m. 

Quant  au  plan  radical  (P),  son  é(juation,  après  suppression  du 
facteur  commun  A'  cl  simplification,  se  réduit  à 

l{:r  -h  iy)  -\-  z  —  Il  —  'x{x  —  iy  —  fz  {-  m)=  o. 
Elle  montre  (pu;  ce  plan  [)asse  par  la  droite  isotrope 
l{x  -h  iy)  -h  z  —  n  =  o,         x  —  iy  —  Iz  -\-  m  —  o, 

qui  est  une  droite  (ixc  du  plan  de  la  courbe  (F).   La  nappe  (Ej)  se 
réduit  alors  à  celle  dioile.  Ainsi,  quand  le  raoporl 

~  K 

est  constant  sans  être  indéterminé,  le  lieu  (F)  des  centres  des 
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sphères  enveloppées  appartient  à  un  plan  isotrope  et  l'une  des 
nappes  de  l^ enveloppe  se  réduit  à  une  droite  isotrope  fixe.  Mais 
nous  avons  vu  pins  haul  (n"6)  que,  si  la  courbe  (F)  appartient  à 
un  plan  isotrope^  le  rapport  X  est  constant.  En  conséquence, 
quand  les  sphères  enveloppées  ont  leurs  centres  sur  un  plan 
isotrope,  Vune  des  nappes  de  V enveloppe  se  réduit  à  une  droite 
isotrope  fixe. 

9.  Faisons  une  hypothèse  plus  générale,  savoir  que  les  sphères 
enveloppées  aient  leurs  centres  dans  un  plan  (II).  Le  plan  radi- 
cal (P),  dans  chacune  de  ses  positions,  coupe  le  plan  (II)  suivant 
une  droite.  Si  cette  droite  n'est  pas  isotrope,  elle  ne  se  confond 
avec  aucune  des  deux  droites  isotropes  (G,)  et  (G2)  du  plan  (P) 
qui  engendrent  les  deux  nappes  du  péiisphère.  Elle  est  donc  bis- 
sectrice de  ces  deux  droites  et,  comme  le  plan  (II)  qui  la  contient 
est  perpendiculaire  à  (P),  ce  plan  est  nn  plan  de  symétrie  pour  les 
deux  droites  (G|)  et  (G^);  en  consé(|uence,  les  deux  nappes  (Ej) 
et  (E2)  sont  symétriques  |)ar  rapport  au  plan  (II),  c'est-à-dire  au 
plan  (jui  contient  les  centres  des  sphères  envelop|)ées. 

Supposons  maintenant  que  le  plan  radical  (P)  et  le  plan  (IT) 
se  coupent  suivant  une  droite  isotrope.  Le  point  commun  aux  deux 
droites  (G,)  et  (G2)  décrit  une  développante  de  la  courbe  (F); 
cette  développante,  qui  est  plane  comme  (F)  et  qui  a  pour  tan- 
gente l'intersection  des  deux  plans  (P)  et  (II),  c'est-à-dire  une 
droite  isotrope,  est  elle-même  une  droite  isotrope.  Or,  il  est  aisé 
de  voir  i\y\' une  droite  isotrope  ne  peut  être  la  développante 
d\ine  courbe  (F),  autre  cju' elle-même,  que  si  celle  courbe  {V) 
appartient  à  un  plan  isotrope. 

Ce  dernier  cas  ayant  été  traité  plus  haul,  il  nous  reste  à  suppo- 
ser que  les  sphères  enveloppées  ont  leurs  centres  sur  une  droite 
isotrope  (F).  A  la  vérité,  ce  cas  échappe  à  notre  analyse,  parce 
que  les  formules  (F)  ne  peuvent  pas  représenter  une  droite;  si 
l'on  cherche,  en  efi'ei,  à  rendre  constants  les  rapports  des  dérivées 
des  coordonnées  X,  Y,  Z,  on  trouve  A"=  A'|,  =  o,  et  les  coordon- 
nées X,  Y,  Z  se  réduisent  elles-mêmes  à  des  constantes.  Mais  la 
solution  est  évidente  :  quand  les  sphères  enveloppées  ont  leurs 
centres  sur  une  droite  non  isotrope,  leurs  rayons  étant  égaux  à  la 
longueur  de  cette   droite   comptée   à  partir  d'une  origine  fixe  O, 
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toutes  ces  sphères  passent  par  le  point  O  et  ont  en  commun  les 
droites  isotropes  issues  du  point  O  qui  appartiennent  au  plan 
mené  pai-  ce  point  perpendiculairement  à  la  droite  des  centres.  Si 
la  droite  des  centres  est  une  droite  isotrope,  sa  longueur  est  nulle  ; 
les  sphères  dont  elle  porte  les  centres  sont  des  sphères  de  rayon 
nul,  qui  la  contiennent  et  se  raccordent  les  unes  aux  autres  en 
chacun  de  ses  points.  L'enveloppe  cherchée  se  réduit  alors  à  cette 
droite  elle-même. 

10.  Calcul  des  éléments  linéaires  des  deux  nappes.  —  Nous 
commencerons  par  représenter  indifféremment  les  deux  nappes 
au  moyen  des  formules 


37  =  X  -t-ap, 

y  =  Y  +  bp, 

^  =  Z  -h  cp 

en  posant 

(<s^ 

I  —  uv 

a  =  1 

b  =  i , 

M  -(-  P 

On  trouve  immédiatement 
ds"^  =  dX^  -\-  d\^  -h  dZ^  -^  df-  +  p»  c??*  +  f/o  Zia  d\  ^  pZi  d\  du, 

en  désignant  par 

4  du  dv 
di^ 


{u-vY 


l'élément  linéaire  de   la   sphère   de  rayon  i  que  représentent  les 
équations  (o-). 

Happelons  cpic  la  diflerentielle  de  o  est  égale  à  celle  de  l'arc  de 
la  couibe  (X,  Y,  Z)  ;  il  vient  alors 

,  „         p2  du  dv  ,  „        ,  „         „.         ^,      ...    , 

ds^  —  1 —  -t-  2  do' -{-  doléia  d\  +  o  1  •>  d\  da. 

{u  —  vY 

D'après  les  expressions  de  X,  Y,  Z  et  de  a,  6,  c,  on  a 

id\=z        {olM'—  kl)d%,  {u  —  v)^da=      (i  —  u^)  dv  —  {i  —  v^)  du, 

■2d\  =  —  f  (  a  A"  -+-  A';  )d'x,  (u  —  v)^  db  =  i[{i-\-  u*)  dv  —  (i -h  v^)  du], 

■2  dZ  =  —    (  A" -f-  a  A„ )  rfa,  {u  —  v )^  de  =  i{u  dv  —  v  du  ). 

Calculant  à  l'aide  des  équations  (t)  et  de  ces  relations  les  deux 
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derniers  termes  de  ds'-^  on  trouve 

,,,  A'^o.  a  —  u  —  v)  -\-  k^nliuv  —  (x.iu-^-v')]    , 

\xa  d\     = ^ ■ '■ d'i, 

M  —  V 

^       ,..    ,  (  A n  U  —  \")(u  —  a  )  dv  —  (  A"  v  ^  A"  )  (  c  —  a  )  du    , 

z,  i  a.v  da  =  2 — — rîa, 

{u  —  vy^ 

de  sorte  qu'il  vient 

,  ,       ^p^  du  di>  ,  ,       A" ('2  a  —  u  —  lO  -4-  A"  [?.«('  —  a  (  h  -4-  p  )1    ,      , 

ds^  =  -^ -—  +  2  d'J  H — dp  rfa 

{u  — 1>)^  u  —  V  ' 

(  Ay  u  —  A"  )  (  u  —  a  )  dv  —  (  A'J,  p  —  A"  )  (  ('  —  a  )  «?« 
"^^^  (u  —  v)^  ^'■ 

en  introduisant  la  fonction  auxiliaire 

A" 


*=a; 


nous  trouvons  finalement 


,„      Ap-dudv  ,   ,        ,,,  X(2a  —  u — v}-h'>-uv  —  a(«-4-p)    ,     , 

ds^-  =  -V- -r  +  2  dp'  -f-  a; ^ ^^ ;  do  dx 

{u  —  v)^  u  —  P  ' 

...  (u  —  X)(t(  —  a)f/('  —  (v  —  X)(f  —  a)  du    , 
+  2  p  A  0  -^ : ^ dx. 

Distinguons  maintenant  les  deux  nappes.  Faisons  d'abord  v  =  a, 
afin  d'obtenir  réiément  linéaire  de  (E,  ).  A  cause  de  l'identité 

(a  A'o  —  A")  doL  =  A"^(y.  —  \)  d%  =  —  1  dp., 

le  troisième  terme  de  ds-  détruit  le  second  et  il  reste 

,  „       4  ?"  dr  du  ...  u  —  X   ,  „  » 

ds\  —  —! -+■  ip A„ rta^. 

Pour  avoir  l'élément  linéaire  de  la  nappe  (Eo),  il  (aiit  faire  u  =  X; 
le  troisième  terme  de  ds-  détruit  encore  le  second,  et  il  vient 

,  ,      f\p'^  d\  dv  K',  ^  —  ^   ,'    , 

asl  —  -r r— -    —  2  p  A  n  r-  «A  «a. 

^  (  P  —  X  )2  ^      "  P  —  A 

On  voit  que,  si  X  =  const.,  ce  dernier  élément  linéaire  se 
réduit  à  zéro;  nous  avons  reconnu,  en  ellel,  que,  dans  ce  cas,  la 
nappe  (E2)  se  réduit  à  une  droite  isotrope  (n"  9). 

Les  surfaces  de  Serrel  correspondent,  comme  on  sait,  à  l'hypo- 
thèse 2p  =  const. ,  qui  entraîne  X  =z  a.  Gomme   nous  avons  posé 
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dans   ce  cas   Ao(a)  =  A',  (a),    nous   obtenons   pour    les    éléments 
linéaires  des  deux  nappes 

(«  -^  a)- 
,  ,„       4?^  dyi  du  ....    ,  „ 

(v  —  'j.)-^  '      ' 

Ces  deux  nappes,  ayant  niême  courbure  totale  constante  ^~^, 
sont  applical)les  l'une  sur  l'autre.  On  |)eul  les  considérer  comme 
formant,  à  elles  deux,  une  surface-canal,  puisqu'elles  constituent 
l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  constant  p. 

11.  AppUcabililé  des  deux  nappes.  —  D'après  ce  qui  a  été 
expliqué  plus  haut  (n"  9),  les  deux  nap|)es  (E)  )  et  (Eo)  sont  symé- 
triques et  i^ar  suite  applicables  l'une  sur  l'autre,  (piand  le  lieu  (F) 
des  centres  des  sphères  enveloppées  appartient  à  un  plan  non  iso- 
trope. Pour  vérifier  ce  fait  sui-  les  expressions  de  ds'^  et  de  c/^ii, 
rappelons  la  condition  nécessaire  et  suffisante  |)oiir  (|ue  la 
courbe  (F)  soit  plane  :  nous  avons  trouvr  (n"  0)  (jue  \  et  a 
doivent  être  liés  par  une  relation  involutive  à  coefficients  con- 
stants 

/ Xa  -h  m  ( X  +  a  )  H-  «  =  o, 
d'où  l'on  tire 

/na  -(-  « 


I 


la. 


Si  /^  —  nin  est  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  si  le  plan  de  (F)  n'est 
pas  un  plan  isotrope,  À  n'est  pas  indépendant  de  a.  Nous  pourrons 
(lune  effectuer  sur  l'élément  linéaire  ds'^,  la  double  substitution 

.  ma  -\-  Il  mu  -\-  n 

h— ,  V— ; 

1  a  -\-  ni  lu  -(-  m 

Les  coefficients  de  p-  dans  ds'^  et  dans  dsl  étant  les  éléments 
linéaires  d'une  sphère  de  rayot)  i,  il  est  bien  connu  que  cette 
double  substitution  rend  le  second  identique  au  premier;  il  reste 
donc  à  vérifier  qu'on  a 

n  —  X  ,         V  —  a   ,. 

ax  H r-  a  A  =  o, 

u  —  a  V  —  X 


ce  qui  résulte  des  expressions  assignées  à  X  et  à  f 
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Ce  cas  parliculier  examiné,  cherchons  à  quelle  condition  il  est 
possible  de  Iransfoimer  l'un  dans  l'aulte  les  deux  éléments 
linéaires 

(u  —  a)-                       a  —  a 
as|  =  — ; 2  p  A  n  A  r-  da-, 

où  )/  désigne  la  dérivée  de  la  fonction 

^  ^   A"(a) 
a;  (a)' 

En  convenant  d'attribuer  à  la  lettre  a  la  même  signification  dans 
ces  deux  éléments  linéaires,  nous  ne  traitons  pas  dans  loule  sa 
généralité  le  problème  de  l'application  des  deux  nappes  (E,) 
et  (E2)  l'une  sur  l'autre;  mais  nous  faisons,  comme  il  est  naturel, 
correspondre  entre  elles  les  deux  génératrices  (G))  et  (G2)  qui 
appartiennent  à  la  même  sphère  enveloppée. 

Supprimant  le  facteur  commun  4p~'^^^i  nous  obtenons  l'équa- 
tion aux  difierentielles  totales 

du  An   u  —  ^^    7    _      ^'  dv  A  0  X'  V  —  a 


{u  —  a)-         2p    u  —  a  (v  —  X)- 

d'où  l'on  déduit  visiblement 


ix(a) 


X 


Substituons  l'expression  ainsi  obtenue  pour  u  dans  l'équation 
précédente.  Il  vient,  après  réductions, 

_  ii  +  Ji!  +  -^  [-'.(X'-)-  I)  -  (X  -  a);jt]  =  o. 


i>  —  X  2        4        2  p 

Le  premier  terme  seul  dépend  de  i>.  En  égalant  son  numérateur 
à  zéro,  on  détermine  la  fonction  inconnue 

et  il  reste  la  condition  d'applicabilité  cherchée 

(l)  ,^j^'_fx2=    A^[2(X'+l)-(X-a)[JL| 

p 
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En  raison  de  l'expression  trouvée  pour  [jl  et  de  la  signification 
de  )w,  cette  relation  contrent  les  dérivées  du  cinquième  ordre  des 
fonctions  A  et  Aq.  Poui-  l'intégrer  une  |)remièi'e  fois  et  l'inter- 
préter, remarquons  (|ue  l'expression  qui  figure  entre  crochets  au 
second  nienibre,  savoir  : 

Oit  =  2 (  X'  -(-  r  )  —  <  X  —  a  )  [Jl, 

exprime  par  son  évanouissement  que  le  lieu  (F)  des  centres  des 
sphères  enveloppées  appartient  à  un  plan  non  isotrope  (n"  0). 
Rappelons  aussi  qu'en  vertu  des  équations  (11)  et  de  -l'hvpo- 
thèse  p  =  S,  on  a 

20'  =  28'=  A" —  a  A'^i  =  Aj  (X  —  a), 

de  sorte  que  la  condition  (i)  s'écrit 

2  S'  'd\L 


(I)' 


2^  -  (X^  = 


(>  —  a)  S 


Or,  si  l'on  se  reporte  à  la  relation  précédemment  établie  (n"  6) 
entre  le  rayon  de  courbure  R  et  le  ravon  de  torsion  T  d'une  courbe 
représentée  par  les  mêmes  équations  que  la  courbe  (F),  on  voit 
qu'en  introduisant  le  symbole  011  on  a 


T2 


16X' 


Je  dis  qu'en  égalant  à  zéro  la  dérivée  logaritlimicjue  du  second 
membre,  on  obtient  précisément  la  condition  (1)'.  Si  I  on  calcule, 
en  effet,  la  dérivée 

<m'=  2X"— (X'— i)|jL  — (X  -a)fjL' 

et  qu'on  j  remplace  X"  |)ar  iji.)/,  il  vient 

OrL'=  fi(X'-H  I)  — (X  —  a)[JL'. 
Dès  lors  on  a 


-  -  ii  =  o. 
S        2 


Réunissant  enlin  les  deux  termes  extrêmes,  on  trouve 

(lJl2—  2|Jl')(X   —   X)  S' 


OXL'       S' 

X" 

H(X'-+-i)-(X-a)|^' 

;)rL    '   s 

2X'  " 

2(X'-f-i)  —  (X  —  a)îx 

2. m 


s 


—  171  — 

ce  qui  est  précisément  l'équation  (i)'.  En  conséquence,  pour  que 
les  deux  nappes  d^ un  périsphère  réglé,  supposées  n'avoir  pas 
leur  courbure  totale  constante,  soient  appliccdjles  l'une  sur 
Vautre  avec  correspondance  des  génératrices  rectilignes  qui 
appurtiennent  à  la  même  sphère  enveloppée,  il  jaut  et  il  suffit 
qu  il  existe  entre  le  rayon  de  courbure  R,  le  rayon  de  torsion  T 
et  Varc  S  de  la  courbe  (F),  lieu  des  centres  des  sphères  enve- 
loppées, une  relation  de  la  forme 

RS 

-—  =  consl. 

Il  suffit  de  supposer  la  constante  égale  à  zéro  pour  être  ramené 
au  cas  particulier  d'applicabilité  où,  la  courbe  (F)  étant  tracée 
sur  un  plan  non  isotrope,  les  deux  nappes  sont  symétriques  par 
rapport  à  ce  plan. 

V.   —  Digression  sur  une  classe  étendue  de  surfaces 

ET    SUR    deux    problèmes    d'aPPLICABILITÈ. 

12.  D'après  ce  qui  a  été  vu  plus  haut  (n°  4),  les  surfaces  à  lignes 
de  courbure  confondues  rentrent  dans  la  classe  plus  générale  des 
surfaces  dont  la  courbure  totale  K  ne  dépend  que  de  l'un  des  para- 
mètres des  lignes  minima. 

Ces  surfaces  que  nous  appellerons,  pour  abréger,  suj'faces  {¥^m)i 
doivent  être  remarquées;  car,  en  vertu  de  leur  définition  même, 
les  deux  paramètres  différentiels  A,  K  et  A2K.,  calculés  à  l'aide  de 
l'élément  linéaire  ds'^^  sont  identiquement  nuls.  En  conséquence, 
les  surfaces  (K,;j),  comme  les  surfaces  à  courbure  totale  constante, 
qui  n'en  sont  qu'une  variété,  mettent  en  défaut  la  théorie  classique 
de  l'applicabilité,  fondée  sur  l'emploi  des  paramètres  différentiels. 
Il  convient  donc  d'indiquer  comment  on  reconnaîtra  si  deux  sur- 
faces (K.„j)  données  sont  applicables  l'une  sur  l'autre. 

Remarquons  d'abord  que,  quel  que  soit  le  système  de  coor- 
données curvilignes  auxquelles  une  surface  est  rapportée,  on  n'a 
que  des  différentiations  à  effectuer  pour  reconnaître  si  la  courbure 
totale  K  de  cette  surface  est  ou  n'est  pas  constante;  et,  dans  ce 
dernier  cas,  on  sait  si  elle  conserve  la  même  valeur  sur  chacune 
des  courbes  d'une  famille  de  lignes  minima  :  il  faut  et  il  suffit,  en 
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effet,  que  le  piiramèlie  A,K  calculé  à  l'aide  do  l'élémenl  linéaire 
se  réduise  à  zéro  sans  que  les  deux  dérivés  de  R  soient  nulles. 
S'il  en  est  ainsi,  on  peut  prendre  pour  l'une  des  coordonnées  curvi- 
lignes v  la  fonction  K  elle-même,  l'autre  famille  de  lignes  coor- 
données (/=:const.  )  restant  quelconque.  L'élémenl  linéaire 
acquiert  alors  la  forme 

puisque  les  lignes  v  =  const.  sont  des  lignes  minima.  I>a  courbure 
totale  est  représentée  par  la  formule  générale 

où  les  lelires  mises  en  évidence  désignent  les  sjmboles  de  Cliris- 
lofTel.  Mais,  comme  E  est  nul,  on  Irouve 

B  =  ^,  A=^,  B,  =  o,  A,  =  o. 

de  sorte  que  la  relation  précédente,  où  l'on  fait  K  =  p,  devicMit 

dt\-2  V        F 

Par  une  rpiadrature  de  différentielle  ordinaire,  on  obtiendra  une 
fonction  u  telle  qu'on  ait 

ot         V  ,    ^> 
ce  qui  permettra  d'écrire 


I 


vu  = 


Chassant  le  dénominateur  et  intégrant  par  rapport  à  /.   nous  trou- 
verons 

G  =  vu^^  •?.»;,  4-  V, 

V  étant  une  fonction  déterminée  de  v.  Il  vient  alors 
rfs-  =  ).  u'i  di  dv  -\- (  i'«2  _|_  2 u[.  +  V)  c^c-, 

ce  que  l'on  peut  écrire; 

(  i  )  ds'^  =idudv  -^  { vu^  +  \'  )  d\^ 
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Telle  est  donc  la  forme  à  laquelle  on  pourra  toujours  ramener 
réléinenl  linéaire  d'une  surface  (K.„i)  dont  la  courbure  totale 
n'est  pas  constante. 

Considérons  maiiiienant  une  autre  surface  (K„i).  On  mettra  son 
élément  linéaire  sous  la  forme 

ds]  =  2  dui  di>i  -h{v,  u'j  -+-  Vi  )  dv]. 

Pour  appliquer  cette  surface,  dont  la  courbe  totale  est  f|,  sur  la 
précédente,  dont  la  courbure  totale  est  ç,  on  doit  faire  i^,  =  t». 
L'identification  des  deux  éléments  linéaires  donne  alors  l'équation 

2  dui  -h[vui  -hYiiv)]  dv  =  2  du  -^-[c'm^-i-  V(t')]  di^, 

qui  exige  visiblement  que  l'on  ait 

ui=  u  -+- W(t'). 

En  substituant  cette  expression  de  ;^,,  on  trouve 

2W'+ 2apW  + f^W'-+ Vi(p-)=  V(p). 

En  conséquence,  la  fonction  W  se  réduit  à  zéro  cl  il  reste,  comme 
seule  condition  d'applicabilité,  V,  (^')=  V(('). 

13.  Voici  cr)core  deux  résultats  que  met  en  évidence  l'ex- 
pression (2)  trouvée  pour  l'élément  linéaire  d'une  surface  (K,„). 

i"  Toute  surface  dont  la  cou/bure  totale  ne  dépend  que  de 
l'un  des  paramètres  des  lignes  niinima  est  applicable  sur  une 
infinité  de  surfaces  à  génératrices  isotropes  dépendant  d' une 
fonction  arbitraire.  * 

Considérons,  eu  effet,  une  surface  réglée,  représentée  par  les 
formules 

j:  =  ^4-X«,         y  =  \^ -\- \iu,         z  =  l^-^\u. 

Pour  identifier  son  élément  linéaire  avec  l'expression,  on  doit 
établir  entre  les  six  fonctions  ^,  u,  (^ ;  X,  pi,  v  de  la  variable  v  et 
leurs  dérivées  premières  les  relations  nécessaires  et  suffisantes 

X2-(-[i.2+  v2=  o,  >v^'-4-   [Jfj'H-V^'=  I,  X'2+  jJl'2-4-  v'2=   t», 

X'^'h- |ji''j'-f- v'Ç'=  o,         $'2-f- u'2-f- !;'-^=  V, 
qui  sont  au  nombre  de  cinq.  Il  reste  donc  une  fonction  arbitraire. 
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2"  L'élément  linéaire  de  toute  surface  (K.,«),  multipliée  par 
la  courbure  totale,  devient  l'élément  linéaire  d'une  sphère  de 
rayon  i . 

En  effet,  d'après  la  formulé  générale  (i)  rappelée  plus  haut 
(n"  12),  la  courbure  totale  de  la  forme  quadratique 

iv  du  dv  -^  {v^ u^ -^  v\ )  dv^ 
est  bien  é^ale  à  i . 

14.  On  sait  que  deux  surfaces,  dont  les  courbures  totales  sont 
constantes  et  égales,  sont  applicables  l'une  sur  l'auCre  d'une 
triple  infinité  de  manières,  mais  que,  pour  réaliser  cette  ap|)lication, 
il  faut  trouver  une  fonction  de  deux  variables  satisfaisant  à  deux 
équations  de  Riccali.  Tout  revient,  en  effet,  à  chercher  les  géné- 
ratrices rectilignes  d'une  sphère,  connaissant  son  élément  linéaire, 
et  c'est  à  ce  même  problème  qu'on  est  ramené  toutes  les  fois 
qu'on  doit  déterminer  une  surface  connaissant  ses  deux  formes 
quadratiques  fondamentales  (  '  ). 

lin  raison  de  l'importance  de  cette  question,  il  ne  sera  peut-être 
pas  sans  intérêt  d'établir  la  proposition  suivante  : 

Thi^orèmk.  —  Connaissant  l^ élément  linéaire  d' une  sphère  de 
rayon  i  et  l'une  des  familles  de  lignes  minima,  pour  mettre 
cet  élément  linéaire  sous  la  forme  4{^ — '^)'~- d%d'^,  on  n'a  à 
intégrer  qu'une  seule  équation  de  Riccati. 

En  effet,  on  sait,  par  hypothèse,  ramener  l'élément  linéaire  de  la 
sphère  donnée  à  la  forme 

ds^=  ■}.¥  dtdv  ->^Gdv'^. 

En  répétant  avec  une  légère  modification  les  calculs  du  n"  12,  on 
reconnaît  que  celte  expression  peut  s'éciire 

ds^  =  2dudi>  -h{ u^ -+-  V ) ^p2. 
Il  s'agit  alors  de  déterminer  a  et  ^  en  fonction  de  u  et  de  c,  de 


(')  ioir  i\  ce  siijol  ma  Noie  iiiliuilée  :  Détermination  d'une  surface  d'après 
ses  deux  formes  quadratiques  fondamentales  (  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  t.  CXXVII,  1898). 
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façon  qu'on  ait  idenliquemenl 

-^ ^  =  -idu  dv-+-(u^--h\  )di''^. 

(  a  —  p  )"^ 

Or  ceci  exige  que  a  ou  ^  ne  dépende  que  de  v.  Nous  poserons  donc 

<x  —  oi{v),         doi  =  ci.'{v)  di>, 


et  il  viendra 

4  a'  d'^ 


■2  du  +(«--1-  V)  dv. 


Celte  équation  aux  différentielles  totales  équivaut  au  système 

„ ,  du  2  a'  du  u^  -f-  V 

^    ^  à^  ^  (a  — ji/^'  d^  ^  ^       ' 

dont  la  condition  d'intégrabijité  donne 

2  a'  a" 

(4)  "  =  ô r- 

a  • —  p        a 

Celle  expression  de  u  vérifie  identiquement  la  première  des  équa- 
tions (3).  En  la  substituant  dans  la  seconde,  on  trouve,  après 
réductions, 

c?  /a"\        I 


dv  \a  /       2 

ce  qui  est  une  équation  de  Riccati  relativement  à  la  fonction  a";  a' 
de  la  variable  v.  Connaissant  ol" ',  a' ,  on  obtiendra  a  par  deux 
quadratures  et  l'équation  (4)  donnera  j3  en  fonction  de  u  et  de  p. 
Si  l'on  met  l'équation  ci-dessus  sous  la  (orme  équivalente 

son  premier  membre  est  la  dérivée  schvvarzienne  de  a;  or,  on  sait 
que,  si  l'on  connaît  une  solution  particulière  a©  de  cette  équation, 
son  intégrale  générale  est 

/ao-i-  m 

l,  m,  n,  p  étant  des  constantes  arbitraires  {Ip —  innyéo). 

Ceci  étant  rappelé,  pour  réaliser  l'application  de  deux  surfaces 
à    courbure    totale    constante    (lv=:i),    connaissant  sur  chacune 
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d'elles  une  famille  de  lignes  niinima,  on  donnera  à  leurs  éléments 
linéaires  les  formes  respeclives 

ds^  =  -idadv-hiii^-h  V(p)](/(^2,  c/s\  =  2  dui  dvi-+-[u-i -+-  Vi(yi)]dv\, 

el  l'on  réalisera  l'apjjlicalion  de  ces  deux  surfaces  sur  la  sphère  de 
rayon  i  par  le  procédé  qui  vient  d'être  exposé,  ce  qui  exigera  qu'on 
intègre  séparément  deux  équations  de  Riccati  du  type  (5),  diffé- 
rant seulement  par  le  nom  de  la  variable  et  par  le  second  membre. 

VI.   —   Les  surfaces   a  hones   uk  courbure  confondues 

RAPPORTÉES     A     LEURS    LIGIVKS     MINIMA     ET     A     LEURS     ASYMPTOTIQUES. 

lo.  Pour  ia|)portcr  les  surfaces  (Oa)  à  leurs  lignes  minima 
(a  =  const.,  j3  =  const.),  nous  emploierons  les  formules  qui  dé- 
rivent de  l'analyse  par  laquelle  O.  Bonnet  a  obtenu  l'équation  aux 
dérivées  partielles  des  surfaces  admettant  l'élément  linéaire 
4cp-(a,  P)  dixd^.  En  se  reportant  à  mes  Recherches  sur  les  sur- 
faces isothermiques  {Annales  de  l'Ecole  normale  supérieure, 
190Ô  et  1906),  on  verra  qu'on  peut  se  donner  arbitrairement  une 
fonction  "(a,  (i).  Si  l'on  désigne  par  />»,  q  la  solution  générale  du 
système 

qui  revient  à  cet  autre 

et  par/;,,  r/,  une  seconde  solution,  rgalementgénérale,  de  ce  même 
système,  on  aura  l'expression  la  plus  générale  des  coordonnées 
{x^y^  z)  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  minima  en  eflfecluant 
les  trois  quadratures 

X  ^iy  =  \   ^     1  p  da    -4-  </  d'^, 
(4)  {^■  —  «>  =  ^l=      j  P\d^^qid^, 

z  =  i  I   \/pp\,  di  -\-\J qq\  d^. 
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L'élément  linéaire  prend  alors  la  forme 

(5)  ds'^  =  Wp^/i  —  /^/'i  y  '^^'^  ''^^^  =  4  ?^  ûf5t  df^. 

On  voit  que/?  et  q  désignent  les  dérivées  premières  de  ^,  et  que, 
si  s  est  sa  dérivée  seconde  par  r;ipporl  à  a  et  à  ^,  on  a 

La  surface  est  pleinement  déterminée  de  forme,  à  une  sjmétrie 
près,  si  l'on  se  donne  la  fonction  tp  et  la  coordonnée  isotrope  ^, 
qui  sont  liées  par  Vér/tialion  de  déformation 

En  outre,  la  courbure  moyenne  ù  et  la  courbure  totale  K  sont 
données  respectivement  par  les  formules 

(8)  «^=-^.' 

d'oii  résulte  pour  l'élément  linéaire  l'expression 

(lo)  c/.2  = ^. 

Enfin  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  est 

16.  Ces  généralités  rappelées,  arrivons  aux  surfaces  (O^).  Leurs 
deux  familles  de  lignes  de  courbure  étant  confondues  avec  les 
courbes  minima  a  =  const.,  l'équation  (ii)  entraîne 

(■■)■  4  (S 

c'est-à-dire    que    le   rapport  q  \  o"^   est  fonction  de  a  seulement. 
L'équation  de  déformation  se  réduit  alors  à 

XXXVI.  12 
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par  où  l'on  vérifie  à  nouveau  que  le  carré  de  la  courbure  moyenne 
est  égal  à  la  courbure  totale 

(i3)  Î22=K. 

Réciproquement,  l'égalité  des  deux  rayons  de  courbure  principaux, 
qui  s'exprime  par  Çi^=  K,  exige,  en  vertu  de  l'équation  de  défor- 
mation, (|u'on  ait 

c'est-à-dire  que  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  se  con- 
fondent avec  l'une  des  familles  de  lignes  minima. 

Poiii'  ne  rien  emprunter  aux  développements  qui  précèdent  le 
présent  paragraphe,  nous  allons  établir  (|ue  Q  ne  dépend  que  de  a. 
A  cet  effet,  de  la  relation  (i  i)'  nous  déduisons 

d'où,  en  difTérentiant  par  rapport  à  a  et  tenant  compte  de  la  con- 
dition (12),  on  conclut 


â^  ()'^ 


ce  qui  peut  s'écrire 


à 

s 

s 

S 

s 

dXo^sfp 

X 

ép 

■iq 

■iq 

>.p 

iq 

c^fi 

Rapprochant  les  membres  extièmcs  et  intégrant,  nous  trouvons 


■>.q\/p         sjq 

Dès  lors  t  :  </  ne  dépendant  que  de   a,    comme  q'.^'^i  lo  rapport 
T  :  CD*  est  aussi  une  fonction  de  a,  ce  qui   justifie  notre  assertion. 
Cela  étant,  dans  la  formule  générale  (9),  nous  pouvons  remplacer 
la  quantité  K.  par  son  égale  û*,  ce  qui  donne 

et,  comme  nous  venons  de  voir  que  ii  dépend  seulement  de  a,  cette 
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égalité  subsislera  si  l'on  remplace  o  par  Q'ô  sous  le  signe  loga- 
rithme; mais  il  vient  ainsi 

ce  qui  signifie  que  la  courbure  totale  do  l'exjjression 

4i2-2(p2f/ar/p  =  Q2  ds"- 

est  égale  à  l'unité.  Ainsi  les  surfaces  [Ok)  font  partie  des  sur- 
faces dont  l'élément  linéaire  devient  celui  d'une  sphère  de 
rayon  i  quand  on  le  multiplie  par  le  carré  de  la  courbure 
moyenne. 

Voici  l'analjse  par  laquelle  j'ai  déterminé,  dans  le  second  des 
Mémoires  précités  [A.  E .  N.  S.,  1906,  p.  407-409),  Tensemble  des 
surfaces  qui  jouissent  de  cette  propriété.  En  écrivant  que  la  forme 
ù'^ds'^^  identique  à  — ^zda.d'^^  en  vertu  de  la  formule  (10),  a  sa 
couibure  totale  égale  à   i ,  on  obtient  l'équation  de  Liouville 


L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

^      /'(a)A-'(i3) 
"        l/(a)+^-(B)J-^' 

y  et  g  désignant  deux  fonctions  arbitraires,  y  et  g'  leurs  dérivées. 
Mais  on  ne  restreint  pas  la  généralité  en  prenant 


ce  que  nous  ferons.  La  dérivée  p  d'une  coordonnée  isotrope  Ç  est 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (3),  où  sj'z  est  remplacée  par 
l'expression  qui  vient  d'être  trouvée;  l'autre  dérivée^  se  déduit 
de/?  et  de  y/x  par  la  relation  (2).  L'équation  en  y? 

t)2  s/p  I      à  \Jp  \fp       _ 

"ô^  ^  V^^  "dp         (an-  ^Y  "  ° 

a  été  intégrée  par  M.  Goursat  (Sull.  Soc.  mathém.  de  France, 
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I.  XXV,  1897,  |>-  36).  On  en  déduit 

a-t-fi  ''         a-Hp 

A  et  B  désignant  deux  fondions  arbitraires,  l'une  de  a,  I  autre  de  [3, 
dont  A'  et  B'  sont  les  dérivées.  Les  dérivées  d'une  secondes  eooi- 
donnée  isotrope  ^)  seront  fournies  par  les  formules  analogues 

/—      A,+  B,  , —      A,+  B, 

et  la  dernière  des  formules  (4)  fera  connaître  la  troisième  coor- 
donnée z. 

Mais  il  faut  ici,  pour  avoir  les  surfaces  (Oa),  exprimer  que 
y'^'.yf/  ne  dépend  que  de  a,  ce  (|ui  donne 

0=  l[A^B-B'(a+P)]  =  (a  +  jî)B''. 

La  dérivée  B"  étant  nulle,  la  fonction  B  est  un  binôme  linéaire 
en  p  à  coefficients  constants;  en  modifiant  légèrement  la  significa- 
tion de  A,  on  peut  réduire  ce  binôme  à  zéro  et  prendre 


Comme  \/^'.yÇi  doit  aussi  être  indépendant  de  [i,  la  dérivée  B'^  est 
nulle  et  Ton  peut  pareillement  prendre 

\//>T=  „  ,',,  -  a;,       \/^i  = 


a  +  p        '•"  "•''       a+[i 


On  vérifie  alois  aisément  que  q  l  0-  et  «yi  :  o-  ne  dépendent  (|ue  du 
paramètre  a,  de  sorte  <pi'on  a  bien  ainsi  les  surfaces  cbercliées. 
L'application  des  formules  (4)  donne  pour  leurs  cooidonnées 

A  2  /•  A-  /" 


AA, 


/a'a; 


Quant  à  l'élément  linéaire,  ou  trouve 


doi. 
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Les  surfaces  de  Serrel,  ayant  leur  courbure  totale  constante,  sont 
caractérisées  par  la  condition  supplémentaire 

A.V,  —  A' Al  =  const. 

17.  Nous  allons  nous  servir  de  l'expression  générale  de  ds-  pour 
chercher  parmi  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  confondues 
celles  qui  sont  harmoniques,  c'est-à-dire  celles  dont  l'élément 
linéaire  est  réductible  à  la  forme  de  Liouville 

ds'^  =  [V (u)—\ (vjjidu"^ ^  di>'-). 

Pour  qu'un  élément  linéaire  \[x^  y)dx  dy  soit  réductible  à  cette 
(ortne,  il  faut  cl  il  suffit,  comme  l'a  démontré  M.  Darboux 
[Théorie  des  surfaces,  t.  II,  p.  ao8),  qu'il  existe  deux  (onctions 
X(^)  et  Y  [y)  vérifiant  ré(|ualion  aux  fonctions  mêlées 

dont  le  développement  est  le  suivant: 

(i5)  2X— -  -f-iX'— ■  +X"X  =  2Y— -  4-3Y'—  -+-  Y"X. 

^      '  dx^  ôx  dy^  ox 

Or  il  est  visible  que  léiément  linéaire  (i4)  peut  s'écrire  \dxdy^ 
si  l'on  prend 


{x-y)-^' 


de  plus,   sa  courbure  totale  est  constante  (juand  A(a:)  se  réduit  à 
une  constante,  et  alors  seulement. 

Remplaçant  ).  par  rex[)ression  précédente  dans  l'équation  (i5), 
chassant  les  dénominateurs  et  divisant  par  A,  on  trouve 

i2(X— Y)-(a7-7)/'6X'-4-8X^-  +6Y''\ 
+  (^  -  j)^  (X"+  3  \'  ^  -4-  . X  ^  -  Y")  =.  o. 

En  faisant  y  =  a;,  on  reconnaît  (jtie  Y  est  la  même  fonction  de  y 
que  X  de  x.  Or,  si  l'on  diUérenlie  le  premier  membre  deux  fois 
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par  rapport  à  x  et  deux  fois  par  rapport  à  y,  il  vient 

dx-^  \  h  11  J       dy* 

ce  qui  montre  que  Y  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  y. 
On  a  donc 

Y  =  ly'  -I-  my"^-^  ny^-\-  py  +  7,         X  =  Ix'*  ->r  mx^-h-  nx^-h  px  -+-  q. 

On  sait  (Dauboux,  loc.cit.,  p.  210)  et  l'on  vérifie  aisément  que, 
quelles  que  soient  les  cinq  constantes  /,  m,  n,  /?,  q^  les  termes 
indépendants  de  h'  et  de  A"  disparaissent  tous  quand  on  substitue 
les  polynômes  X  et  Y  dans  l'équation  proposée;  après  siq)pression 
du  facteur  commun  [x — y),  il  reste 

Pour  que  celte  relation  ait  lieu  (piels  que  soient  x  et  y,  il  Caut  et  il 
suffit  que  h'  soit  nul.  En  conséquence,  les  seules  surfaces  à  lignes 
de  courbure  confondues  qui  soient,  harmoniques  sont  celles 
dont  la  courbure  totale  est  constante  (surfaces  de  Serret). 

Ce  résultat  conq^lcte  une  proposition  que  j'ai  établie  autrefois 
{Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  (^X,  1890,  et 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  IX,  1895). 
J'ai  prouvé  que  toute  surface  harmonique  réglée  est  applicable 
sur  une  surface  de  révolution  ou  sur  une  quadrique ;  mais  j'ai 
laissé  de  côté  les  surfaces  réglées  à  génératrices  isotropes.  D'après 
ce  qui  précède,  la  j)roposition  est  viaie  sans  aucune  rcstriclion. 

18.  JNous  nous  proposerons  enfin  de  rapporter  les  surfaces  (Oa) 
à  leurs  lignes  asymptoliques.  Pour  que  les  formules  de  M.  Leiieuvre, 

Idx  =  ( nin'n  —  ntn',i  )  du  — {mn'^,  —  nnl'^, )  dv, 
dy  ={nt'n    — ln'n)du    — {nl'^,    —fn'^,)d^>, 
dz  —(ti/i'n  —  ml'„)  du  — {liti[,  —  nil\,)dv, 

représentent  des  surfaces  réglées  dont  les  lignes  u  =:  const.  soient 
les  génératrices,  il  faut,  comme  l'a  montré  M.  Goursat  (Z?m/A  Soc. 
niathém.  de  France,  t.  XXIV,  1896),  que  l'équaliou  de  Moutard 
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à  laquelle  satisfont  les  fonctions  /,  m  et  n,  soit  de  rang  i  ou  de 
rang  2.  Si  l'équation  est  de  rang  i,  c'est-à-dire  si  p  est  nul,  la  sur- 
face, supposée  réglée,  est  nécessairement  une  surface  à  plan  direc- 
teur. Or,  pour  les  surfaces  à  génératrices  isotropes,  le  cône  directeur 
est  un  cône  isotrope;  si  donc  une  telle  surface  est  à  plan  directeur, 
ses  génératrices  sont  parallèles  à  l'une  des  génératrices  suivant 
lesquelles  le  cône  directeur  coupe  un  plan  mené  par  son  sommet 
parallèlement  au  plan  directeur  :  leur  direction  étant  fixe,  la  surface 
est  un  cjlindie  et  non  une  surface  (O^). 

Quand  l'équation  à  laquelle  satisfont  /,  m  et  n  est  de  rang  2,  on 
peut,  sans  restreindre  la  généralité,  la  ramener  à  la  forme 

(E, 


0  Ou  Ov  {a  --  V )2 

Celte  équation,  l'une  de  celles  qui  ont  été  traitées  par  Euler,  a 
pour  intégrale  générale 

a  —  V 

U  et  V  désignant  lespeclivement  deux  fonctions  arbitraires,  l'une 
de  M,  l'autre  de  v^  dont  U'  et  V  sont  les  dérivées.  Telle  est  la  forme 
analytique  des  fonctions  /,  m,  n.  Mais,  si  la  surface  correspon- 
dante est  réglée,  les  normales  menées  aux  divers  points  d'une 
génératrice  (/^  =  const.)  devant  être  pei"|)endiculaires  à  cette  géné- 
ratrice, il  existe  entre  Z,  m  et  n  une  rehilion  identique  de  la  fornjc 

/  A  (  a  )  -1-  m  B  (  a  )  -I-  n  C  (  a  )  =  o.  , 

Cette  condition  entraîne  pour  /,  /;î,  //,  ainsi  que  la  indiqué 
M.  Goursat  [loc.  cit.),  les  (ormes  suivantes  : 

/  = u, ,         m  = U,,         n  = U,. 

C^es  expressions  sont  générales  et  conviennent  à  toutes  les  sur- 
faces réglées  qui  n'ont  pas  de  plan  directeur.  Introduisons  l'hypo- 
thèse qui  caractérise  les  surfaces  (0/v),  savoir  que  la  couibure 
totale  K  dépend  de  la  seule  variable  u.  D'après  la  relation  bien 
connue 
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on  devra  avoir 

ce  qui  entraîne  visiblement  la  condition  nécessaire  et  suffisante 

On  n'aura  donc  qu'à  poser,  par  exemple, 

U,+  fU2=lJ2,        y_,:u,=  -U2,        U3=UUo, 

ce  qui  donnera 

/•^+ w2-(-  «2  =  (uu;  —  UoU')2. 

On  aura  ainsi  /,  /n,  /i  exprimés  à  l'aide  de  deux  fonctions  arbi- 
traires U  cl  Uo  et,  par  suite,  les  expressions  cherchées  de  dx,  dy 
dz  par  les  formules  (i6). 

liemaïque .  —  Les  liois  fonctions  /,  m,  n  étant  choisies  comme 
il  vient  d'être  dit,  la  somme  /- -f-  /«- +  n^  se  réduil  à  une  fonction 
de  u.  Dès  lors,  en  vertu  d  un  tliéorème  du  à  IM.  L.  Bianchi  (^Annali 
di Matcmalica,  2"^  série,  t.  XVllI,  i^yo),  la  surface  (S)  enveloppe 

du  plan 

Ix  -+-  iny  -r-  /i  z  -i-  p  =  o, 

où  p  est  une  solulion  quelconque  de  ré(|uation  (E),  admet  le  réseau 
(a,  v)  comme  réseau  conjugué  persistant,  c'esl-à-dire  (pi'il 
existe  une  infinité  de  surfaces  dépendant  d'une  constante  arbi- 
traire, qui  ont  même  élément  linéaire  que  (S)  et  sur  lescpielles  le 
réseau  (w,  v)  est  conjugué.  On  est  ainsi  conduit  tout  nalurcllenient 
aux  résultats  très  généraux  que  M.  I3rach  a  trouvés  |)ar  une  autre 
voie  {C.  R.  Acad.  des  Sciences,  i.  GXXXVI,  27  avril  lyoS) 
relativenienl  au  problème  des  réseaux  conjugués  persistants  et 
qui  m'avaient  échappé  cpiand  j'ai  publié  ma  Note  récente  sur  le 
même  sujet  {C.  li.  yicad.  des  Sciences,  t.  CXLV1,G  avril  1908). 
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CONTRIBUTION  A  LA  THÉORIE  DES  SINGULARITÉS  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  m.   Georges  Rémoundos. 


Introduction. 

1,   L'étude  des  intégrales  d'une  équation  différentielle 

(i)  M(t,  y)  dx  -\-  N{x,  y)  dy  =  o 

vérifiant  des  conditions  initiales  singulières  a  fait  l'objet  de  plu- 
sieurs travaux  :  Briot  et  Bouquet,  MM.  Picard,  Poincaré,  Ben- 
dixson,  Horn,  l^indelof,  Autonne,  Darboux,  Konigsberger  ont 
publié  des  résultats,  par  lesquels  la  question  est  presque  résolue; 
je  ne  veux  |)as  donner  ici  la  hibliograpliie  de  cette  partie  impor- 
tante de  la  tliéoiie  des  équations  différentielles;  on  la  trouvera 
complète  dans  l'intéressante  Thèse  de  M.  H.  Dulac  :  Recherches 
sur  les  points  singuliers  des  équations  différentielles  {Journal 
de  r Ecole  Polytechnique,  2"  série,  Cahier  IX,  igo4),  ipii  a 
apporté  des  compléments  considérables  aux  résultats  des  auteurs 
ci-dessus  cités.  Malgré  toutes  ces  recherches,  il  reste  quelques  sin- 
gularités qui  n'ont  pas  encore  été  étudiées  d'une  façon  complète. 
On  sait  que  Briot  et  Bouquet  sont  arrivés  à  établir,  dans  des  cas 
très  étendus,  une  réduction  à  des  formes  simples  qu'on  étudie 
plus  aisément;  le  lecteur  peut  se  reporter  à  leurs  travaux  mémo- 
rables [Recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par 
des  équations  différentielles  {Journal  de  V Ecole  Polytechnique, 
Cahier  XKXVI,  i856,  p.  161)]  ou  bien  au  Tome  III  du  Traité 
d^ Analyse  de  M.  E.  Picard  (p.  SS-Sg).  Parmi  ces  formes,  aux- 
quelles nous  conduit  la  réduction  de  Briot  et  Bouquet,  il  y  en  a 
une  très  intéressante,  à  cause  des  cir(;onstances  paiticulières  qu'elle 
présente  :  je  veux  parler  de  la  fonne 

dv 

(2)  ^'^  =^r^-/(^.r)         (=t?^o), 

oùf{x,y)  désigne  une  fonction  holomorphe  des  x  cl  y  dans  le 
voisinage  âe  x  =  o  cly  =  0  s'annulant  pour  :c  =:  o  et  ^  ==  o.  Nous 
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supposons,  bien  entendu,  que  la  fonclion  y(x,  y)  ne  contienne 
pas  de  terme  de  la  forme  <xy.  Le  calcul  des  coefdcients  du  déve- 
loppement taylorien  |)eut  se  faire  de  proche  en  proche  par  l'équa- 
tion (2),  grâce  à  des  difTérentialions  successives;  mais  le  dévelop- 
pement n'est  pas  convergent,  comme  on  le  constate  aisément  sur 
des  exemples  simples.  M.  Picard  (loc.  cit.)  donne  le  suivant, 

dy 

x"^  -7—  ^=.  %y  -^  h X         (ot.  ^  o), 
dx 

dans  lequel  on  aperçoit  immédiatement  la  divergence  du  déve- 
loppement taylorien,  et  il  s'exprime  ainsi  (p.  89)  :  «  La  singu- 
larité ^=0  est,  en  général,  pour  celle  équation  une  singularité 
de  nature  essentielle;  il  j  aurait  là  un  important  et  difficile  sujet 
de  recherches.  »  C'est  à  ce  sujet  que  se  ra()porte  le  présent  travail. 

L    —   Lks   ui'.sultaïs   de  Brioï   et   Bouquet. 

2.    Briot  et  Bouquet  ont  examiné  l'équation 

dv 

(3)  a-2^  ^aj'-i-a^cpCa:), 

où  cp(.7;)  désigne   tinc  fonction    liolon)oi  plie   dans    le    voisinage  de 
a:  =  o,  et  ils  ont  recherché />0M/"  quelles  valeurs  du  paramètre  a. 
r équation  différentielle  admet  une  intégrale  holomorplie  dans 
le  voisinage  de  x  =^  o  et  s'a/inulant  pour  celte  valeur  de  x. 
Ils  ont  résolu  le  problème  sous  la  foiiiie  suiviuile  : 

L  Pour  que  l'équation  (3)  admette  une  éiiuation  holomoiplie 
dans  le  voisinage  de  x  =  o  et  s^  annulant  pour  j7  =  o,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  nombre  a  soit  un  zéro  (T  une  fonction  entière 

(4)  n{x)=  ho-\ x -\- 


1  I .  -i  1 . 7. .  i  ■  I  .  A  .  3  .  .  .  rt 

où  les  nombres  />„.  b^,  b^i  ...,  b„,  ...  désignent  les  coefficients 
du  développement  taylorien  de  la  fonction 

Vf{x)=  bo  +-  biX  -4-  biX^-\-.  .  .-r-  bnX"  -t-  . . .. 

On   démontre  aisément   ce   théorème  en  calculant  de   proche  en 
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proche  les  coefficients  du  développeinent  taylorlen  à  l'aide  de 
l'équalion  (3),  par  l'emploi  de  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés. (Voir  le  Mémoire  précité  de  Briot  et  Bou(|uet.) 

Le  calcul  du  développement  taylorien,  qui  satisfait  formellctnent 
à  l'équalion  différentielle  (3),  montre  aussi  que  cette  série  divei-ge 
pour  toute  valeur  de  a  n'annulant  pas  la  fonction  H(x)  et  que  le 
coefficient  de  x"  dans  cette  série  jouit  de  la  propriété  suivante  : 

II.  Si  l'on  désigne  par  A„  le  coefficient  de  x'^  dans  la  série 
H(:r),  le  rapport 

(■))  ,/A„  :  v/i.'i..j.  •.(«  —  !) 

tend  vers  une  valeur  jinie  et  différente  de  zéro,  lorsque  l'in- 
dice n  croît  indéfiniment,  pour  toute  valeur  de  a  n'annulant 
pas  la  fonction  H(^). 

Il  serait  très  intéressant  d'étendre  ces  |)ropriétés,  dont  jouit 
Texenq^Ie  simple  étudié  par  Briot  et  Bouquet,  au  cas  le  |)lus  gé- 
néral de  l'équalion  (a).  C'est  ce  que  nous  allons  faire  pour  la  pro- 
priété II  en  prouvant  que  le  rapport 

"/'T~      "  ~> '/ T 

y/A,,  :  V  I  .i.  >.  .  .(/<  —  I) 

ne  tend  jamais  vers  l'infini,  et  cela  dans  le  cas  le  plus  général  de 
l'équation  (2).  De  plus,  nous  faisons  une  étude  détaillée  de  la  série 
qui  satisfait  formellement  à  une  équation  de  la  forme  (2),  et  nous 
mettons  en  lumière  l'origine  et  les  raisons  générales  de  sa  diver- 
gence, d'où  résulte  un  théorème  intéressant  justifiant  l'assertion 
déjà  nKîntionnée,  d'après  laquelle  l'écjualion  (2)  n'adrfiet  pas,  en 
général,  d'intégrale  holomorphes'annulant  pour  ^^o.  Un  résumé 
de  nos  résultats  a  été  publié  dans  les  Comptes  rendus  de  l' Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris  (24  février  i(jo8). 

II.   —   (jOmi'Aiuisoiv  de  la.  séuie  avec   une  autre  série 

COJNVEROEJNTE. 

3.  I^a  dérivée  d'ordie  /i"""'  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (2)  est  égale  pour  x  ^=  o  à 


(6)  "^''-'Ad^). 


-  188  — 

l'indice    zéro    désignant    la    valeur    de    la    dérivée    pour   x  =  o. 
Si,  d'autre  part,  nous  différentions  n  fois  l'expression  xy,  nous 
remarquons  que,  pour  :r  =  o,  la  aî'^"""  dérivée  xy  est  égale  à 

Si  donc  nous  considérons  l'équation  ayant  pour  premier  membre 
l'expression  xy  et  pour  second  membre  le  second  membre  de 
l'équation  différentielle  donnée  (2),  il  y  a  lieu  à  faire  un  rappro- 
chement entre  la  série  définie  par  l'équation  différentielle  (2)  et  la 
série  obtenue  par  des  dilïérentiations  successives  de  l'équation 
finie 

(8)  ^^  =  ay-i-/(a;,  j) 

que  nous  appellerons  Véquation  (E).  Cette  équation  définit  une 
fonction  y  =  g{x)  qui  est  holoniorphe  dans  le  voisinage  de  x  =  0 
et  s'annule  pour^  =:  o,  d'après  un  théorème  bien  connu  de  Weier- 
strass(yo//-PicAKo,  Traité  d'Analyse,  1. 11,  p.  241-245,  ei^l^Aa/tf/- 
lungen  aus  der  Funktionenlehre,  von  K.  Weiersirass). 

Le  rapprochement  des  deux  séries,  (|ue  nous  nous  proposons  de 
faire,  tient  à  la  remarque  suivante  :  Si,  en  eU'ectuanl  ces  différen- 
tiations  successives  de  l'équation  différentielle,  nous  omettons 
chaque  fois  le  facteur  n  —  i  qui  se  présente  dans  l'expression  (6) 
et  non  pas  dans  l'expression  (y),  on  déduit  immédiatement  de  la 
série  satisfaisant  à  l'équation  différentielle  la  série  satisfaisant  à 
l'équation  (E),  qui  est  bien  convergente  dans  un  cercle  ajanl 
comme  centre  le  point  37  =  0.  Je  précise  :  après  avoir  différentié 
un  certain  nombre  de  fois  l'équation  différentielle,  nous  remar- 
quons ipi'il  se  présente  comme  (acteurs  deux  nombres  entiers  con- 
sécutifs dans  le  premier  membre;  si  donc  chaque  fois  nous  divi- 
sons ce  mcmbic  |)ar  le  plus  petil  de  ces  facteurs  entiers,  que  nous 
supprimons  ainsi,  nous  obtenons,  au  lieu  de  la  série  satisfaisant  à 
l'équation  dillérentielle,  la  série  satisfaisant  à  l'équation  (E)  ou  (8), 
qui  converge  dans  le  voisinage  de  :r  =  o. 

Celle  remarque,  qui  est  fondamentale  pour  notre  but,  nous  con- 
duit à  la  conclusion  (pie  la  présence  de  ces  facteurs  1,  2,  3,  ..., 
n — I,  que  nous  devons  siippriuuM-  après  chaque  différentialion 
pour  obtenir  la  série  satisfaisant  à  l'éijuation  (E),  est  le  fait  prin- 
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cipal  qui  entraîne,  en  général,  la  divergence  de  la  série  de  Tajlor 
salisfaisanl  formellement  à  Téquation  différentielle. 

Nous  appellerons  fadeurs  de  divergence  ces  facteurs  :  a  pour  la 
dérivée  troisième,  3  pour  la  dérivée  quatrième,  etc.,  n  —  i  pour  la 
dérivée  ^'"^. 

L'étude  approfondie  de  la  manière  dont  les  facteurs  de  diver- 
gence s'introduisent  dans  les  dérivations  successives  de  l'équation 
différentielle  et  se  rattachent  à  la  série  convergente  définie  par 
l'équation  (E)  nous  permettra  d'obtenir  des  résultats  intéressants. 

4..   Soit 

(9)  7137  +  72^2+   _..+., ^^a;«  _,_... 

la  série  qui  satisfait  formellement  à  l'équation  différentielle; 
remarquons  que  le  coelficient  y,j  peut  s'écrire  de  la  façon  suivante, 

(10)  ^(n=  V«l«2--  ■«mAa,rt,...a„, 

OÙ  les  «,,  «2?  '•••,  Cim  désignent  des  facteurs  de  divergence  et  oii 
la  somme 

(11)  C»  =    /  ,  ^a^a^. .  .fi„, 

désigne  le  coefficient  de  x"  dans  la  série 

(11')  CiX-h  C^X^-h...-^-  CnX"--h.  .  .  » 

qui  satisfait  à  l'équation  (E). 

Parmi  les  termes  de  la  somme  (10),  il  y  en  a  un  qui  contient  le 
produit  i.2.3...(/i  —  •i){n—i)  de  facteurs  de  divergence.  Nous 
allons  maintenant  démonlicr  qu'aucun  des  autres  termes  n'aura  un 
coefficient  de  divergence  dépassarit  le  produit  i.2.3...(/i  —  i);  il 
suffit  de  démontrer  que  le  coefficient  y»  jouit  de  cette  propriété, 
s'il  en  est  ainsi  des  coefficients  précédents.  A.  cet  effet,  remarquons 
(pie  l'équation  obtenue  par  n  différentiations  successives  de  l'équa- 
tion (2)  permet  d'exprimer  la  dérivée  y""  en  fonction  des  dérivées 
précédentes,  de  façon  que  dans  chaque  terme  la  somme  des  indices 
des  dérivées  ne  dépasse  pas  n  ;  ainsi,  la  dérivée  y'^'^qui  se  trouve 
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au  premier  membre  se  multiplie  par  le  nouveau  fadeur  de  diver- 
Seucc  n~i,  puisque  l'autre  facteur  n  n'est  pas  un  facteur  de 
divergence  comme  appartenant  aussi  à  l'équation  de  comparaison 
(li),  et,  par  conséquent,  le  phis  grand  coefficient  de  divergence 
sera  égal  à  i  .2.3...(/i  —  i)  dans  ces  termes  du  premier  membre, 
puisque,  par  hvpothèse,  le  plus  grand  coefficient  de  divergence 
dans  la  dérivécy'"-'^  est  égal  à  i.2.3.4---(«  —  ^-)-  En  ce  qui  con- 
cerne le  second  membre,  les  termes  qui  v  figurent  prennent  pour 
x  z=  o  et  K  :=  o  la  forme  suivanle, 

g  désignant  im  certain  nombre  n'ayant  pas  de  facteurs  de  diver- 
gence et  la  somme 

(i3)  /]  +  >>/2-t-  3/:i  — . . .+ v/v'^ /î- 

D'après  noire  lijpotbèse,  le  plus  grand  coefficient  de  divergence 
*^^  ky\Y'  ^'^^  <^S'^'  ''  l's  celui  de  {y'IY*  est  égal  à  (i .  a)'»,  . . .,  et,  en 
général,  le   plus  grand  coefficient  de  divergence  dans  (ro")''  ^^t 


égal  à 


[i.-..3...(v-.)/v|; 


par  conséquent,  le  plus  grand  coefficient  de  divergence  du 
terme  (i'>,  )  sera  égal  à 

(i4)  (i.'^.)''(i-^-3y....[ii.-i.3...(v  — i)J/v 

et  ce  produit  est  évidemincnU  inférieur  ou  égal  au  produit 
i.2.3...(n  —  2)(/i  —  i),  j)arcc  que  le  nombre  des  facteurs  du  pro- 
duit (i4)j  ({"'  sont  différents  de  l'unité,  est  égal  à 

/s  +  •>  ^V  -1-  3  /s  -(-  .  .  .  -h  (  V  —  2  ;  /v^  rt  —  ).. 

En  effet,  cette  somme  est  égale  à 

(('))  /,+  2/2-!-  3/3  +  . . .  + v/v—  l\  —  •).{  f-î-h  Ij-h..  .-I-  f-,)\ 

si  les  exposants  L,  I3,  ...,  /^  sont  tous  nuls,  le  terme  en  question 
ne  contient  aucun  facteur  de  divergence;  dans  le  cas  contraire,  le 
nombre  /, -t- 2  (/^  H- A, +.  .  .-f- 4)  est  au  ujoins  égal  à  :>.  et,  par 
consr(|ueul,  le  nombre  (i  j)  est  au  plus  égal  à 

/,  -H  2  /j  -  3  /,  -H . .  .  ->-  V  /v  -    •>.  1  n  —  -i. 
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parce  (jue  le  noinl)rc  /,  +  2 /o  H-  3 /;,  H-.  ..-f-  v /v  est  an  plus  égal  à  n. 
Il   résulte    immédiatement   de    l;"i    que,   pour   déduire  le   produit 
i.2.3...(/z  —  i)du  produit  (i4)?  il  ia^wi  remplacer  certains  facteurs 
de  divergence  par  d'autres  plus  grands. 


m.    —   Hapid 


ITE    DE    hA     DlVEIUiENCE. 


5.  Ayant  démonlié  dans  le  paragraphe  précédent  que  les  coeffi- 
cients de  diveigence  a,,  a,?  •••1  (^mi  q"i  figurent  dans  l'expression 
(10)  de  y„,  sont  inférieuis  ou  égaux  au  produit  i.'2.3...(/i  —  1), 
nous  pouvons  maintenant  établir  une  limite  supérieure  du  coeffi- 
cient Y„  de  la  série  (9).  Nous  avons,  en  effet 

(•6)  |Y„|<i.->..3..:(n-i)2|  A„.„,^  ,.„„!, 

le  symbole  |  A„^„^  „  J  désignant  le  module  de  A„^„^  „_.  Cela  posé, 
écrivons  l'équation  différentielle  donnée  sous  lu  forme 

et  remplaçons  tous  les  coefficients  des  termes  du  premier  membre 
par  leurs  modules;  nous  obtenons  ainsi  l'équation  différentielle 

(17)  x^y-\-¥{x,y)='j.y, 

la  fonction  F(.r,  y)  ayarjl  comme  coefficients  les  modules,  des  cocf- 
ficienls  de  la  fonction  f{x,  y).  Les  coefficients  y, ,  Vo,  . .  .,  y„,  .  . . 
de  notre  série  ne  dé|)assent  pas  évidemment  les  coefficients  cor- 
respondants de  la  série  de  Tajior  définie  par  l'équation  (17),  et  les 
coefficients  C\ ,  c^,  C;i,  .  . .,  c„,  ...  de  la  série  (1  i')  ne  dépassent  pas, 
pour  la  même  raison,  ceux  de  la  série  tajiorienne  définie  par  l'é- 
quation 

(18)  xy-+-V{x,y)=n.y. 

La  fonction  ¥{x^y)']ouc  ici  le  rôle  d'une  fonction  majorante.  Si, 
en  efTcl,  nous  considérons  la  quantité  Cn  comme  fonction  des  coef- 
ficients de  la  série  qui  définit  f{x^  r),  la  substitution  ci-dessus 
indiquée    est  équivalente  au  remplacement  des    termes  de   cette 


—  192  — 

expression  de  c„  par  leurs  modules.  Soil 

(19)  w(a:)=  o,ar-i- 02  37*  +  .  .  .-f- 8„a"«-t-.  .. 

la  série  de  Ta^lor  définie  par  l'équalion  (18);  elle  définit,  d'après 
le  théorème  l'ondamenlal  de  Weierstrass,  une  fonction  holomorphe 
dans  le  voisinage  de  57  =  0,  et,  par  conséquent,  la  limite  de  ^^o„ 
pour  n^cc  est  un  nombre  fini;  il  en  est  donc  de  même  de  la 
limite  de  y/c„,  grâce  à  la  relation 

Cela  étant,  notre  inégalité  (16)  devient 

(20)  |Y«|<'--î-3...(«-i)o„, 

le  nombre  o„  étant,  bien  entendu,  réel  et  positif. 

L'inégalité  (20)  peut  s'écrire  aussi  de  la  façon  suivante, 

VIT"  l<  V«!  yon 
ou  bien 

v/û7l  :  v^<  V^. 

ce  qui  démontre  (|ue  le  rapport  \/y^:'^n\  tend  vers  une  limite 
finie,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  parce  qu'il  en  est  ainsi  de  la 

quantité  /S,,,  d'après  l'holomorphie  de  la  fonction  fo(.r)  dans  le 
voisinage  de  .3^=0. 

Cette  analyse  se  résume  dans  l'énoncé  sui\anl  : 

Théorème  I.  —  Dans  /es  cas  où  la  quantité  l^/v„  crotl  avec  n, 
elle  ne  croit  jamais  plus  vite  que  \/n  !,  et  nous  avons  ainsi  une 
limite  supéi-ieure  de  la  vitesse  de  la.  divergence  de  la  série  qui 
satisfait  formellement  à  Véquation  différentielle  donnée  :  le 
rapport  y/y,»  :  s/nl  ne  tend  jamais  vers  l'infini,  lorsque  n  croit 
indéfiniment. 

La  limite  supérieure  (|ue  ce  théorème  assigne,  pour  la  rapidité 
de  la  divergence  de  la  série  considérée  dans  ce  travail,  est  atteinte 
dans  les  cas  particuliers  cités  par  M.  Picard,  ainsi  que  par  Briot  et 
Bouquet  {voir  ci-dessus,  n"'  1  et  2). 
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IV.   —    Un   cas   i'Auticulieh. 

6.    Considérons  ré(jiialion 

(-21)  x^y -h  F{x,  y )=  7.y, 

où  ¥(x,y)  désigne  une  fonction  liolonioiplie  dans  le  voisinage  des 
valeurs  ^  =  o  et  y  =  o,  et  ayant  comme  coefficients  des  nombres 
réels  et  positifs;  F(x,  jk)  ne  contient  pas,  bien  entendu,  de  terme 
linéaire  en  y  de  la  forme  y.y.  Dans  ce  cas,  les  nombres  A„^„^  „^^  de 
la  formule  (lo)  sont  tous  positifs  et  nous  pouvons  écrire 

Y„=  t. 2. 3. .  .(/i  — I)  >  5 -. — -  A„,„^..,„„,, 

'  ^M  i  .-i.i. .  .{n  —  I )       '  '       '" 

les  rapports  ^-^ — étant  au  plus  e^aux  a  1  unité  et  au  moins 

^  '  1 .  2 . 3 . . .  (  /i  —  I  )  '  " 

égaux    à Nous  avons  en  efl'et  démontré  (n"  4)  que 

^  I .  V. .  3 ...(«  —  I  j  ^  '  ^ 

les  produits  a^a-x  ■  ■  -Uin  ne  dépassent  pas  i.2.3...(/i  —  i).  Cela 
posé,   nous  pouvons  indiquer  des  teimes  de  la  somme  ci-dessus 

qui  ne  tendent  pas  vers  zéro  avec  — •  Si,  en  effet,  nous  posons 

F(a7,  7)=:  a?B(a7)+  Bi(57)jK  +  62(^)72  +  . . ., 
Vi{x)  =  p^^  Pxx  -\- p-ix"- -\~ . . ., 

dans  l'expression  de  la  dérivée  j''"'  obtenue  par  différejitiations 
successives  de  l'équation  (2  i)  et  correspondant  aux  valeurs  initiales 
a;  =  o  ety  =  o  figurera  le  terme 

^»(..2.3.../0[i-2.3...(/i-i)].. 

Ce  terme  figurera  sous  la  forme 

^>[,...3...(«-i)J 

dans  l'expression  de  y«)  et,  si  nous  posons 
_  1 . 9. .  3 . . .  (  /i  —  1  ) 
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l'expression  de  qn  contiendra  le  terme />o  qui  est  constant.  11  suit 
de  là  <|iie  la  quantité  qn  ne  saurait  tendre  vers  zrro,  et,  par  consé- 
(|iicnt,  la  (pinntité  y/y„  tend  vers  l'infini  ;ivec  /i.  Nous  concluons 
donc  (jue  l'équation  dijférenlielle  C^i)  it  admet  pas  cV intégrale 
liolomorphe. 

Ce  résultat  est  d'jiutant  plus  intéressant  que  nous  trouvons  chez 
plusieurs  ;iut(Miis  l'assertion  que  les  équations  difTérenlielies,  con- 
sidérées dans  ce  travail  n'admellcnt  pas,  en  général,  d'intégrale 
hoiornorplie. 

Celle  assertion  n'est  jusqu'ici  appuyée  que  sur  des  exemples 
très  particuliers  (voir  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard,  t.  III, 
p.  85-39,  et  la  Thèse  déjà  citée  de  M.  Dulac).  Notre  méthode  met  en 
lumière  la  cause  de  la  divergence  du  développement  taylorien,  dé- 
duit de  ré(|uation  différentielle;  d'ailleurs,  le  cas  étudié  ci-dessus, 
et  dans  lecpiel  l'absence  de  l'intégrale  holomorphe  est  démontrée, 
présente  le  caractère  le  plus  général,  au  point  de  vue  fonctionnel 
cl  différentiel,  des  équations  différentielles  considérées  dans  ce 
travail.  En  effet,  la  restriction  employée  pour  arriver  à  ce  résultat 
ne  louche  pas  au  fond  du  caractère  fonctionnel  et  différentiel  des 
écpiations  les  plus  générales  que  nous  considérons  ici.  Si,  par 
cxcinj)le,  nous  nous  bornons  au  domaine  réel,  la  restriction  indi- 
quée ne  concerne  que  le  signe  des  coefficients  des  fonctions  13(x), 
13,  (a:),  \^2[x)^  ...  de  l'équation  (2)  écrite  sous  la  forme 

x^y  =  iy  -+-a:B(a')+  37  B|(.r)^-+-  82(^)72 -i-.  .  .  (a  ^  o). 

Le  fait  Condamcnlal  qui  résulte  de  ces  recherches  consiste  en 
ce  que  la  divergence  de  la  série  tajloriennc  déduite  des  équations 
différentielles  considérées  est  due  à  la  présence  de  quelques 
nombres  entiers,  appelés  facteurs  de  divergence,  (pii  s'intro- 
duisent tians  le  calcul  des  dérivées  successives.  Une  étude  ana- 
logue peut  noiis  faire  voir  (ju'il  eu  est  de  même  des  équations  plus 

générales 

x>>'y=%y+f{x,y), 

ni  étant  un  entier  (piclconque. 
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LES  FONCTIONS  IMPLICITES  EN   NOMBRE  INFINI 
ET  L'ÉQUATION  INTÉGRALE  NON  LINÉAIRE; 

Pau   m.    R.   d'Adhémau. 


1.  Après  les  mémorables  travaux  de  M.  Fredholm  sur  l'équa- 
lion  intégrale  linéaire 

il  est  naturel  de  se  demander  quelles  difficultés  nouvelles  se  pré- 
senteront pour  l'équation  intégrale  non  linéaire. 
Soient,  par  exemple,  deux  ijpes 

(2)  /(^)  +  X   f  Fix,j)P[f{y)]dy  =  G{x), 

(3)  /(x)-^l  f  F{x,f)ef^y^         dy  =  G{x); 

P  est  un  polynôme  donné;  F  est  le /ïoyrtw   donné;   la   fonction   G 
est  donnée  et  l'inconnue  est  la  fonction/". 

M.  Goursat  a  montré  tout  l'intérêt  que  présentent  les  noyaux 
de  la  forme 

(4)  ^ff,>{o^)h,>(y)- 

1 

Nous  les  appellerons  noyaux  de  M.  Goursat,  et  n'étudierons 
que  ceux-là. 

Supposons  d'abord  la  somme  (4)  limitée  à  n  termes  et  prenons, 
pour  simplifier  l'exposition, 

L'équation  (2)  donne  aussitôt,  les-S  étant  des  constantes, 

/{x)  =  G{x)  —  X^Zpff,,{x). 
1 

Portons   cette    valeur   dans   ré(|uation    (2)  :   nous  avons,   pour 
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(]('lerminer  les  z,  n  éqiialions  du  second  degré  à  n  inconnues. 
Donc  les  :;  sont  fonctions  algébriques  de  \. 

l'oiir  n  =  :>.,  nous  avons  à  di-culcr  rinlerseclion  de  deux 
coni(|ues  :  /  élanl  (|iieIconfni(\  il  v  a  qiialre  soiulions,  Unies  ou 
non,  réelles  ou  non. 

Pour  n  =  3,  la  discussion  est  d(''jà  1res  difficile. 

l*our  mieux  voir  encore  loul  ce  qui  nous  sépare  ici  du  cas 
linéaire,  examinons  l'équation,  aussi  simplifiée  que  possible, 

f{x)  +  l    /    f{y)   dy  =  G{x). 
On  a  évidemment 

Va  z  est  donné  par  une  é(pialion  du  second  degié.  Au  voisinage 
de  X  =  o,  nous  avons  une  solution  y^t/i^e  et  une  infinie. 

D'autres  considérations  montrent  encore  la  complexité  des 
écniations  de  M.  Fredholin  /ion  linéaires,  et,  si  je  me  décide  à 
('ciirc  cette  Note,  c'est  surtout  parce  f|ue  je  rencontrerai  des  sys- 
tèmes très  iiiléressanls  àc  fondions  imj>licites  en  nombre  infini. 

2.  Soit  donc,  ^  désignant  une  série  infinie  :    7  ,  l'équation 

(I)  f^jc)  +  l  f   [^A>(^')/'/.(.r)].7(7M''v  =  G(x). 

On  a 

(-2)  f{x)  =  G{x)-\^Znfrn{x)- 

Zn  est  une  constante.  Portons  dans  (1)  la  valeur  de /(jc)  [et  de/(y)] 
tirée  de  ré(|ualion  (2);  le  coefficient  de  gp{x)  doit  être  nul,  d'où 

(3)  z,,=J  /^,(J')jG(7]^-7.XG(J)[^^=„A^,0')] 

+-XH  ^;;„^„(7)|    \dy. 

Donc   les   constantes   z,,  sont  données   par   le    système   d'é(pia- 
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lions  en  nombi'e  infini 

(S)  Zj,=  Kl,—  2X\  ap„^„+X'^^^Pp„„'C„2„'. 


Précisons  le  mode  de  convergence  du  noyau,  en  posant 

gn{x)  =  x'^,         \h„{y)\<r—,  |GO-)|<M; 


H  et  M  sont  des  nomhres  positifs  donnés. 
Nous  obtenons  imniédialement  les  inégalités 

/  IK    1^"'^'^' 

|K;.|<^, 

HM       I 

I  ^pn  I  <C 


\JL  " 


H  I 

'pn'/i  I  "^    I  „ 


p    n  -h  n  -\-  i 

Nous  allons  |)Ouvoir  résoudre  le  système  implicite  i///i/>i  (S),  au 
voisinage  tie  X  ==  o,  par  les  approximaîions  de  M.  Picard. 

M.  Goursat  avait  déjà,  parce  rnojen,  résolu  les  systèmes  d'é(pia- 
tions  en  nombre  fini  (^Bull.  de  la  Soc.  math,  de  France,  190.']). 

Nous  partons  de  la  solution  évidenle 

(4)  z'].=  \<„ 

pour  A  =  o. 

D'où  le  calcul  de  z*  ,  z'^  elc,  par  les  équations 

(.J;  ^/i       —  '^/'         ' '^   /^^  p  n  "  Il   ^  '•      /  ,  /   ,  Ypiin'  -'Il  •'ni- 


1"  Il  faut  que  les  s^  soient  limites  de  façon  (pie  les  séries 
écrites  convergent. 

2°  Il  faut  que  z''  ait  une  limite  pour  q^i^cc.,  c'est-à-dire  que  la 
série  o-y,  conver<ie,  ("tant  posé 

1 

3"  Enfin,  il  faut  étudier  les  condllions  iï unicité  de  la  solution. 
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3.   Première  question.  —  Si  A  esl  assez  petit,  si  l'on  a,  U  étant 
un  nom\)re positif , 


^     \zl\<^,  L  =  HM2-+-U, 


il  en  sera  de  même  pour 
Soit,  en  efTel, 


Nous  avons 


•  .^.^  n  + /t'-i- I   \n    In' 

n      n'  ' ' 


,+,  ,        HM2+7XHI\1LP  +  X2HI.2Q 


Nous  prendrons  donc  À^X,,  de  sorte  que  l'on  ait 
2XHMLP-+-X2IIL2Q<  U. 

4.  Deuxième  question.  —  Posons 

(1)  ^t^  =  \zl-zr'l 

et  soit  A^"'  un  nombre  supérieur  ou  égal  au  plus  grand  des  AJ~' 
quand  n  prend  toutes  les  valeurs  entières.  Si  la  série 

(2)  2  A'/ 

'/ 

est  convergente,  rt/b;7/o/7  l'une  (juelconque   des  séries   <7p  con- 
vergera. 

Nous  avons  ici  des  fonctions  d'une  infinité   de   variables   dont 
les  dérivées  partielles  sont  bien  déterminées, 

z'n^  =  K„  +  f„{z'/,)        («  =  1,2,3,...), 

ayant  ^p„„'  =  ^pn'n,  ce  qui  double  le  coelfîcient  du  terme  rectangle 
(z„  s,/),  tandis  (jiie  le  coefficient  du  carré  (z-l)  reste  unique;  nous 
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nvons  pour  la  dérivée  l'expression  (3)  : 

(  3  )  ^'  =  —  2  X  a,,„  -t-  1 X2  2  <^,,„iZi 

i 

(l'indice  supérieur  des  z  est  ici  inutile). 

Le  module  de  cette  dérivée  reste  moindre  que 

^            ^  HIM       I             ,„  HL  v^          I            I            I         X      ,         ,    ,, 
T„„-  il-, ■  -t-2X2j —  y  , r^  =  1 {c-^\c  ). 

'  ho     «  -t-  I  \p.^n-\-i^\\i  \p    At  + 1 

Or  le  théorème  des  accroissements  finis  s'étend  sans  peine  à  la 
fonction  fp^  d'où 

(4)  A/,<^Ar'T„„. 

n 

La    question    serait    achevée    si    nous    avions    un    nomhre   fini 

2t„„ 


de  Zp.  Mais  ici  la  série 


ne  converge  pas. 

Il  faut  al(jrs  observer  que  l'on  a 

(5)  T2re=|— T)„,  T3„=.—  Ti„, 

avec 

1  n 


Donc   A-?-',    limite    supérieure    des    Af  ' ,    peut  être  pris  égal 
à  A^"'  et  nous  pouvons  écrire 


L'inégalité  (4)  devient 

A'/  ^  av    1  i  T   ,  -+-  ^  -t-  ^  -f-      .  î 
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Il  suffit,  alors,  d'exprimer  la  convergence  de  la  série 

c'est-à-dire,  ici  [j.  étant  moindre  (jue  w/?,  d'écrire 

^'i<iJ.^1  ' 


on  encore 


X(c-hXc')(.—  -+-j-!rH-  4"  +•••)<•> 

XIX2. 

5.    Troisième  question .  —  Notis  avons  obtenu  nnc  solution 

</  =  " 

Peut-on  avoir  une  autre  solution  ///,?  l.a  réponse  est  négative 
si  l'on  a 

Ecrivons,  en  elTel, 

u,,=  Kj,^/p{u„), 

Z  =   K/< +//)(, -3,,  ). 

Nous  avons  l'inéijalité  analogue  de  (4)  (n"  i), 

n 

T'  ,    est    l'analogue    de    T,,,, ,    foi-mé    avec     le    plus    grand    des 
nombres  L,  N. 

Nous  avons  encore  i("i  ['('galilé  analogue  de  (;"))  (n"  -i), 

Désignons  donc  une  liinile  supt-rieure  de 
par  le  svmbole 


—  201  — 
Nous  aurons  rinégalité  analogue  de  (7)  (n"  4-) 


«2 


'.<i\ 


«3-  ^!|m=  j-y  I 


D'où 


\u,-zr'u<\u,-z\uh\, 


•ri  'Y' 

Vl     11 


Donc,  pour). <X:,,  nous  avons 

I  "i— ^r'  |m  <  \M  I  "1— -=?1m, 

jji,  étant  moindre  que  i.  D'où 

Ui  —  2"  ;s  i<,  —  Zy  =0, 
u,, —  z,,=  o. 

Ce  résultat  paraît  très  paiticulier,  mais  il  se  généralise  aussitôt. 
Par  exemple,  supposons  (|ue  les  n,i  donnent  lieu  aux  inégalités 

N 
(1  +  a)!' 

de  sorte  que  la  convergence  de  la  solution   soit   ici   assurée  pour 
des  valeurs  assez  petites  de  a:,  tandis  que  précédemment  ^  M„.r" 

convergeait  quel  que  soit  x. 

La   fonction    \x    croît    infiniment    plus    vite   (|ue   (i  -f-^^/)'',   de 
sorte  que  l'inégalité  (i)  du  n"  5  peut  être  rem|)lacée  [)ar 

L' 


('')  \^,>\< 


{\-^a)P 


Nous  sommes  ramenés  au  cas  précédent,  puisque  les  majorantes 
choisies  pour  les  h  et  les  :;  ont  même  mode  de  convergence. 

D'où  iip  =  Zp  lorsque  \  est  assez  |)etil. 

En  général,  on  prouvera  l'unicité  de  la  solution,  \  étant  assez 
petit,  en  considérant  le  mode  de  convergence  le  plus  désavan- 
tageux des  suites  Zp  et  a^,  et  en  ramenant  les  deux  modes  de 
convergence  à  celui-là. 


-  20-2  - 

6.   Nous    pouvons   traiter   de   même  ré([uation   (3)  de   l'inlro- 
duction,  liée  à  l'équalioii  célèbre 

f)2  II  à^u         . 

avec  un   nojaii  de  M.   Goiirsal  :    A  »'/'(^) ''/>  (jk)-    Annulons    le 
coefficienl  de  gp{x)^  après  avoir  porté  dans  Tintégrale  la  valeur 

Nous  obtenons  le  svstème 

(S)  Z/,=    /     h,,{y)e  ^  dy. 

*-  0 

PourX  =  o,  nous  avons  la  solution 

^1=   {   hAy)ef^^y)dy^Kp, 

el  nous  écrivons,  de  proche  en  proche, 
Si  nous  prenons  encore 


g,,{x)  =  XI',        I  eG(j)  I  <  M,  h,, (y)  \  < 


[il' 


nous  sommes  ramenés  aux  trois  (jucslions  du  cas  précédent. 
Parlons  des  inégalités 

,    „  ,       HM 

\JL 

Soit    U    ur)    nombre     positif,     soit     L  =  HM  +  U  ;    nous    aurons 
pour  X^  X, 

Puis  nous  écrirons 

zy'  —  zl=         hf,iy)e^^y>\e      -'         ■    -e      ^  \dy. 

«^  (  1 

Appli(juons  encore  le   théorème  des  accroissements  finis,   gêné- 
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ralisé,  à  la  fonction  sons  le  signe;  majorons  de  la  même  façon  : 
nous  retrouvons  nos  systèmes  d'inégalités  ;  cela  conduit  à 
prendre  ).^  ).2  pour  assurer  la  convergence  de  la  série 


1 


(z'r~--'' 


et  à  prendre  X5X3  pour  assurer  l'unicité  de  la  solution   dans    des 
conditions  très  larges. 

7.  En  résumé,  pour  l'équation  intégrale  non  linéaire,  la 
fonction  inconnue  entrant  sous  le  signe  somme  sous  forme 
transcendante,  ou  sous  forme  de  polynôme,  on  peut  former  une 
solution,  pour  des  valeurs  de  X  assez  petites. 

Des  noyaux  de  forrne  très  générale  peuvent  être  mis  sous  la 
forme  de  noyaux  de  M.  Goursat  ('). 

La  majorante  de  notre  noyau  était 


H  y    j — ■  (x  quelconque); 


nous  obtenons  une  solution  ayant  le  même  mode  de  convergence. 
Nous  aurions  pu,  aussi  bien,  prendre  pour  type  de  majorante 

II  Va7«^" 
[^,,{x)  =  xf>,  \h,Ay)\<Ug",         |a:5r|<i]. 

Quel  que  soit  le  mode  de  convergence,  la  théorie  est  la  même. 
Nous  pourrions,  aussi,  généraliser  beaucoup  celte  théorie  des 
systèmes  implicites  infinis  et  l'étendre  aux  systèmes  adéquations 
différentielles  en  nombre  infini. 

Faisons  encore  une  remarque  sur  l'équation  (i)  du  n°  2,  dans 
le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  second,  membre. 

G{x)  étant  identiquement  nul,  le  système  (S)  aura  ici  la 
forme 

1       1 


(')  On  consultera,  sur  celle  (jucstion,  la  belle  Dissertation  de  M.  E.  Schmidt 
{Math.  Annalen,  l.  L\III  ). 
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Nous  avons  une  solution  évicJenle  qui  esl 

11  semble  qu'il  y  ait  d'autres  solutions  /t/i«'e5,  car  l'on  pourrait 
avoir  des  approximations  convergeant,  le  point  de  dé|)arl  c"  étant 
arbitraire,  tel  seulement  que  l'on  ait,  par  exemple, 

i^?.i<A' 
Iz. 

A  étant  un  nombre  positif  donné. 

Ceci  est  illusoire;  on  montre  facilement  que  deux  solutions 
finies  sont  identiques.  Or  nous  avons  la  solution  zéro;  donc  c'est 
la  seule,  lorsque  a  est  assez  petit. 

Nous  voyons  quelles  difficultés  énormes  entraîne  le  cas  non 
linéaire  :  nous  sommes  en  présence  de  fonctions  multiformes  fort 

peu  accessibles  (') Par  les  moyens  élémentaires  ici  employés, 

nous  arriverons  à  suivre  une  solution  depuis  le  point  X  =  o  jus- 
qu'au point  )v  = /,  le  plus  voisin  de  l'origine,  où  s'annule  le 
jacohien  i\\\  système  de  fonctions  implicites. 

J'aurai  bientôt  à  revenir  sur  ces  questions. 


(')  Pendant  que  j'écrivais  ces  pages,  M.  E.  Sclniiiitl  a  publié  une  Note  sur  ces 
questions  {Malliematische  Annalen,  t.  L\V).  Le  point  de  vue  parait,  au  premier 
alîord,  tout  dillérent  du  mien.  On  sail,  d'ailleurs,  combien  M.  I';.  Schmidt  est 
compétent  dans  cet  ordre  d'idées. 

Nous  devons  rappeler  les  principaux  travaux  relatifs  aux  équations  intégrales 
linéaires  à  liiriitcs  d'intégration  constantes  : 

I.  l^KEBiioi.M,  Acad.  de  StocAholm,  1900,  et  Acla  matliematica,  t.  XWII.  — 
l).  lIn.nKiiT,  Aaclirichten  zu  Gottingen,  1904  à  1906.  —  Imuiaud  Schmidt,  J/af/je- 
niatische  Annalen,  t.  LXIII,  LXIV.  —  E.  PicMin,  Circolo  di  Palernio  et  Ann. 
Éc.  A'orm.,  1906.  —  MM.  (Iouusat  et  LF.nESGt'i:,  Bidl.  de  la  Soc.  math,  de 
France,  1907  et  1908.  —  Thèse  de  .M.  Bryon-Heywood,  1908.  —  Dissertations  inau- 
gurales {Gottingen)  de  M"'"  Lebeded',  de  MM.  Kellogg,  Weyl,  Itilb,  llellinger, 
Andrac. 

Citons  aussi  MM.  Mason,  t^ies/.,  lialeman. 

Les  résultats  fondamentaux  de  M.  Fredliolm  sont  exposes  dans  un  Livre  de 
l'auteur  (sous  presse),  Exercices  et  leçons  d'Analyse  ((".autliier-Villars). 

l'our  les  applications,  nous  devons  citer  surtout  :  J.  Plkmki.j,  Monatshefte 
fiir  Mathem.  11.  Physik,  t.  \V  et  WIIL  —  G.  L.viiucella,  Annali  di  Mate- 
niatica,  3°  série,  t.  \tV,  et  /?.  Ace.  dei  Lincei,  1906  et  1907.  —  Voir  aussi 
l'article  de  M.   INncitcrIe  dans  V Kncyklopiidie  der  math.   Wiss. 
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COMin'ES   UENDUS   DES   SÉANCES. 


SÉANCE     DU     22    JANVIER     1908. 

PluiSIDliNCE    Olî    M.    R.    PEUUIN. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  riiiianimilé,  meml)res  de  la  Sociélé  :  M.  Rolhrock, 
présenlé  par  M\J.  Picard  el  Hancock;  M.  J.-B.  Sliaw,  présenté 
par  MM.  Servant  et  Hediick. 

Communications  : 

M.  BliiU.l  :  Sur  L'intégration  d'une  certaine  équation  de 
Riccati. 

M.  RafTj  :  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  confondues. 


SÉANCE     DU     12    FÉVRIER     1908. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    R.    PERRIN'. 

Communications  : 

M.  fialesco  :  Sur  les  solutions  périodiques  de  l'équation  hy- 
perbolique du  second  ordre. 

M.  Faloii  :  Application  de  l'analyse  arithmétique  du  continu 
à  l'étude  de  certaines  équations  fonctionnelles. 

M.  IMonlel  :  Sur  une  courbe  qui  remplit  l'espace  à  une  infi- 
nité de  dimensions. 
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SE  ANC  II     DU     ^2(5     FKVRIEU     l'J08. 
puiisiDKNcr;  de  m.  ii.  i'Kuiun. 


Eleclion 


Est  élu,  à  l'iinaniinilé,  membre  de   la   Société,   M.   de  Richard 
d'Ahoncourl,  piéseiiLé  pai-  MM.  IJoiilangcr  et  Clairin. 

Communications  : 

M.  Chazj  :  Sur  un  proijlènie  d'yirithmétifjue. 
M.  P.  Lévj  :  Observation  sur  la  Communication  précédente. 
M.  HadV  :  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  confondues 
et  sur  certains  réseaux  conjugués  persistants. 


SÉANCK     DU     11     MARS     1908. 

PRÉSIDENCIi:    l)li   M.    R.    l'EURIN. 

Communications  : 


M.  Popovici  :  Sur  les  congruences  de  courbes  planes. 
M.  P.  Lévy  :  Sur  une  courbe  sans  tangente. 
MM.    Perrin,   Lecornii,    Foiiché  et   Fatou   présenlent   diverses 
observations  à  propos  de  celle  (^ommuniealion. 


SÉANCK     DU     ^2S     MARS     1908. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    H.    l'ERRIN. 

Communications  : 

M.  Lucien  Lévj  :  Sur  les  diverses  notations  vectorielles. 
MM.  Laisanl  cl  Andojer  présentent  des  observalions  à  propos 
de  celte  Communication. 

M.  Andoyer  :  Sur  une  classe  de  fractions  continues. 
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SÉANCE     DU     8     AVRIL     1908. 

l'KKSIDIÎNCH    Olî    M.    D.    ANDRÉ. 

Communication.  : 


M.  Raflfj  :  Sur  les  réseaux  conjugués  persistants  qui  com- 
prennent une  famille  de  lignes  minima. 


SÉANCE     DU    2  9     AVRIL     1908. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    R.    PERRIN. 

Communications  : 

M.  Marciis  :  Sur  le  rapport  anharmonique  des  tangentes 
menées  à  une  cubique  par  un  de  ses  points. 

M.  R.  Peirin  :  Sur  certaines  expressions  différentielles  qui 
se  déduisent  des  invariants  et  covariants  des  formes  binaires. 


SÉANCE     DU     13     MAI     1908. 

l'UÉSIDENCIi    DE    M.    R.    PERRIN. 

Communications  : 

M.  Fouché  :  Sur  certains  théorèmes  de  géométrie  projectile. 

M.  Rafl'v  :  Sur  quelques  éléments  isotropes. 

-\J.  Penin  présente  quelques  ol)sei"valions  à  ce  sujet. 


SÉANCE     DU     27     MAI     1908. 

PniiSIDKNCB    DE   M.    R.    PERRIN. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unaniinilé,  membre  delà  Société  :  M.  Arthur  Lynch, 
présenté  par  MM.  R.  Perrin  et  Laisant. 
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Communications  : 

M.  Bricard  :  Sur  un  lliôorènie  de  M.  Davboux. 
M.  Iladainard  :  Sur  l'indice  de  Kronecker  et  l'instabilité  de 
l'équilibre. 

SÉANCE     DU     10    JUIN     1908. 
pni':sir)EN(:io  dic  m.  n.  pkrrin. 

Communications  : 

M.  RafTj  :  Sur  les  développées  des  courbes  appartenant  à  un 
plan  isotrope. 

M.  Foiiclié  :  Observations  sur  les  définitions  géométriques. 

M.  K.  Perrin  :  Sur  un  mode  de  représentation  des  éléments 
im  a  <i  in  a  ires  en  Géométi  ie . 


SÉANCE     DU    2i    JUIN     1908. 

Pni'cSIUKNCK    DIC   M.    niociiE. 

Communications  : 

M.  Popovici  :  Sur  les  points  d'équilibre  d'un  fiuidc  en  mou- 
vement. 

M.  liioclic  :  Sur  des  cas  particuliers  du  jacobien  des  systèmes 
de  (juadriques. 

M.  Fouclié  présente  qiieKjiies  observations  au  sujet  de  cette 
Con)municnlion. 


SÉANCE     DU    8    JUILLET     1908. 
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M.  RalVj  :  Sur  certaines  classes  de  surfaces  algébriques 
dont  toutes  les  lignes  asymploliques  sont  algébriques. 

M.  Bioche  :  Sur  les  surfaces  algébriques  qui  admettent 
comme  asymptotique  une  courbe  algébrique  donnée. 
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MÉMOIRES  ET   COMMCNICATIONS. 


DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE  D'UN  THÉORÈME  DE  WEIERSTRASS; 
P.vn  M.  E.  GouRSAT. 

1.  Le  lliéorème  dont  il  s'agit,  qui  est  aujourd'hui  classique, 
s'énonce  ainsi  :  Si  ['(XiyX2,....,Xp,y)  est  une  série  entière 
en  Xi,  x-,^  ...,  Xp,  y,  convergente  tant  que  les  modales  des 
variables  restent  plus  petits  que  des  nombres  positifs  /'i,  /'a,  ..., 
/•/,,  p,  et  si  le  développement  de  F(o,  o,  . . .,  o,  y)  commence  par 
un  terme  de  degré  n  en  y  [n  >■  o),  on  a  identiquement 

\       =  (  J"'-H  «17"-'  +  . . .+  an-iy  +  a„)t>(xi,  .  ..,T,„  jk), 

«(,  a.,,  . . .,  ttu  étant  des  séries  entières  en  x^^  . . .,  Xp,  qui  s' an- 
nulent pour  x,^=  X2=  .  •  -^^  Xp=:  o,  et  <I>  u/ie  série  entière  en 
Xi,  X21  . . .,  Xp,  y,  avec  un  terme  constant  différent  de  zéro. 

On  trouve  la  démonstration  de  ce  théorème,  que  Weierstrass 
donnait  dans  son  enseignement  depuis  1860,  dans  le  Tome  II  des 
Mathematische  Werke  von  Karl  Weierstrass  (p.  i35).  On  peut 
aussi  le  déduire  des  théorcnjes  généraux  de  Cauchj  (').  Ces  deux 
démonstrations  font  ap|)el  à  des  notions  assez  élevées  de  là  ihéorie 
des  fonctions  analytiques,  tandis  que  le  théorème  est  en  lui- 
même  d'une  nature  élémentaire.  La  démonstration  ci-dessous  ne 
s'appuie  (jue  sur  les  propriétés  les  j)lus  simples  des  séries 
entières. 

2.  Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Lkm.mk.  —  Soit  y  {y)  ujie  série  entière 
U)  V{y)  =  Ao  4- A, 7 +...-+-  A„7"-^-.... 


(')    Voir  le    Traité  d'Analyse  de  .M.    Picard   (  l.    II,    1'  cdiliun,   p.   2'j3  )   ou  le 
'loiiic  II  de  iiioM  Cours  d'Analyse  (p.  284)- 

XXXVI.  I.') 
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dont  les  coefficients  sont  des  nombres  réels  et  positifs,  et  qui 
est  con^^ergente  pourvu  qu'on  ait  \y\'^^,  le  nombre  o  étant  lui- 
même  positif. 

Imaginons  qu'on  remplace  dans  cette  série  y".,  j'""^',  y"'^^.,  ... 
par  les  polynômes  de  degré  {n  —  i)  en  y  qu'on  déduit  de  la 
/■dation 

(-1)  j"=  (^0-1- î^ijK -+-••.+ 1^/1-1  r"-s 

oii  tjio,  jj.),  ...,  '^n-i  sont  des  paramètres.  Le  résultat  de  la 
substitution  est  un  polynôme  de  degré  n  —  i  en  j-,  dont  les 
coefficients  sont  des  séries  entières  en  [Aq,  ^\,  ..  -,  Y'n^\  qui  ont 
des  rayons  de  convergence  différents  de  zéro. 

De  l'éqtialion  (2)  on  détluil,  e»  eflel, 

(  3  )  y"+i'  =  f^o yi'  +  'M  y''+'  + .  .  .  ^  i*,,-,  y"-*-i>-i  ; 

si  l'on  pose 'pour  iiii  moinent  y"'^u„i,  on  a  une  relation  de  ré- 
currence 

(î)        «;,+/,=  1^0  "/;-(-  I-ll"/<-4-l -H.  •.-+-  Hn-l^^^  +  /,-l  (/J  =  O,  I,  2  ...) 

permettant  d'exprimer  «,;,  m,,^),  ...,  Unj^p^  ...  au  moven  de  //o, 
«(,  . . .,  Un-^\.   Soit 

(5)  ««  +  /,=  CiJ'//o-f-Ci/'M,-f-...-|-Ci/;_jM„_, 

la  formule  qui  donne  Un^p  on  fonction  de  «0,  "1,  •  ••)  iin-.\  '■,  il  Psl 
clair  que  tp^,  o|',  . . .,  oP_^  sont  des  polynômes  en  1J.0,  a,,  . . .,  ^n-\ 
dont  Ions  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  positifs. 

Il  suffit  de  remplacer  dans  cette  relation  «/  par  j'  pour  avoir 
l'expression  générale  de  ')"+/'  au  moyen  dey,  }-,  . .  .,y"~'  : 

(6)  j»+/'=  ç(,'  +  o/>  +  . . .+  <p,';^,^"-'. 

En  remplaçant  j",  }-"+',  i"+2^  ...  p;ir  leurs  expressions  dans  la 
série  donnée  F(.)'),  on  obtient  un  polynôme  de  degré  {n  —  i)  en  t 
dont  les  coeflicieuls  sont  des  séries  entières  par  rapport  aux  para- 
mètres p-o,  [^,,  ...,  [J.„.  ,,  Ions  les  coefficients  de  ces  séries  étant 
des  nombres  positifs.  Pour  prouver  que  ces  séries  ont  des  rayons 
de  convergence  non  nuls,  il  suffit  de  montrer  qu'elles  sont  con- 
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vergcntes  quand  on  prend  pour  jjio,  iji,,  ...,  y.,i_t  des  valeurs  |)osi- 
llves  inférieures  à  un  nombre  positif/'  convenablement  choisi. 

Soient  /',,  r-y,  ...,  r„  les  racines  supposées  distinctes  de 
Téqualion 

(7)  '•"=  IJ-0-+-  fjLi/--h.  .  .-4-  [Jt„-i /■«-'; 

la  solution  générale  de  la  relation  de  récurrence  (4)  est,  comme  il 
est  bien  connu, 

u,n  =  C,  r  /•:  )'"  -h  C-ii  r.2  )'"  + .  .  .  +  C„(  /•„  )"S 

C,,  C2,  ...,  C„  étant  des  coefficients  arbitraires.  Pour  en  déduire 
l'expression  générale  de  y"^  en  fonction  de  i'",  y,  y''^^  . ..,  y"~\ 
il  suffira  de  choisir  les  n  coefficients  C|,  C..>,  ...,  C,i  de  façon 
(pi'on  ait 

et  l'on  obtient  finalement 

P,  (jk)i  ^-^iy)-,  •••■)  ^^n{y)  étant  des  polynômes  de  degré  (n  —  i) 
à  coefficients  constants.  En  remplaçant  toutes  les  puissances  de  JK 
[)ar  les  expressions  correspondantes  dans  la  série  ¥  (y),  le  résidlat 
de  celle  substitution  est  un  poljnome  de  degré  (/i  —  i) 

F('-,)P,(j)  +  F(/-2)P2(7)+...-r-F(r„)P«(r). 

I^es  coefficients  de  ce  polynôme  seront  leprésentés  ,par  des 
séries  convergentes,  pourvu  que  |/i|,  1/'2|î  ••••.  \f'u\  soient  infé- 
rieurs à  p.  Or,  lorsque  les  paramètres  y-o,  [x,,  ...,  [x,i_,  tendent 
vei'S  zéro,  les  n  racines  de  ré(|ualioa  (■-)  tendent  aussi  vers  zéro. 
Soit  /■  un  nombre  |)osiiif  tel  que  les  modules  des  n  racines  /■,, 
/'a,  ...,  r„  soient  inférieurs  à  p  lorsque  les  modules  de  [JLq,  [Ji^i,  •••, 
l>'n-\  sont  plus  petits  que  /'.  Si  l'on  prend  pour  [j(.„,  li.,,  ...,  [JIh_i 
des  nombres  positifs  inférieurs  à  /•,  on  voit  que  les  séi  ies  entières 
en  ulq,  u.,,  ...,  iJi./,_  ( ,  qu'on  obtient  par  la  substitution  précé- 
dente dans  la  série  (i),  seront  convergentes.  c.  q.  f.  d. 

Si  ré(|ualion  ('j)  avait  une  racine  multiple  /"i,  dans  l'expression 
générale  de  y"%  il  entrerait  des  termes  en  m  /•"',  m-  /"',  . .  .,  mais 
la  conclusion  ne  sciait  pas  modifiée. 
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Il  est  possible  de  généraliser  ce  résullat.  Considérons  une 
série  entière  à  /? -f- i  variables  F{x,,  -r^,  ...,  Xp^  y),  adniellanl 
des  ravons  de  convergence  difiTércnts  de  zéro.  Si  l'on  effecUie 
les  mêmes  subslitulions  que  dans  le  cas  parlicnlier  précédent, 
on  obtient  encore  un  polynôme  de  degré  {n  —  i)  en  y  dont  les 
coefficients  sont  des  séries  entières  en  Xf,  Xy,  ...,  Xp',  [Xq, 
u.i,  ...,  UL7i_),  et  tous  les  coefficients  de  ces  séries  se  déduisent 
par  des  additions  et  des  multiplications  seulement  des  coefficients 
de  la  série  F(Xf,  . . .,  Xp,  y). 

Pour  démontrer  leur  convergence,  on  peut  donc  rem[)lacer  celte 
série  F  par  un^  série  majorante  telle  que 

M 


*(a7,,a-.2,  ...,  x,„y)  = 


\         «1/  \         "2/  V         "iJ  \  ? 


Or,  si  l'on  effectue  dans  cette  série  auxiliaire  les  mêmes  substi- 
tutions, le  coefficient  (\c  y"'^  dans  le  résultat  est  égal  au  produit 

du  facteur 

M 


\        <'\)    '    \        ('iJ 


par  le  coefficient  de  y'^  '  dans  le  polynôme  c>btenn  en  eiïecluanl 
ces  substitutions  dans  la  série 


I  r  y" 


La  substitution  est  donc  légitime,  quelle  que  soit  la  série  entière 
\'{Xi^  X2,  . .  -,  Xp^  y),  pourvu  qu'elle  ait  des  ravons  de  convergence 
dillcrenls  de  zéro,  et  que  les  modules  de  }Ao,  [J-i,  •••,  Y-"-*  soient 
suffisamment  petits. 

Si  Y-fil  Y'\i  •••■,  J^«  1  sont  remplacés  j)ar  des  séries  entières  en  j»', , 
yo-,  ...^yq^  s'annulaiit  pour  j^,  =  i'2  =  . . .  =j>^,y=  o,  et  admettant 
des  ravons  de  convergence  non  nuls,  on  sait,  d'après  les  pro- 
priétés générales  des  séries  entières,  (|u'on  pourra  aussi  ordonner 
le  résultat  suivant  les  puissances  de  X\ ,  .ro,  . . .,  .r^,  y\,  j'o,  . .  -, y^- 
On  peut  d'ailleurs  su|)poser  que  quelques-imes  des  variables  yi 
sont  comj)rises  parmi  les  variables  j",,  .r'a,  • .  -,  Xp. 
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3.   Considérons  niainleiiant  l'équalion 

dont  le  second  membre  est  une  série  entière  en  ^,,  :Co,  .  .  .,  Xp^  y, 
adniellant  des  rayons  de  convergence  différenis  de  zéro,  qu'on 
écrit  en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  j-. 
On  suppose,  de  plus,  (jue  les  (n -\- \)  fonctions  Oq,  es,,  ...,  C5„ 
sont  nulles  pour  Xt  =  X2  =  .  ■  ■  =  Jrp=  o.  Dans  ces  conditions, 
cherchons  à  déterminer  //  coefficients  (tf,,  «,,  ...,  a„_t,  tels  qu'en 
posant 

(9)  7"=  «0-^  i<ij'-f-...-+- w„_ij«-', 

j)uis  en  remplaçant  j^",  j/"+' ,  j>/"+2^  __  pa^  leurs  expressions  au 
mojen  de  Uq,  lU,  . . .,  w«_,,_x,  . .  .,r"~'  déduites  de  la  relation  (9), 
dans  les  deux  membres  de  l'é(|uation  (8),  on  obtienne  deux  poly- 
nômes de  degré  {/i  —  1)  en  y  dont  les  coefficients  soient  iden- 
tiques. 

De  la  relation  (9)  on  déduit  successiveintMit 

jK«+'  =  uoy  -+-  ihy"^-^. . .-!-  ?<„-27"-'  — . . ., 


y1>l-\  —  t/oj/«-l  -f-.  .  ., 

les  termes  non  écrits  étant  au  moins  du  second  degré  par  rapport 
à  Mo,  «(,  ...,  ii,i~\',  quant  à  ^-",  J'-""*"' ,  .-.,  ils  s'expriment  par 
des  pol_)'nomes  dont  les  coellicienls  sont  au  moins  du  second 
degré  par  rap[)0rt  à  M,,,  W|,  •..,  w„_,.  En  subsliluant  dans  les  deux 
membres  de  l'équation  (9),  on  a,  pour  déterminer  Wq,  M|,  ..., 
Un-\-i  les  /'  équations 

«0       —  cpo  -(-  Uo  9«  +  •  .  •  , 
/  I    "1        =  ^i -t- "1 '-^/i -t-  "o'f  "-+-1  "^'  •  •  1 

\ 


les  termes  non  écrits  étant  des  séries  entières  en  Uf,.  11  s,  .  .  .,  ?/„_(, 
dont  tous  les  termes  sont  au  moins  du  second  degré  en  //„, 
w,,  ...,   u„    f.  A  ce  sy^tMiic  (10)  on  prui   appliquer  le  théorème 
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général  sur  les  fonclions  implicites  (').  Pour  x,  =  .  . .  =  .r^=  o, 
ce  système  admet  les  solutions  //q  =  o,  . . .,  ?/„_,  =  o,  ei  la  valeur 
correspondante  du  déterminant  fonciionnel  est  éj^ale  à  l'unité.  On 
en  déduira  donc  pour  Uç,,  «,,  .. .,  //„_(  des  séries  entières  ordon- 
nées suivant  les  puissances  de  .r,,  Xo,  .-.,  ^/j,  sannulant  pour 
a:,  :=  j"2  =  . . .  =  :C;,=  o,  et  satisfaisant /br/neZ/e/we/î^  aux  équa- 
tions (lo). 

Ces  séries  sont  convergentes  pourvu  que  les  modules  des  va- 
riables a^/ soient  plus  petits  qu'un  nombre  positif  o  choisi  conve- 
nablement. En  edct,  il  résidle  des  lemmes  précédents  que  les 
seconds  membres  dos  équations  (lo)  sont  des  séries  entières  en  .r,, 
x-2y  . . .,  Xp,  (f(f,  Ui,  .  .  .,  Un-{,  qni  admettent  des  rayons  de  convei- 
gence  dilférenls  de  zéro.  Il  en  sera  donc  de  même,  d'après  le  tbéo- 
lème  général  sur  les  fonctions  implicites,  des  séries  entières 
Uq{x,,x.2,  - .  -iXp),  ...,  u„_^{x,J  X2,  .'  •iXp),  obtenues  par  la 
résolution  formelle  des  équations  (10). 

La  démonstration  du  théorème  de  Weierstrass  est  maintenant 
bien  facile.  Soit 

(11)  F(a:,,:r2,  ...,  x,„  y)  -  o 

une  équation  dont  le  premier  membre  est  une  série  entière  en  .ri, 
x-i,  ■  •  -,  Xp,  y^  avec  des  ravons  de  convergence  dilTércnls  do  zéro, 
lollo  qu'on  ail 

F(o,  o,  ...,o,y)  =  A„jK"+  A„+,jK"+'+..., 

/r  coefficient  A„  étant  dif/'crcnt  de  zéro.  Eu  divisant  par  ce 
coeflicient,  l'équation  (1  i)  peut  se  mettre  sous  la  forme  (8),  ou, 
ce  (|ui  revient  au  même,  on  peut  écrire 

(19.)   F(ar,,  ...^x,„y)  =y"-  Oo— cp,  j'- .  .  .— o,,^"  —  ?„+,  J"+'  .... 

Avant  déterminé  les  séries  Uo{Xi,  ...,  Xp),  ...,  u„_,  {x,,  ...,  Xp) 
comme  il  vient  d'èlie  cxplicpié,  posons 

(i3)  y"=  110-+-  t<,^-i-...-r  «„-,7''''-H-i', 

v  étant  une  variable  auxiliaire,  et  rcuq)laoons,  dans  F,  }'",  j^"+' , 


(')   loir,  par  exemple,  le  Tome  I  de  mon  Cours  d'Analyse  (p.  !\'do). 
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jk""^^,  •••  pai"  leurs  expressions  déduites  de  la  relation  (i3).  Le 
résultat  de  cette  substitution  est  un  polynôme  de  degré  n  —  i  en  y, 
dont  les  coefficients  sont  des  séries  entières  en  X|,  x^i  ••.,  Xp,  v^ 
admettant  des  rasons  de  convergence  non  nuls, 

Qo(j-i,  ...,x,„  V)  +  Q,7  -4-... H-Q„_i. >"'-'. 

D'après  la  façon  dont  on  a  déterminé  «q,  ....  ?//,_i,  toutes  ces 
séries  s'annulent  pour  r  =:  o,  quelles  que  soient  .ï:,,  x^,  ...,  Xp. 
On  peut  donc  encore  écrire  le  résultat  de  cette  substitution 

('  R(a"i,a-2,  .  .  .,Xp,  v), 

R  étant  une  série  enlière  en  x ^^  x-^j  . .  -,  x p,  v  dont  les  coefficients 
sont  des  polynômes  en  y  de  degré  n  —  i  au  plus.  Si  l'on  remplace, 
danst^R,  v  par  j'" —  Uq  —  n^  y  — ...  —  «„_<  j""',  cela  revient  à  faire 
la  substitution  inverse  de  celle  qui  conduit  de  F  à  t-'R.  On  retom- 
bera donc  sur  la  fonction  F  elle-même;  mais  R(X),a72,  ...^Xp.  v) 
se  cliange  en  une  série  entière  en  x^,  x-2,  .  ■ .,  Xp,  y.  Par  suite,  on 
a  identiquement 

F(xi,x.,,  ...,x,„y) 

=  il"—  uo—ihr  -■■■—  Un-iy"'^)^{xi,x,,  ...,x,„  y), 

S  désignant  une  série  entière  en  Xi,  X21  ...,  Xp^  y,  avec  des 
rayons  de  convergence  différents  de  zéro.  Le  coefficient  de  y" 
dans  F(o,  o,  . . .,  o,  jk)  étant  égal  à  i,  il  est  clair  que  le  terme 
constant  dans  S  est  égal  aussi  à  l'unité. 

La  démonstration  précédente  montre  comment  l'on  doit  calculer 
les  coefficients  a,,  a-^i  ••.,  0,1  du  polynôme  de  degré  n  en  y  qui 
figure  dans  l'identité  (1).  On  les  obtient  par  la  résolution  d'un 
système  de  «équations  simultanées  de  la  forme  (10);  ces  équa- 
tions permettent  de  calculer  de  proche  en  proche  autant  de  termes 
qu'on  voudra  des  développements  en  séries  de  ces  fonctions. 
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SUR  LES  INTÉGRALES  PASSANT  PAR  UN  POINT  SINGULIER 
D'UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE; 

Par   m.   IIf.mii   Dilac. 


I.  lîi'sumé  e.L  introduction.  —  Si,  élanl  donnée  lôcjualion 
diderenlielle 

(i)  \{x,y)dy^\{x,y)dx  =  o, 

où  X  el  Y  sont  des  fonctions  de  x  ei  y  holoniorphes  cl  nulles 
pour  X  =  o,  y  =  o,  nous  |)Osons 

y  —  tx^, 

V  étant  un  exposant  positif  rationnel  ou  irrationnel,  nous  obtenons 
en  général  (')  l'équation 

(•;•.)  x{at'i''^-^.  .  .)  dt  -^  {bti -h .  . .)  dx  =  o, 

OÙ  les  termes  non  écrits  sont  nuls  pour  x  =  o;  «et  0  sont  deux 
constantes  dont  l'une  peut  être  nulle;  g  est  un  entier  positif.  Nous 
obtenons  toujours  une  éfpiation  de  cette  forme  dans  le  cas,  f|ue 
nous  voulons  examiner  particulièrement,  où  v  est  un  nombre  irra- 
tionnel. Considérant  les  intégrales^  (j?)  de  l'érpiation  (i)  el  sup- 
posant que  X  tende  vers  /,éro,  en  variant  dans  le  champ  complexe, 
je  démontre  les  deux  théorèmes  suivants  : 

I.  Si,  comme  cela  a  lieu  en  général,  on  a  b  ^  o  el  si  l  tend 
vers  une  limite,  celte  limite  est  nulle  ou  infinie. 

li.  Si  l'on  a  b  =  o,  t  (end  nécessairement  vers  une  limite 
lorsque  x  tend  vers  zéro. 

J'emploierai  pour  la  (h'-uionstralion  d<;  ces  théorèmes  ileux  formes 
de  l'intégra  le  générale  de  (p.)  qui  pourraient  être  utiles  dans  d'autres 
cas. 

Les  deux  théorèmes  énoncés  sont  des  conséfpiences  immédiates 
des   théorèmes    généraux    r«;latifs    aux    équations    (lidVrenliclles , 


(')   Il   cil   csl  Umjours  ainsi  lui:-(iiic  v  iic>l  la  pciilc  d'aïKiin   Ciilc   du  pol\';onc 
li;;(iratir. 
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lorsque  v  est  un  nombre  cnlier.  Le  premier  résulte  de  ee  que 
l'équalion  (2  )  n'a  pas  d'aulre  intégrale  que  a?  =  o,  répondant  aux 
conditions  initiales  .r  =  o,  ^  = /oi  '0  n'étant  ni  nul  ni  infini.  Le 
second  théorème  résulte  du  ihéoi'ème  de  M.  Painlevé.  Ces  démon- 
strations s'étendent  au  cas  où  v  est  rationnel  |v=— |;  en  rem- 
j)laçant  x  par  x'^ ,  on  est  ramené  au  cas  de  v  entier.  Certaines  des 
démonstrations  qu'on  peut  donner  du  théorème  I,  dans  le  cas 
où  V  est  entier,  s'étendent  au  cas  où  v  est  irrationnel,  mais  les 
démonstrations  données  du  théorème  de  M.  Painlevé  ne  permettent 
pas  de  démontrer  le  tliéorème  IL 

Le  théorème  1  a  été  fréquemment  employé  dans  la  rechei'che  des 
inléf;rales  passant  par  le  point  sin<;uiier  x  :=  o,  y  =  o,  sans  qu'on 
se  soit,  me  semhle-l-il,  beaucoup  demandé  si  l'on  en  possédait  une 
démonstration  rigoureuse  valable  dans  tous  les  cas. 

Nous  considérerons  exclusivement  dans  nos  démonstrations  le 
cas  où  V  est  irrationnel.  On  verra  facilement  les  simplifications 
qu'elles  comporteraient  si  v  était  rationnel. 

2.  Forme  de  r équation  diJJ'érenlielle  {'jl).  —  L'équation  (1) 
peut  s'écrire 

(  3  )  rfj  ï  A,;,/  a:/'+  '  jK'/    '  -+-  (^.«-  -  B /,,,  xi'  yl  =  o . 

Les  deux  H  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  que  |^rennent  dans 
l'équation  (1)  les  exposants />  et  r/.  l'ar  hvpothèse  on  a 

Après  le  changement  de  variable  r=  tx'^\  l'étpiation  dl'vient 
X  dtl.  \,„,xi>^'r'  t'i-^  ^  dr  X (  V  \,„j -:-  B,,,, ).r/'-^'/v /'/  =  o. 

Considérons  les  termes  où  l'exposant  p  -\-  qv  prend  la  plus  petite 
valeur  et  soit  />'-(-  <7'v  cette  valeur  minimum.  Divisons  les  deux 
membres  de  l'équation  par  .r^' ''"^  ^.  Nous  avons  l'équalion 

(4)    xdt^\,„,xi>-'i''^^'i-'P'>l'i  1-4-  c/./-i:('vA,,,/-h  V,,„,)xi'-i''+'^n-<r^ m ^  o. 

Soit  h  un  entier  positif  que  nous  (ixeronsplus  loin  et  désignons 

par  — -, —  cl  T  les  valeurs  apnrocliees  de  v  a  -r  près.  Posons 
*  h  II  '  '  /'  ' 
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Je  vais  monltcr  (jn'en  prenant  II  assez  grand,  on  pourra  rem- 
placer toules  les  puissances  irrationnelles  de  x,  qui  entrent  dans  (5), 
par  des  termes  de  la  (orme  w^t»?,  a  et  ^  étant  des  entiers  positifs. 

Les  divers  exposants  de  x  dans  (5)  sont  tous  positifs  et  de  l'un 
des  trois  tjpes  suivants,  où  P  et  Q  sont  des  entiers  positifs  : 


1" 

3" 


P  +  Qv, 
P  — Qv, 
Qv— P. 


Dans  le  c;is  i"  nous  devons,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de 
P  et  Q,  trouver  des  entiers  positifs  a  et  ^  tels  qu'on  ait 


ou  encore 


«a  p?  =  r'' -+-«"', 


H  faut  donc  et  il  suffit  (jii  on  ait 
d'où 


3/i  =  hV 


Cf.  et  par  suite  jB  sont  donc  bien  des  entiers  positifs. 
Dans  le  cas  2"  nous  avons  de  même 


a=;3-+-Q,         ii  =  /iP  — (/i-f-i)Q. 


En  posant 


n 


V  +   T 


h' 


on  a  c  <;  I  et  l'on  peut  éci'ire 

(5)  {i  =  A(|._Qv)_çQ. 

Remarquons  (ju'on  a  ()  =  q' — q  et  par  conséquent  Q5<7'? 
«7' étant  le  nombre  (ixe  dont  il  a  été  question.  Il  en  résulte  que, 
pour  loutes  les  valeurs  que  peuvent  prendre  ici  P  et  Q,  la  dille- 
rencc  P — Qv,  qui  est  positive,  est  supérieure  à  un  nombre  fixe  facile 
à  déterminer  lorsque  v  est  donné.  D'autre  part  eQ  est  inférieur  à  q'  ; 
on  peut  donc  prendre  h  assez  grand  pour  que  [i,  qui  esl  un  entier, 
soit  positif  en  vertu  de  (5).  Il  en  sera  de  même  de  a. 
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Dans  le  cas  3"  on  aura 

Comme  on  a 

P=P'-P, 
on  aura 

Pl/)'+i. 

Désignons  par /•  une  de  ces  valeurs  o,  i,  2,  ...,  /?'-+-!  qne  prend  V 

(P=:/*).  Pour  cliacune  de  ces  valeurs  /',  déterminons  un  entier  Q^  tel 

cpi'on  ait 

vQ,— /■>o. 

Posons  mainlenanl 

Q^  étant  l'entier  qui  correspond  à  la  valeur  P  = /'  (pii  entre 
dans  nQ  —  hP.  Nous  aurons 

a  =  «Q'+/,(vQ,.— /•)  — £'Q,.; 

vQ,-  —  r  reste  supérieur  à  un  nombre  i^ositif,  tandis  (pie  s'Q,- reste 
inférieur  à  un  autre  nombre  |)Osilif.  On  peut  donc  prendre  h  assez- 
grand  pour  cpie  l'expression  h(yÇ)r —  '')  —  e'Qr  soit  toujours  posi- 
tive; a  est  donc  un  entier  positif  et  il  en  est  de  même  de  [3.  En 
prenant  A  assez  grand  pour  satisfaire  aux  conditions  rencontrées, 
les  puissances  irrationnelles  de  a:  seront  remplacées  par-  des  lerme» 
de  la  forme  u'^v^  (*).Nous  pouvons  donc  écrire  l'écpiation  (j)  sous 
la  l'orme 

Les   termes  de  (/j)  où    l'exposant  de  x  est  nul   sont  ceux   où 
l'on  a 


(  '  )  Le  lliéorcme  que  nous  venons  de  dcmonlrer  peut  encore  élre  énoncé  ainsi  : 

Étant  données  des  expressions  /'p  -f-  nv  qui  sont  toutes  positives,  où  p  et  -> 
sont  deux  nombres  dont  le  rapport  est  irrationnel,  tandis  que  r  et  n  sont  des 
entiers  positifs  ou  négatifs,  on  peut  toujours  déterminer  deux  nombres  irra- 
tionnels X  et  \i  et  faire  correspondre  à  chaque  système  des  valeurs  r  et  n  des 
entiers  positifs  /  et  n  tels  qu'on  ait  /p  -(-  nv  =  /X  -h  /»  a. 
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Il  doildoncy  avoir  un  seul  terme  de  celle  espèce  dans  lecoeincienl 
de  dt  et  un  seul  dans  le  coellicienl  de  dx.  Soienl  «/v'-'  cl  bl'/'  ces 
deux  lermes.  Une  des  quanlilés  a  ou  b  peul  élre  nulle,  mais  elles 
ne  peuvent  pas  èlre  nulles  loiiles  les  deux  (  '  ).  INous  pouvons  écrire 
l'équation  (4)  sous  la  forme 

dans  chacun  des  S  considérés  les  exposants  a  et  [i  ne  peuvent  être 
nuls  tous  les  deux  à  la  fois. 

3.  Thkohème  I.  —  Lorscjne  x  tend  vers  zéro  et  qu'on  n'a 
pas  b^o,  le  rapport  y  l  x^'  ou  bien  ne  tend  vers  aucune  limite  {'-) 
ou  bien  tend  vers  i  in  fini  ou  vers  zéro. 

Montrons  qu'il  existe  une  fonction  f{u,  t^,  0  liolonior|)lic 
pour  u  et  ('  voisins  de  zéro  et  t  voisin  d'une  valeur  Iq^  la  fonc- 
tion y  étant  telle  que 

_/'(  u,  V,  t)  —  COIlSt. 

donne    l'inléj^ralc   générale    de   (())    dans    le    voisinaj^e   de    x  =  o 
et  /  =  ^0-  Nous  |)Oson5  pour  abréger 

u  =  x'-,         V  =  x\>-, 

et  nous  supposons,  pour  (ixer  les  idées,  (ju'on  ait  À  «<  a.  il  faut 
(ju'on  ait 

(  X  u'i^  -^  ixr-^)(  af'/  -t  -(-  1  A  „„  ii^  ti'^  /'/   '  ) 
\        du       '      Ov  J  '  ' 


(  '  )   Kn  cllcl,  (Ml  a 


a  =  A  .  •,        ft  :=  V  A  ■    -i-  B  ■  • 


cl  une  (les  quaiilitcs  A,,,,'.  H,,,,'  est  dinérenlc  de  zéro. 

(-)  t  peut  ne  tendre  vers  aucune  limite.  Les  circonstances  que  j'ai  signalées 
{Comptes  rendus,  25  novembre  uyi-)  et  qui  se  présentent  pour  le  rapport  >:  j-, 
rapport  (|ui  dans  la  plupart  des  cas  ne  tend  vers  aucune  limite,  lorsque  x  tend 
veis  zéro  suivant  un  chemin  convenablement  choisi,  se  présentent  encore  pour  le 
rapport  y  :  x'.  Les  résultats  (|ue  j'ai  obtenus  ilans  l'étude  du  rapport  )-  :  x.  et  qui 
sont  ilévcloppésdans  un  .Mémoire  (|ui  doit  paraître  dans  les  licndiconli  de(  Circolo 
nicUcinalico,  -'étendent  sans  peine  au  rapport  y  ;  x". 
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Les  coefficients  des  dérivées  dans  les  deux  membres  sont  des 
fonctions  de  «,  i',  t  holomorphes   pour  ^^  =  o,  v^^o,  tzizzi^.   De 

plus  le  coefficient  de  —  n'est  pas  nul  pour  u  =i  o,  p  :=  o,  t  =  to,  si 

l'on  a.  loy^o.  L'équation  aux  dérivées  partielles  est  donc  vérifiée 
par  une  fonction  y («,  t',  t)  lioloniorplie  pour  les  valeurs  considé- 
rées et  se  réduisant  à  u  pour  t  =  Cq-  En  développant  cette  fonction 
suivant  les  puissances  de  t  —  to,  les  coefficients  de  ce  développement 
seront  des  séries  entières  en  u  et  p.  Il  en  résulte  qu'en  mettant  en 
l'acteur  «  =  :c^ ,  l'intégrale  générale  de  l'équation  peut  s'écrire 

(7)  a7Hr  +  (/-/o)?i(ar)  +  (/  — /o)•^?2(^)^-•••]  =  C, 

O),  ©2,  .  •  .  étant  des  fonctions  de  a:  qui  sont  nulles  pour  x  :=  o. 
Ceci  posé,  il  est  impossible  qu'il  existe  une  intégrale  telle  que, 
lorsque  j;  tend  vers  zéro,  t  tende  vers  une  limite  finie  to,  dilïerenle 
de  zéro.  En  elTet,  cette  intégrale  vérifie  la  relation  (7)  ;  comme  le 
[)remier  membre  de  (7)  tend  vers  zéro  avec  x,  on  doit  avoir  C=:o; 
mais  pour  C  =  o  la  relation  (7)  ne  peut  être  vérifiée  par  aucune 
fonction  t(x)  tendant  vers  l^  lorsque  x  tend  vers  zéro. 

4.  Cas  où  Con  a  b  =  o.  —  Je  vais  d'abord  montrer  que,  quelle 
que  soit  la  valeur  ^0  choisie  (<o^o),  il  y  a  une  intégrale  telle 
que  t  tende  vers  ^„,  lorsque  x  tend  vers  zéro  d'une  façon  quel- 
conque. Je  vais  faire  voir  que  cette  intégrale  peut  être  représentée 
par  une  relation  de  la  forme 

l  =  o{u,  v), 

©  étant  une  fonction  de  u  et  v  holomorplie  pour  u  =  o^  r^  o. 
Puisqu'on  a  ^  =  o,  on  aura  a  ^  o  et  l'équation  (0)  peut  s'écrire 

Nous  pouvons  clioisir  arbitrairement  un  nombre  z  aussi  petit 
qu'on  veut,  et  im  nombre  E  aussi  grand  qu'on  vcul;  il  existera  un 
nombre  Ti  tel  que_/soit  imc  fonction  li()l()mor|)l>e  pour 

(S)  £</<E.  \u\<r,,  |p|<r,. 

En  posant 


2^^  _ 

nous  devons  avoir 

Si  nous  prenons 

(lo)  £+  "  <  I  /ol  <K—  -' 

fi  sera  une  fonclion  lioloinorplie  de  :;,  if ,  v  si  l'on  a 

\^\<-/  \"\<-'n  \i'\<rr 

Si  M  est  le  niaxiinuiu  du  module  do/ lorsque  t,  «,  r  varient 
dans  le  champ  délini  par  les  inégalités  (8),  on  jiourra  prendre 
comme  fonclion  majoianle  de./",  la  fonction 


(-T)(-?)(-i) 


Nous  prendrons  pour  ::  un  développement  se  réduisant  à  zéro 
pour  u  =  o,  f  =  o.  On  peut  déterminer  sans  difficultés  les  termes 
successifs  de  ce  développeinenl  vérifiant  la  relation  (y).  Ce  déve- 
loppement est  convergent;  en  effet,  si  l'on  suppose  comme  précé- 
demment X  «<  [J.,  les  termes  de  z{a,  v)  sont  inférieurs  en  valeur 
absolue  aux  termes  de  la  fonction  Z  vérifiant  la  relation 


Il  existe  un  nombre  yi',  facile  à  calculer,  tel  (pie  Z  soit  convergent 
pour  |«  I  <C  ■'"i',  h'I  <C  f{-  Tous  les  termes  de  Z  étant  positifs,  z  sera 
convergent  pour  |  m  |  <  rj',  |  t^  |  <  t/.  Les  coefficients  de  ce  déve- 
loppement z  seront  des  fonctions  holomorplies  de  to,  si  /q  véiifie  les 
conditions  (lo).  jNous  désignerons  ce  développement  par  z-  (  (q,  tt,  »') 
et  nous  aurons 

(il)  t  =  f^,-^  z{to,ii,v), 

ce  qui   met  en   évidence  l'intégrale  1{-jc)  qui  se   réduit  à  to  pour 

:r  =  o  ('). 

(  '  )  Si  nous  considérons  rinlcgralc  corresponiliinlc  de  (i),  nous  aurons 
y  =  t^x'-hx''  z{t,,  it,  v). 
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O.  Théokème  II.  —  Je  vais  conclure  de  ce  qui  précède  que,  si 
Von  a  b  =  o,  t.  tend  nécessairement  vers  une  limite  lorsque 
X  tend  vers  zéro. 

Considérons  une  intégrale  t{x')  pour  laquelle  t  ne  tend  ni  vers 
zéro  ni  vers  l'infini,  lorsque  x  tend  vers  zéro.  On  peut  trouver  un 
nombre  s'  tel  que  pour  une  valeur  a^i,  aussi  petite  qu'on  veut  en 
valeur  absolue,  t  prenne  une  valeur  t^  vérifiant  la  condition 

£'<Uil<^- 

Désignons  par  m,  ,  p,  les  valeurs  de  u  et  v  |>our  x-=x^^  et,  consi- 
dérant la  relation  (i  i),  montrons  qu'il  j  a  une  valeur  de  /q  et  une 
seule  vérifiant  l'équation 

(12)  /o— fi-+-c(;o,  "i,«^i)  =  0 

et  satisfaisant  aux  conditions  (10)  que  nous  écrirons,  pour  plus  de 
commodité, 

(13)  £,<|/o|<Ki- 

Si  I  on  considère  dans  le  plan  des  t^  I  aire  renfermant  tous  les 
points  ^0  vérifiant  les  relations  (i'^),  cette  aire  est  limitée  par  les 
deux  cercles  ayant  pour  centres  l'origine  et  pour  rajons  respec- 
tifs e,  et  E,.  Nous  désignerons  ces  cercles  par(£|)  et  (E,).  Pour 
démontrer  que  l'équalion  (12)  n'a  (pi'une  racine  comprise  entre  (ei) 
et(E,),  il  suffit  de  montrer  que,  si  l'affixe  de  ^o  parcourt  (dans  le 
sens  direct  par  rapport  à  l'aire  comprise  entre  les  deux  cercles)  le 
double  contour  formé  par  les  cercles  (s,)  et  (E,),  la  variation  de 
l'argument  du  premier  meinbre  de  (12)  est  égale  à  27ï,  Lorsqu'on 

On  peut  s£  demander  si  l'on  ne  peut  pas  obtenir  une  forme  plus  simple,  en  par- 
ticulier un  développement  suivant  les  puissances  de  x  et  de  tf^x'.  Cette  dernière 
simplification  n'est  pas  possible  eu  général.  Si  nous  considérons 'en  elFet  l'équation 

^"dx  ='''^r +  («  — v)r'. 
avec  V  <i,  l'intégrale  générale  de  cette  équation  est  donnée  par 

•^         1  -(   Co;'   '  ' 
et  nous  voyons^quc  la  si»)|)liricati()u  iuiliquée  n"est  p»s  possible. 
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[)arcoiirl  le  cercle  (î(),  la  varialloii  d  argiinienl  c>t  nulle.  En 
effet,  :;(^o,  ''?  ^)  élanl  nul  pour  a  =z  o,  f  =  o,  on  peul  prendre  x, 
assez  pelil  pour  qu'on  ail 

Nous   pouvons  supposer  s,    aussi   pelil  fpi'on   veiil  et  suj)poser 
cpi'on  a  s,  <<  -•  Le  premier  membre  de  (12),  pouvanl  s'éeiire 

aura  une  variation  d'argument  nulle  lorscpTon  parcourt  le  cercle  (s,). 
Supposons  mai  mena  ni  (pie  ^0  parcoure  le  cercle  (E,  ).  Le  premier 
membre  de  (12)  peut  s'écrire 


(•4) 
On  a 


i'nr 


on  peul  supposer  s'E,  égal  à  .i,  puisque  E,   |)eul  être   pris  aussi 
grand  qu'on  veut.  On  peul  égalenienl  siq)|)oser  qu'on  a 


;(/n,  "r-  ''1) 


< 


La  variation  d'ai'gumenl  de  ('4)  lors(|u'on  parcourt  le  cercle  E, 
sera  donc  égale  à  2tz.  L'équalion  (12)  a  une  racine  („  vérifianl  les 
conditions  (i3)  el  Tinlégrale  <pii  pour  x=:x,  prend  la  valeur/, 
esl  confondue  avec  Tinlégrale 

Donc,  si  l'on  a  un(;  intégrale  |)Our  laquelle  t  ne  tende  ni  vers  zéro 
ni  vers  l'infini,  lorsque  l,  tend  vers  zéro,  t  Icnd  vers  une  limite 
linic  io- 
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SUR  L'INTÉGRATION  APPROCHÉE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES; 
Par  m.   Emile  Cotton. 

Les  équations  difTérentielles  qui  se  présentent  en  Mécanique  ou 
en  Physique  ne  sont  pas,  en  général,  exactement  intégrables;  on 
doit  donc,  le  plus  souvent,  substituer  aux  solutions  exactes  des 
solutions  approchées. 

C'est  un  problème  très  important  (et  néanmoins  peu  étudié) 
que  celui  de  l'estimation  des  erreurs  que  comportent  ces  solutions 
approchées,  c'est-à-dire  la  recherche  des  limites  supérieures  pour 
les  valeurs  absolues  de  ces  erreurs,  ces  limites  étant  des  fondions 
positives  de  la  variable  indépendante.  Il  permet,  en  effet,  de  con- 
stater si  les  écarts  entre  les  nombres  prévus  par  le  calcul  et  ceux 
donnés  par  les  observations  sont  dus  à  l'approximation  des  pro- 
cédés mathématiques  ou  à  celle  des  lois  physiques  ado|)lées. 

A  un  autre  point  de  vue,  l'estimation  des  erreurs  sert  de  guide 
dans  l'application  de  ceitains  procédés  d'intégration  approchée  en 
donnant  un  sens  précis  à  la  proposition  intuitive  :  «  Il  suffit  que 
deux  systèmes  différentiels  soient  assez  voisins  pour  que  leurs 
solutions  soient  aussi  voisines  qu'on  le  veut.  »  . 

J'ai  cherché  tout  d'abord  (')  à  résoudre  ce  problème  en  utili- 
sant la  méthode  d'approximations  successives  de  M.  Picard  pour 
déduire  les  solutions  exactes  des  solutions  approchées.  Malheu- 
reusement, même  avec  les  perfectionnements  que  j'ai  apportés  à 
l'évaluation  des  restes  des  séries  données  par  cette  méthode,  on 
n'opère  jamais  que  sur  des  nombres  positifs  (tels  que  les  coeffi- 
cients de  Lipschitz  qui  peuvent  correspondre  à  des  dérivées  néga- 
tives) et  l'on  ne  tient  pas  compte  des  compensations  qui  peuvent 
se  produire  entre  les  diverses  causes  d'erreur.  La  pratique  montre 
que  les  résultats  obtenus,  très  commodes  pour  les  recherches 
théoriques,  le  sont  bien  moins  pour  les  applications  numériques. 

Une  méthode    nouvelle,   qui    fait  l'objet  jjrincipal  de    ce   Mé- 


(')  Comptes  rendus,  20  février  cl  17  juillet  ifjoj;  Acla  mathemalica,  t.  XXXI, 
p.  107. 
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.noire  ('),  donne  de  bien  meilleurs  résullals;  elle  repose  sur  un 
principe  loul  diflerent. 

Avant  d'en  aborderl'étude,  etaprès  quelques  généralités  (n°^  'i  jS), 
je  montre  (n"^  3,  4)  qu'on  peut  estimer  l'ordre  de  grandeur  des 
solutions  d'un  système  2'  d'équations  différentielles  linéaires  en 
utilisant  les  solutions  d'un  autre  svstème  S  de  même  forme  dont 
les  coeffieienls  positifs  dominent  (-)  les  coefficients  corresj)ondants 
de  2'.  Après  avoir  précisé  l'énoncé  du  problème  principal  (n"*i,  5), 
je  montre  que  les  erieurs  que  comportent  les  solutions  a|)prochées 
d'un  système  d'équations  différentielles  quelconques  peuvent  être 
envisagées  comme  solutions  d'un  sjslème  linéaire  déterminé  S' 
assez  analogue  aux  équations  aux  variations  de  M.  Poincaré  (n"6). 
Bien  que  ce  système  ne  soit  |)as  entièrement  connu,  on  peut  lui 
appliquer  la  proposition  précédente  et  retrouver  ainsi  (n"*!,  8) 
des  résultats  très  voisins  de  ceux  que  j'avais  donnés  antérieu- 
rement. 

Dans  les  méthodes  nouvelles,  on  envisage  encore  les  erreurs 
comme  solutions  d'un  système  linéaire  avec  seconds  membres  <r 
dont  la  formation  (n"  10)  comporte  un  certain  degré  d'arbitraire. 
Les  seconds  membres  dépendent  encore  des  solutions  exactes 
cherchées,  mais  doivent  être,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières, 
petits  en  valeur  absolue  ;  les  coefficients  des  premiers  membres  ne 
contiennent  que  des  éléments  connus. 

Si  les  seconds  membres  des  équations  7  étaient  connus,  un  pro- 
c(';dé  donné  par  Caucliv,  et  rappelé  au  n"  9,  pour  l'intégration  des 
é(pialions  linéaires  non  homogènes  donnerait  les  erreurs  sous 
formes  d  intégrales  définies.  Ne  pouvant  calculer  exactement  ces 
intégrales,  on  peut  d'abord  déterminer  une  limite  supérieure  de 
leurs  valeurs  absolues,  et  obtcnii-  ainsi  (n°ll)unc  solution  du 
problème  posé.  On  peut  aussi  calculer  approximativeuKMit  les 
seconds  membres  de  a  et  les  intégrales  définies  en  estimant  les 
erreurs  que  comportent  ces  aj^proximations  (n°  12).  (^ette  seconde 
méthode  revient  à  déduire  des  solutions  approchées  données 
d'autres  solutions  paraissant  plus  approchées.  On  est  amené 
ainsi     naturellement    à     un     procédé    d'approximations    succes- 


(')  Elle  a  été  résumée  clans  une  ISolc  aux   (^noij)tes  rendus  (10  février  1908). 
{')  Pour  le  sens  de  ce  mol,  voir  i\°  ?. 
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sives  (n"^  13,  14)  comprenant  comme  cas  particuliers  celui  de 
M.  Picard,  et  où  les  quadratures  de  celle  dernière  métliode  sont 
remplacées  par  l'intégration  de  systèmes  linéaires  à  seconds 
membres.  Ce  procédé  qui  avait  été  utilisé,  mais  non,  que  je  sache, 
justifié,  donne  à  son  lour  un  résuliat  utile  concernant  reslimation 
des  erreurs. 

Les  résultats  précédents  ne  font  intervenir  que  des  Iivpolhèses 
assez  larges  (*)  concernant  les  systèmes  différentiels  auxquels  on 
les  applique.  Par  cela  même,  ils  semblent  utiles  en  Physique  (^). 

J'ai  essayé  de  les  apj)liquer  à  un  exemple  ne  présentant  rien 
d'artificiel,  cpii  fera  l'objet  d'un  arlicle  des  Annales  de  l'Univer- 
sité de  Grenoble.  Il  m'a  élé  fourni  par  la  théorie  du  pendule  de 
Foucault.  Les  équations  du  jnouvement  ne  semblent  pas  suscep- 
tibles d'une  intégration  exacte;  dans  la  théorie  élémenlaire,  on  les 
réduit  à  leur  partie  linéaire.  En  étudiant  cette  approximation  par 
nos  diverses  méthodes,  on  obtient  toujours  une  région  où  le  pen- 
dule doit  se  trouver  au  bout  d'une  oscillation.  Mais,  alors  que  les 
premières  donnent  pour  celle  région  des  dimensions  de  beaucoup 
supérieures  à  la  déviation  qu'on  doit  observer,  la  dernière,  avec 
les  données  numériques  de  l'expérience  du  Panthéon,  donne  pour 
la  dimension  correspondant  à  la  déviation  une  fraction  de  la  dévia- 
lion  inférieure  à  0,2.  Cette  fraction  pourrait  être  bien  réduite  en 
apportant  |jlus  de  soin  dans  l'application  de  la  méthode;  mais  il 
m'a  semblé  cpie  l'exemple  précédent,  tel  c[u'il  est,  suffisait  à  mon- 
trer l'intérêt  de  celle  méthode. 


1.  Nous  regarderons,  dans  la  suite,  comme  résolu  le  problème 
de  l'intégration  approchée  d'un   système  S  d'équations   difléren- 


(')  CepcndanL,  au  cours  rie  ce  travail,  j'ai  fait  sur  les  systèmes  din'crentieis 
étudies  des  liypothèses  plus  resliiclives  qu'il  n'eut  été  nécessaire  pour  l'exacti- 
tude des  résultats.  Cela  m'a  permis  de  donner  des  démonstrations  assez  brèves. 

(^)  Il  semble,  en  elTet,  que  des  théorèmes  supposant  des  équations  analytiques 
ne  soient  pas  très  bien  adaptés  à  des  lois  physiques  parfois  assez  grossièrement 
approchées.  D'autre  part,  sans  tenir  compte  des  discordances  que  peuvent  pré- 
senter avec  la  réalité  des  énoncés  précis  de  lois  physiciues,  ces  énoncés  peuvent 
conduire  à  l'emploi  successif  de  plusieurs  équations  analytiques  distinctes  pour 
un  même  problème.  Tel  est  le  cas  du  mouvement  sur  une  courbe  avec  résistance 
proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 
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ilieile*  linéaires  ;  nous  donnerons  donc  d'abord  quelques  Indications 
.rapides  sur  ce  sujet. 

JDaiis  ie  cas  particulier  très  important  où  2  est  à  coefficients  con- 
•stants,  l'iintégralioa  exacte  est  possible  et  se  ramène  à  des  opéra- 
lions  algébriques.  La  théorie  des  fonctions  permet  également  d'in- 
Hégrer.oentaines  classes  d'équations  difTérentieiles  linéaires.  D'autre 
ipapt,  si  Je  système  linéaire  S  est  constitué  par  les  équations  aux 
\'.arinlioi>s  correspondant  à  un  système  diflérentiel  dont  on  con- 
inaît  la  solution  générale,  ce  système  s'intègre  immédiatement. 

Ces  résultats  bien  connus  sont  intéressants  au  point  de  vue  de 
il'msageque  ioous  ferons  des  équations  linéaires,  à  cause  de  l'arbi- 
ilTaiFe-sul>sistant  dans  !e  choix  des  systèmes  S  que  nous  utiliserons. 
IV^ous  ;pou lirons,  en  effet,  substituer  à  un  système  S  un  système 
woi-sin'^'  de  même  forme  quelle  que  soit  la  nature,  au  point  de  vue 
•délia  théooie  des  ("onctions,  des  coefficients  de  S  et  de  2',  pourvu 
•qiwe  les  difféir^nces  entre  les  coefficients  correspondants  restent 
jpeliiles  on  «valeur  absolue  etqu'il  en  soit  de  même  des  dérivées  pre- 
iiniènes  de.ceg  coefficients.  Pour  intégrer  approximativement  i],  on 
•cherdliora  don^  un  système  voisin  S'  qui  soit  intégrable.  Nous 
n'imsi-steroais  _pas  sur  les  problèmes  d'interpolation  auxquels  con- 
<duir-aitirappliealion  de  cette  méthode. 

2..  Oin  ipeut  aussi  employer  la  méthode  d'ap|)roximalions  succes- 
•swes  de  M.  l^card  à  l'intégration  approchée  d'un  système 
lin-éaire Jil.  Les  approximations  successives  convergent  dans  tout 
fintervalle  de  régularité  des  coefficients  de  il.  Il  sera  souvent  com- 
mode^ dai>s  l'application  de  cette  méthode,  de  prendre  comme  pre- 
mières approximations  non  des  constantes,  mais  des  fonctions 
convenablement  choisies  de  la  variable  indépendante.  Il  serait 
natwrel  par  .exemple  de  prendre  comme  premières  approximations 
les  intégrales  d'un  système  S',  linéaire  comme  1',  mais  ayant 
comme  coefificients  des  constantes  égales  aux  valeurs  moyennes 
des  coefficients  de  S  dans  l'intervalle  où  Ton  considère  la  variable 
indépendanie. 

Nous  montrerons  maintenant  comment  les  approximations  suc- 
cessives conduisent  à  une  proposition  intéressante  concernant  la 
comparaison  des  solutions  de  certains  systèmes  linéaires. 

Nous  abrégerons  beaucoup  le  langage  à  l'aide  de  la  locution  sui- 
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vante  :  Nous  citions  qii une  fonction  F(i)  supérieure  ou  égale 
à  la  valeur  absolue  d'une  autre  fonction  f{t)  dans  un  certain 
intervalle  domine  cette  fonction  f{t)  ou  en  est  «ne  dominante 
dans  V intervalle  considéré.  Une  fonction  ne  peut  être  négative 
dans  l'intervalle  où  elle  en  domine  une  autre. 

3.  Soient 

(i)  -^  =  «/i  a?i -4-.  .  .-H  <7,„a:„-f- 6/, 

(i  =  i,7,  ...,n) 

deux  svstèmes  d'équations  linéaires.  Nous  supposons  que  dans 
l'intervalle  I 

les  a  et  les  b  dominent  les  a'  et  les  b'  de  mêmes  indices,  ces 
diverses  fonctions  étant  conlinues. 

Comparons  les  solutions  de  (i)  et  (2)  définies  par  les  données 
initiales 

\  i    =  fo, 
(3)  {  Xi  =  3"io,  .  . . ,         ^/j  =  3:«o» 

1     X 1  ^=  .T  1  rt  ,  .  •  *  »  X  „  =^  X  ft  rt 


10' 


satisfaisant  aux  inégalités 

(4)  ario  =  |j-',J,  ...,  Xno'^\x'no\' 

A  cet  effet,  prenons  comme  premières  approximations,  dans 
l'intégration  de  (1)  et  (2)  par  la  méthode  de  M.  Picard,  les  don- 
nées initiales  correspondantes.  Les  approximations  suivantes  y,, 
y'^'  ont  pour  dérivées 

dy'' 

(5)  -^    =  a/ia-jo -i-...-4-a,>,ar„o -t- 6,-, 

( 6 )  -^  =  a',  1  a-', 0  4- ...  +  a'inx'no  -+-  b,, 
et  pour  valeurs  initiales 

t  =  fn,  y'i  =  3^hu  y,'  =X',„  (  t  =  1 ,  2 n). 
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On  voit  immcdialemenl  que  les  fonctions 

yj-^fi':  y)— fi' 

ont  leurs  dérivées  positives  ou  nulles  dans  I.  Leurs  valeurs  ini- 
tiales sont  aussi  positives  ou  nulles;  ces  fonctions  sont  donc  posi- 
tives ou  nulles  dans  1.  Donc  les  j'  dominent  les  y  correspon- 
dants : 

y\l\y\'l      •••>      y}.l\y'n'\- 

Ces  inégalités  sont  analogues  aux  inégalités  (4)- 
On  peut  reprendre  sur  les  troisièmes  approximations^/"/ ?  >'i"  le 
raisonnement  précédent;  on  retrouve  le  même  résultat  qu'on  étend 
ensuite  à  loutes  les  approximations  successives  et,  par  suite,  à 
leurs  limites,  c'est-à-dire  aux  intégrales  ^/,  x'-  des  équations  (i) 
et  (2)  :  les  x  dominent,  dans  I,  les  x'  correspondants. 

Un  système  linéaire  d'ordre  (pielconque  peut  toujours  être 
ramené  au  premier  ordre  par  l'introduction  d'inconnues  auxi- 
liaires; nous  pouvons  donc  énoncer  de  la  façon  suivante  le  résultat 
qui  vient  d'être  établi  : 

Soient  S,  S'  deux  systèmes  d'équations  différentielles 
linéaires  construits  de  la  même  façon  avec  des  fonctions  incon- 
nues correspondantes,  résolus  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre 
le  plus  élevé  des  fonctions  inconnues.  On  suppose  que,  dans  un 
intervalle  1  (^0  =  ^^  T)  de  variation  de  la  variable  indépendante 
commune  t,  les  coefficients  de  il  dominent  les  coefficients  cor- 
respondants de  S';  que  les  données  initiales  correspondent  à  la 
borne  inférieure  de  t' intervalle  et  que  les  données  initiales  de  S 
dominent  les  données  correspondantes  de  ^' . 

Dans  ces  conditions,  les  solutions  de  'Z  déterminées  par  ces 
données  initiales  dominent  dans  l'intervalle  1  les  solutions 
correspondantes  de  Z' .  Le  même  résultat  s'étend  aux  dérivées 
dont  l'ordre  ne  surpasse  pas  l'ordre  des  équations  par  rapport 
aux  fonctions  inconnues  correspondantes. 

4.  Ce  tiiéorème  peut  être  généralisé.  En  elTel,  riijpothèseque  ï 
et  S'  sont  linéaires  sert  uniquement  à  justifier  (par  la  méthode  de 
M.  Picard)  rexislciice  des  solutions  de  (i)  et  (2)  dans  l'inter- 
valle 1.  En  modifiant  la  définition  de  cet  intervalle,  on  pourrait 
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énoncer  un  théorème  analogue  pour  le  cas  où  tes  seconds 
membres  des  équations  de  S  et  S'  seraient  des  polynômes  de 
degré  quelconque  ou  des  séries  entières  par  rapport  aux  va- 
riables X  et  x' .  Nous  laisserons  de  colé,  malgré  leur  intérêt,  cette 
généralisation  et  d'autres  plus  étendues  encore,  )oour  aborder 
l'objet  principal  de  cette  étude,  que  nous  allons  maintenant  indi- 
quer. 

5.   Soit   un  système   S  d'équations  différentielles  résolues    par 
rapport  aux  dérivées  des  fonctions  inconnues 


(S) 


dxi 
~dt 


=  fi{t\  ^1)   •  •  •,Xn)  a  =  [,  2,   .  .  -,  n). 


On  peut  toujours  donner  cette  forme  à  un  svstèmc  d'ordie  supé- 
rieur au  premier  par  l'emploi  d'inconnues  auxiliaires.  Toutefois, 
lorsque  nous  aurons  de  tels  systèmes,  nous  pourrons,  sans  incon- 
vénient, nous  dispenser  d'écrire  celles  de  leurs  é(piations  servant 
à  définir  les  inconnues  auxiliaires. 

Nous  admettrons  que,  quand  le  point  (^,Xi,  ...,  X,<)  appartient 
à  un  domaine  borné  D  à  /i -\- \  dimensions,  les  fonctions 
fi{^t\  X,,  .  .  .,  X„)  sont  continues  par  rapport  à  leurs  divers  argu- 
ments et  admettent,  par  lapport  à  X,,  ,..,  X«,  des  dérivées  pre- 
mières continues  dans  D.  De  cette  hypothèse  il  résulte  que,  le 
point  ^,  X,,   ...,  X«  se   tiéplaçant  dans  D  et   ^  restant  (i\e,  toute 

dérivée  -^  a  une  borne  supérieure  et  une  borne  inférieure  finies. 
Par  suite,  on  peut  admettre  qu'à  chaque  dérivée  -^  corres|)ond 

une    fonction    (positive   ou    nulle)   de    t   que    nous    désignerons 
par  «/A,  telle  qu'on  ait  rinégalité 


a-ik  ^ 


ôMt-x,.  ...,x„) 


d\„ 


pour  tous  les  points  /,  X, ,  .  .  .,  X„  de  D. 

Si  le  segment  de  droite  joignant  deux  points /,  \  i ,  ...,  X,j 
et  ^,  X',,  ...,  X|j  est  tout  entier  intérieur  à  I),  on  a  I  MK'galilé  sui- 
vanle,  analogue  à  celle  de  Lipschitz  : 


\Mt-  X,,  ...,\n)-Mt;  \\ , ...,  X'„)  \_an  \  X,  -  X',  î  -i- 


Clin  !  X,j- 
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Pour  celle  raison,  nous  dirons  que  la  fonclion  Oik  tie  la  va- 
riable t  associée  à  la  dérivée  -^  est  le  coefficient  de  Lipschitz 
correspondant  à//  et  à  X^. 

On  peut  choisir  d'une  infinité  de  façons  ces  coefficients  de  Lip- 
schitz; on  peut,  en  particulier,  prendre  les  constantes  A/;^  telles 
que 

A/A-  ^  a/A-. 

Soit/fl,  ^,0,  . .  .,Xno  un  point  inlérieuràD.  Le  système  (S)  admet 
pour  t';>to  et  assez  voisin  de  to  des  solutions  exactes  x,(t),  ..., 
Xn{t)  prenant  respectivement  pour  t=:to  les  valeurs  initiales 
^10)  ■•.,x,n,.La.  coutbe  intégrale  exacte  est  l'ensemble  des  points 
i,  Xi  (^),  . . .,  Xn{t)]  elle  atteint  nécessairement  (')  la  frontière  de 
D.Nous  appellerons  8  un  nombre  tel  que,  dans  l'intervalle  ^0=^  =  ^7 
la  courbe  intégrale  exacte  reste  intérieure  à  D. 

Des  fonctionsjK,(<),  ...,y„{t)  peu  dilTérentes  de  jc,  (<),...,  a:„(<) 
dans  l'inlervalle  ^o^  /!<0  seront  dites  dans  cet  intervalle  solutions 
approchées  de  S.  Observons  qu'avec  cette  définition,  n  fonctions 
continues  quelconques  satisfaisant  à  peu  près  pour  t  =:  t^  aux 
données  initiales  proposées  peuvent,  dans  un  intervalle  assez 
petit  de  borne  inférieure  /<,,  être  regardées  comme  solutions 
approchées.  Mais,  en  général,  les  solutions  approchées  sont  les 
solutions  exactes  d'un  svstème  différentiel  facile  à  intégrer  et 
différant  peu  de  S. 

Le  plus  souvent,  nous  ne  nous  préoccuperons  pas  de  V  origine 
des  solutions  approchées,  et,  les  supposant  connues,  nous  cher- 
cherons à  estimer  les  erreurs  correspondantes.  Nous  allons  pré- 
ciser l'énoncé  de  ce  problème. 

Les  erreurs  des  solutions  approchées  ^(^)  parrapport  aux  solu- 
tions exactes  x{t)  sont  les  différences 

o,(0  =  a^i(0-7i(0,         ..-,         6„(/)  =  .r„(0-J/i(0- 

La  détermination  exacte  des  erreurs  revient  à  l'intégration 
exacte  de  S;  elle  est  donc  en  général  pratiquement  impossible.  On 
se  contentera  donc  d'estimer  les  erreurs,  c'est-à-dire  de  déter- 

(  '  )  raiolevc. 
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miner  des  fondions  ^i{t),  . . .,  A„(<)  aussi  petites  que  possible, 
dominant  respectivement  les  erreurs  o,  (<),  . . .,  o,i{t). 

Cette  détermination  sera  variable  pour  un  certain  intervalle 
ï(^o  =  ^  =  T),  dont  la  borne  inférieure  t^  estla  valeur  initiale  tf,  de  la 
variable  indépendante.  Cet  intervalle  sera  précisé  dans  les  propo- 
sitions que  nous  énoncerons  plus  loin. 

En  langage  géométricpie,  ou  peut  dire  que  nous  cherchons  une 
gaine  entourant  la  courbe  intégrale  approchée,  oii  la  courbe 
intégrale  exacte  reste  comprise  lorscjue  t  varie  dans  V inter- 
valle I.  Nous  appellerons  ici  gaine  le  domaine  défini  par  les  iné- 
galités 

J^,(0-Al(O^X,SJ,(0^-A,(0,     •••,    yn{t)-^a{t)^y^n^ya{t)-^^n{t)^ 

6.  La  proposition  du  n°  3  permet  d'établir  rapidement  des  résul- 
tats analogues  à  ceux  que  nous  avons  donnés  antérieurement  (') 
pour  l'évaluation  des  erreurs. 

Conservons  les  notations  du  numéro  précédent,  écrivons  les 
identités  (-) 

^  =/i(<;ri.  ■■•^yu)^^-fi{t\yx,...,yu)      (t -1,2, ...,«) 

et  retranclions-les  membre  à  membre  des  identités  exprimant  que 
JCi,  . . .,  .T/t  sont  solutions  de  S. 

Nous  pouvons  écrire,  en  introduisant  les  erreurs  0, 

/,(/;  a7i,  ...,Xa)—fi{t;yu  ■••,  yn)  =  «a  o, -+-.  .  .-r- a)-,,  o„; 

les  a'i^  désignent  des  fonctions  de  t  dont  il  serait  aisé  de  démontrer 
la  continuité  (^).  Nous  supposons  toutefois  que  tous  les  points 
;,  X,,  . . .,  X„  tels  que 

|X,— jtHiSil,         ...,         I  X„  — jKrt  I  ^io„| 


(')  Comptes  rendus,  20  février  cl  17  juillel  iiy)b\Acta  mathematcca,  t.  \.\\I, 
p.  107. 

(')  Nous  écrirons  souvent  x  ci  y  au  lieu  de  x{l)  ely{t),  et  de  niéinc  pour 
les  autres  fonctions  de  t. 

(^)  yicla  niallicniatica.  t.  \\\I,  p.  \2b. 
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sont  LiUévieurs  au  domaine  D  du  n"  o,  c'est  ce  (jue  nous  appel- 
lerons Vhypothèse  H. 
Posons  maintenant 

^;  =  -^—fiif^yu  ■••,rn)      (t  =  1,2,  •••,«); 

les  b'  sont  aussi  fondions  continues  de  f,  on  [)eut  dire  que  ce  sont 
les  erreurs  su/'  les  équalions. 

Nous  pouvons  donc  considérer  les  erreurs  comme  les  solutions 
d'un  système  linéaire  (') 

(2')  -^  =  «'/loi -+-... +  «;„o„-f- 6;         (i  =  1,2,  ...,  n). 

Ces  solutions  sont  déterminés  par  la  condition  que  pour  t  ^  t„ 
elles  prennent  des  valeurs  numériques  égales  aux  erreurs  initiales, 
c'est-à-dire  aux  dilTérences 

7.  Appliquons  à  i]'  le  théorème  du  n"  3.  Les  coefficients  de 
Lipschitz  a  ont  été  définis  au  n"  5  comme  fonctions  de  /;  ce  sont 
manilesteinent  des  fonctions  dominantes  des  fonctions  a'  corres- 
pondantes tant  que  H  est  vérifiée. 

Désignons  par  6i,  ...,  bn  des  fonctions  dominant  6,,  ...,  b[^ 
dans  un  intervalle  li(fQ^/<T()  où  la  courbe  intégrale  approchée 
existe  et  reste  intérieure  à  D  : 

*'-  l^"-^'^^''^''  •••'•^«^  (t  =  i,'2,  ...,n). 

Considérons  alors  S'  comme  ranalogue  du  système  (2)  du  u"  3 
et  adjoignons-lui  le  système 

(S)  -^  =  a,iAi+...-t-a„jA„+ 6/        (t  =  I,  2,  ...,  «), 

qui  sera  l'analogue  du  S3'stème  (1). 


(')  On  ne  manquera  pas  d'observer  l'analogie  de  ce  sjslème  (-')  avoi:  le  s\s- 
tème  des  équalions  aux  variations  du  syslcme  S  cl  de  ses  solutions  ar,,  ...,  x,,  ; 
toutefois  les  équalions  de  (-')  ne  sionl  pas  lioniogèncs. 
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Le  théorème  donné  à  cet  endroit  nous  montre  qu'un  système  de 
solutions  A,(^),  ...,  A„(<)  de  S  étant  déterminé  par  des  données 
initiales  A,(^(,)?  •••»  ^«(^o)  dominant  les  erreurs  initiales 
8,(^0),  ...,  O/iÇIq),  les  fonctions  A(^)  domineront  les  erreurs  cor- 
respondantes 8(^)  dans  un  intervalle  T2  (tf,^t^T2)  tel  que  :  i''les 
solutions  exactes  existent  dans  cet  intervalle;  2"  Ij  est  intérieur 
à  I,  ;  3°  H  est  vérifiée. 

Ces  trois  conditions  sont  satisfaites  pour  l'intervalle  I 
(^o  =  '  =  TST,)  défini  par  la  condition  que  dans  cet  intervalle 
les  points  t,  X, ,  . . .,  X«  de  la  gaine 

sont  intérieurs  à  D. 

En  effet,  2"  est  vérifiée  dans  T  par  définition  même,  et  la  con- 
dition 3°  est  vérifiée  manifestement  dans  le  plus  grand  inter- 
valle r 

où  1°  est  vérifiée  et  où  la  courbe  intégrale  exacte  reste  intérieure 
à  la  gaine  G.  Il  est  absurde  de  supposer  T'  <<  T,  car,  s'il  en  était 
ainsi,  la  courbe  intégrale  exacte  qui  ne  peut  avoir  un  point  d'arrêt 
dans  D  sortirait  de  G  par  un  point  T'  X,  X/,  . . .,  X,^  tel  que  l'une 
des  différences  X — y  serait  égale  en  valeur  absolue  à  la  valeur 
(pour  t  =  T')  de  la  fonction  A  de  même  indice,  et  cela  est  incom- 
patible avec  le  fait  que  les  A  dominent  les  ô  ('). 

8.  Nous  résumerons  de  la  façon  suivante  le  résultat  obYenu  : 

Soit  S  un  système  d'équations  différentielles  satisfaisant 
dans  un  domaine  borné  D  aux  conditions  du  /i"  o.  A  tout  point 
intérieur  à  ce  domaine  correspond  une  courbe  intégrale 
exacte  C^.  Pour  étudier  cette  courbe^  on  part  d' une  courbe 
intégrale  approchée  G,  supposée  connue^  et  l'on  construit  une 
gaine  G  entourant  Cj,  intérieure  à  D,  et  comprenant  Cx  à  son 
intérieur.  Les  dimensions  de  cette  gaine  sont  des  fonctions 
de  t,  dominant  les  erreurs,  qu  on  détermine  par  l' intégration 


(')  Nous  laissons   de    ci")lc    le  cas    (•vidcinincnl  exceptionnel    où   les    incgalilés 
exprimant  que  les  A  dominent  les  5  se  Iransl'urmciaienl  en  égalités. 
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d' un  système  linéaire  i^,  correspondant  équation  par  équation 
rt  S,  construit  avec  les  coefficients  de  Lipschitz  a,  et  les  fonc- 
tions b  dominant  les  erreurs  b'  sur  les  équations  (  '  ). 

Quand  on  applique  la  proposition  précédente  à  la  détermination 
des  erreurs  que  comportent  certaines  approximations  classiques, 
les  résultats  numériques  sont  suivant  les  cas  satisfaisants  ou  invrai- 
semblables. On  voit  bien  vite  la  cause  de  cette  irrégularité  dans  le 
succès  de  la  méthode  :  Alors  que  les  coefficients  figurant  dans  les 
équations  de  i]'  peuvent  avoir  des  signes  quelconques,  ceux  de  2 
sont  tous  positifs  (-).  Les  fonctions  A  peuvent  être  bien  supé- 
rieures aux  fonctions  o  correspondantes;  de  plus,  ces  fonctions  A 
croissent  en  général  très  rapidement  avec  t.  Il  v  a  donc  lieu  de 
chercher  une  méthode  tenant  compte,  autant  cjue  possible,  non 
seulement  de  la  grandeur,  mais  aussi  des  signes  des  coefficients 
de  Y!. 

C'est  ce  que  nous  ferons,  après  avoir  rappelé  un  procédé  dû  à 
Cauchy  pour  déduire  les  solutions  d'un  système  linéaire  non 
homogène  de  celles  du  système  homogène  correspondant. 

9.   Pour  intégrer  le  système  linéaire  non  homogène 

(j)  -^  —  Aaô,— ...— A,„Ô„=  B/        (t  =  1,2,  ...,  n) 


(  '  )  Ce  résultat  est  très  voisin  do  celui  que  nous  avons  donné  antérieurement 
(Mémoire  des  Acta,  cité  plus  haut,  n"  1  à  G).  Il  en  diflère  cependant  par  le 
mode  de  démonstration,  qui  est  ici  plus  simple,  et  par  les  résultats.  Les  hypo- 
thèses sur  les  fonctions  /  faites  au  n°  5  sont  plus  restreintes  que  celles  faites  dans 
le  travail  précédent;  cela  a  peu  d'importance  pratique.  La  définition  du  do- 
maine D  est  ici  plus  large  (nous  avions  supposé  antérieurement  que  D  était  une 
gaine);  cela  peut  présenter  quelque  intérêt  dans  des  questions  de  Mécanique, 
lorsque  la  variable  indépendante  (le  temps  t)  ne  figure  pas  explicitement  dans 
les  équations.  On  peut  alors  avantageusement  définir  D  par  l'intégrale  des  forces 
vives  et  un  intervalle  arbitraire  de  variation  du  t«mps. 

On  aurait  des  résultats  plus  complets  en  revenant  à  notre  |)rcmier  mode  de 
démonstration;  mais  celui  qui  est  adopté  ici  est  mieux  en  harmonie  avec  la  suite 
du  travail,  où  le  système  -joue  un  rôle  essentiel. 

(^)  l'ar  exemple,  pour  estimer  l'inllucnce  exercée  par  une  force  perturbatrice 
sur  un  mobile  soumis  à  l'action  d'un  centre  fixe  supposée  proportionnelle  à  la 
distance,  on  serait  donc  conduit,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  aux  mêmes  équa- 
tions-,  que  l'action  soit  allracti\c  ou  répulsive. 
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{où  les  A  e/  B  désignent  des  fonctions  connues  de  t),  on  déter- 
mine /es  systèmes  de  solutions  du  système  homogène  correspon- 
dant : 

(7)  -^^ Aiiûi  — ..  .— A,„o,j=  o         (t  =  1,  2,  ..  .,  n) 

tels  que  pour  ^  =  a  une  seule  des  fonctions  inconnues  est  égale 
à  V unité,  les  autres  étant  nulles.  Soient 

(8)  ô,  =  (pi,,(/,  a),  Ô2=«p2.i(^a),  ...,  S„=  cp„,,(/,  a) 

les  solutions  de  (-)  telles  que  '-^[({^-t  a)  =  i ,  Of,i{o.,  a)  =  o  pour 
k  ^i. 

Les  formules 

(9)  '    ^''^I  [ ^' (^ )?/'•->('''=')-+- ^2 (^)?/'.2(/,  a) +...+  B„ (a)  cp /,,„(/,  a)]  rfx 
(  °  (/c  =  i,2,  .,.,  n) 

déterminent  alors  les  solutions  des  équations  (a-)  s'annulant 
pour  t=  ta  ('  ). 

La  solution  générale  s'en  déduit  aisément. 

La  méthode  s'applique  aux  systèmes  linéaires  d'ordre  supérieur, 
mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'écrire  les  inconnues  auxiliaires  per- 
mettant de  ramener  le  système  au  premier  ordre. 

Par  exemple,  pour  intégrer  le  système  non  homogène 

d'^x  dx        ,    dy  ,  j.,   ^ 

(10) 

i  d'^y  dx  dy  y  /.s       ' 

on  détermine  les  solutions  du  système  linéaire  sans  seconds 
membres  correspondant,  savoir  : 

telles  que,  pour  t  =  a, 

dx  dy 

— r-=I,  -7-    =  O,  ^=0,  y  =   O, 

dt  dt  '  ^         J  ^ 


(')  Si  quelques-unes    des  é(|ua!.i<)ns  (7)  sont  lioinogciies,  il  est  inutile  de  cal- 
culer les  fonctions  j  correspondantes;  si  F?,  =  o,  ;pi;,   ....  j,,;  sont  inutiles. 
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a:  =  •},(/,  at),         ^  =  7;t,(/,  a), 
telles  que,  pour  <  =:  a, 

dx  dy 

-7-  =  o,         -^  =  I  ar  =  o,         r  =  o. 

dt  '         dl         '  '        ^ 

On  aura  pour  déterminer  les  solutions  de  (10),  s'annulant  ainsi 
que  leurs  dérivées  premières  pour  t  =  /^j 


(•I) 


y=  f  [/(«)'^(/,«)H-/i(«)^i(/,«)]^^; 

leurs  dérivées  sont  données  par 

(•2)         { 

^=f  \fioi)m'{(,oL)+Moi)Tn\{t,cc)]d:L, 
les  accents  désignant  des  dérivées  prises  par  rapport  à  t. 

iO.  Reprenons  les  notations  et  les  conventions  du  n°  5. 

Pour  appliquer  les  résultats  qui  précèdent  à  restimatlon  des 
erreurs,  nous  commencerons  par  écrire  le  système  (S)  sous  la 
forme 

(S')       -j^  —  AiiXi—...— \inXn=  hi(t;Xi,  ...,Xn)  (  l  =  1 ,  2,   .  .  .  ,  «), 

OÙ  les  A  désignent  des  fonctions  de  L,  et  où  les  dérivées  pre- 
mières des  fonctions  h  par  rapport  aux  variables  x  sont  sup- 
posées petites  au  voisinage  du  système  considéré  de  solutions 
approchées  y,  (t),  . . .,  ^„(^).  Nous  dirons  alors  qu'où  a  donné 
au  système  proposé  une  forme  />seudo-linéaire. 

Le  svslème  (S)  se  présente  naturellement  sous  une  telle  forme 
lorsque  les  solutions  approchées  sont  obtenues,  comuic  il  arrive 
souvent  en    Mécanique   (petits   mouvemenls,   oscillations    autour 
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d'un  mouvement  stable),  en  limitant  les  équations  de  (S)  à  leur 
partie  linéaire. 

Dans  les  autres  cas,  on  peut  donner  à  (S)  la  forme  pseudo- 
linéaire S' en  procédant  de  la  façon  suivante  :  chaque  coefficient  Aj-y 
est  soit  égal  au  résultat  de  la  substitution  des  solutions  appro- 
chées  1',  (<),  ...,  y,i{t)  à  Xt^  ,..,  Xn  dans  la  dérivée  -j^j  soit  peu 
différent  de  ce  résultat;  l'arbitraire  qui  subsiste  ainsi  dans  le  choix 
de  ces  coefficients  peut  rendre  plus  aisée  l'application  de  la  mé- 
thode suivante.  Les  A  étant  déterminés,  on  a 

hi{t;Xi,  ...,  Xa)  =fi{t\Xx,  .  ..,Xn)  —  \hXi~.  ..—  KinXn. 

Les  dérivées  partielles  desy  étant  supposées  continues,  il  résulte 
de  la  façon  même  dont  on  choisit  les  A  que  les  dérivées  partielles 
des  h  restent  bien,  comme  on  lu  cherchait,  petites  au  voisinage  du 
système  des  solutions  approchées. 

Définissons  maintenant  des  fonctions  g{t)  par  les  égalités 

(i3)         -^  —  knyi  —  ...—  kinyn=  gi{t)        (j  =  i,2,  ...,n). 

Retranchons  ces  égalités  des  équations  correspondantes  de  S', 
les  erreurs  o,  =  xi  — yi  satisfont  au  système 

(a)  -^  —  Aaôi  — ...— A/„o„=  B,(0         (i  =1, '2,  ...,  «), 

les  expressions  B,(^)  désignant  les  différences 
hi(t;xi,  ...,Xn)  —  gi{t) 

oii  Von  doit  considérer  les  x  comme  remplacés  par  les  solutions 
cherchées  de  (S'). 

Les  B  n'étant  pas  entièrement  connues,  les  intégrales  (9)  ne 
peuvent  être  utilisées  pour  le  calcul  exact  des  erreurs,  mais 
peuvent  l'être  pour  l'estimation  de  ces  erreurs,  ainsi  que  nous 
allons  le  voir. 

Ll.  Une  première  méthode  consiste  à  remplacer  chaque 
terme  de  la  somme  à  intégrer  par  une  fonction  qui  le  do- 
mine. 

On  détermine,  pour  cela,  des  fonctions  [^((O,  ••.,  ^/i(')  supé- 
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rieures  ou  égales  aux  valeurs  absolues  des  dilTérences 

A,(/;X,,  ...,X„)-^,(0,         ...,         hn(f-X„...,Xr,)-ff„(() 

lorsque  le  point  (^,,  X,,  . . .,  X„)  reste  voisin  de  la  courbe  intégrale 
approchée  Cj.  Soit  t^  <i  t  <^T  un  intervalle  où  l'on  veut  estimer 
les  erreurs  et  tel  que  Cj  soit  intérieure  à  D;  on  déterminera  des 
fonctions  <I>a/(^,  a)  respectivement  supérieures  aux  valeurs  abso- 
lues des  fonctions  yki{t,  a)  des  mêmes  indices  lorsque  i  et  a  va- 
rient dans  cet  intervalle. 

Nous  supposerons  désormais  que  les  solutions  approchées 
satisfont  exactement  aux  données  initiales  {^)  (lesquelles  cor- 
respondent à  t  =:  to). 

Les  fonctions 
(i4)  LUt)=f  [p,(a)1>A.,(^a)-h...+  p„(a)<ï>/,„(^a)]rfa 

dominent  les  erreurs  ùh{t). 

D' une  façon  plus  précise,  dans  tout  intenallr 

I  :  (o^t^T 

tel  que  T  ^  T,,  que  la  gaine 

GiUo^tST,        |X,-j,  |<A1,        ....        iX„-j„|<A,', 

soit  intérieure  à  D  et  que  les  hypothèses  faites  au  début  de  ce 
numéro  soient  vérifiées  (-),  la  courbe  intégrale  existe  et  reste 
intérieure  à  la  gaine  G,. 

Les  exemples  qui  seront  traités  dans  les  Annales  de  l'Uni- 
versité de  Grenoble  montrent  bien  que  ce  résultat  peut  être  bien 
plus  avantageux  que  les  résultats  antérieurs. 

Nous  n'avons  pas  tenu  compte,  dans  ce  qui  précède,  des  signes 
des  fonctions  B  et  (p;  on  pourrait  perfectionner  parfois  la  méthode 


(')  On  ramène  aisénicnl  le  cas  général  à  ce  cas  particulier,  en  ajoutant  aux 
fonctions  _y(0  des  solutions  convenables  des  équations  linéaires  homogènes  obte- 
nues en  supprimant  les  seconds  membres  des  équations  (S'). 

(-)  Elles  le  sont  nécessairement  pour  T  assez,  voisin  de  t^,  puisque  les  A'(/) 
tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  t —  /„. 
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précédcnle  en  les  faisant  intervenir,  mais  les  développemenlg  sui- 
vants nous  dispenseront  d'insister  sur  ce  point. 

12.  Nous  donnerons  maintenant  une  seconde  méthode  d'esti- 
mation des  erreurs  consistant  et.  calculer  d' une  façon  appro- 
chée les  intégrales  définies  donnant  les  erreurs  st  à  évaluer 
V approximation  correspondante.  En  dUiatres  termes,  cette 
seconde  méthode  permet  de  déduire  de  la  courbe  intégrale 
approchée  connue  C^  une  autre  courbe  intégrale  approchée  CJ. 
et  une  gaine  Go  entourant  cette  seconde  courbe  et  comprenant 
la  courbe  intégrale  exacte  à  son  intérieur. 

Si  cette  gaine  Go  est  assez  étroite  pour  que  la  courbe  Cj  en 
sorte,  on  voit  que  celle  seconde  méthode  donnera  parfois  les 
signes  des  erreurs  que  comportent  les  premières  solutions  appro- 
chées. 

Evaluons  approximativement  chacun  des  facteurs  des  produits 
dont  les  sommes  constituent  les  fonctions  figurant  sous  les 
signes  /  des  inLégrales  (y). 

Nous  pouvons  écrire  d'abord 

I    B/(/')  =  hi{l\x,  ...,x„)  —  gi{t) 
(i^)  I  =      {hi{i;  fi,  ....  yn)  —  gi{t)\ 

{  -+-[A/(/;.r,,  ...,ar„)  — /*/(/;  ri,  ...,/„)] 

et  remplacer  B/(<)  par 

(i6)     \l]{l)^hi(t:yw--  yu)  -  gi{l)  =fi(f-  yi,  ....yn)  —  ^' 

L'erreur  ainsi  commise  sur  B/(/)  est  facile  à  estimer  dès  (|u'on 
connaît  une  gaine  G  grossièrement  déterminée  (par  la  méthode  du 
numéro  précédent,  par  exemple)  entourant  la  solution  apjwochée 
et  comprenant  la  courbe  intégrale  exacte  à  son  intérieur.  Si  dans 
cette  gaine  on  a 


cl    SI 

on  aura 

0;.    i    ''-"■' 


dhi 

<Cij{t) 

\yi-.T(-  =  'o,-  <a;, 

h,{t;x, 

^n)  —  l>i{t\yi, 
<c/,A}--.. 

-  \\\,,(t). 

i6 

Admellous  qu'on  sache  (Ulc.nnincr  cxacLcment  les  Jonc- 
tions es;  nous  prendrons  comme  valeurs  aporockécs  des  inté- 
grales (9)  donnant  les  0  les  intégrales 

(18)  5].=    r  [B|(a)o/,i(/,  a)-^...+ B,Ua)'vA„(/,  a)]f/a, 

el,  les  <ï>  aynnt  mémo  sii;niricali()i)  qn';m  numéro  précédent,  on 
aura 

(19)  i  ôl—  0/,  i  <    /     I  tl'.'ifa) '!>/,,(/,  aj  -4-...-f-  ll^„(;a)1'/,„(^  a)]  c?a  =  A|.(0. 

Si  les  fonctions  '^  n'étaient  pas  exactement  connues,  on  leur 
substituerait  des  fonctions  voisines;  les  relations  (18)  et  (19)  subi- 
raient de  petites  modifications  faciles  à  imaginer. 

Les  nouvelles  intégrales  approchées  sont 

et  la  gaine  Go  est  déterminée  par 

/o<<<T,         iX,-j|i<A2,         ...,         |X„-jKil<A?,; 

T  doit  être  assez  voisin  de  /„  pour  (jiic  les  points  intérieurs  à  la 
gaine  G2  soient  aussi  intérieurs  à  l;i  gaine  G. 

Nous  donnerons  plus  lard  un  exemple  où  cette  méthode  se 
trouve  bien  supérieure  à  la  précédente. 

Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que,  dans  l'application  de  ces  der- 
nières ni(Uliodes  (n"'  11  et  12),  la  remaicpie  du  11"  9  relative  au 
svslème  d'ordre  supérieur  a|)porte  de  notables  simplifications. 

11^.  Il  est  naturel  de  clier(;lier  à  opérer  sur  les  1'  comme  sur 
les  y  et  à  en  déduire  un  nouveau  système  de  solutions  ap.pro- 
chées  r-,  et  ainsi  de  suite.  Du  système  j^,  •••>//.  o"  déduit  le 
système  j)'('^',  ...,j'(,'^'  comme  système  de  solutions  des  équa- 
tions 

(  ^tP  -  ■^"•'"''"  "•••""  ^'"•^'''" = '''('-''''  ■  •  ••■^''') 

(  (  /  ^  I ,  •>. n) 
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déterminé  pai*  les  conditions  initiales  auxquelles  les  x  doivent 
satisfaire. 

On  peut  démontrer  que  les  aporoxiinations  ainsi  obtenues 
y^,  ...^y'I^  tendent^  lorsque  p  croit  indéfiniment,  vers  des  fonc- 
tions Xi,  . . .,  x,i  qui  sont  les  solutions  exactes  du  système  S. 

Posons  en  eft'el 

on  a 

dt  (t  =  I,  i,  ...,  n). 

\       =  hi{t;  y';,  ...,  y'D-  h,{(;  y>;-\  ...,  y^-') 

Soient  Cij(t)  des  limites   supérieures  des  valeurs  absolues  des 

dérivées  -^^  pour  les   points  t,  X,,  ...,  X,<  intérieurs  à  D;   les 

seconds  membres  des  équations  (21)  donnent  lieu  aux  inéga- 
lités 

I /'^■(^; y'v  •  •  •' i-f;) - /''■(';  y'r^  •  •  -jr')  I  < ^vi  |  ^>; |  -<-...+«,•« |  a;; |. 

On  pourra  toujours  construire  un  système  linéaire 
dv  i 

(22)         —  —  ^\o/,ri  — ...— a,/„p„=  o      (î  =  1, '2, ..., «) 

tel  Cl ue  pour 
les  solutions 

V\='^\i{l,^),  ••■,  Va=^'^niit,  '■>.)  (i  =  I,  2.   .  .  .,  n) 

déterminées  comme  au  n"  ^3 par  les  conditions  initiales 

<];,7(a,  a)  =  I,         <i//,,(a,a)=:  o         {k  y^  i) 

soient  finies  et  dominent  respectivement  les  fonctions 
Oii{t,  a),  . . .,  o,ù{t,  a)  de  mêmes  indices  ('). 

Nous   prendrons  alors,  pour  applicpicr  les  résultats   des  n"^   I  l 

et  12, 

<I>/,,(/,  a)  =  4//,,(/,  a) 

(')  Il  suflirait,  par  exemple,  de  prendre  pour  cocfliciciils  -X>  des  fonctions  finies 
dominant  les  cocflicienls  correspondants  A,  niais  tout  autre  procédé  déformation 
du  système  (.'■•.)  i;on\  icndrait  également. 


—  244  — 

pour  loiil^s  les  valeurs  possibles  des  indices  k  el  i.  Désignons 
par  B,(<)  des  fonctions  dominant  dans  l'intervalle  /„,  T  les 
fonctions  Bj  {t)  =  /ii(t,y, ,  .  ..,y„)  —  g-i{t)  de  même  indice. 

Considérons  niainlenant  les  lonclions  o^f  définies  par  les  svs- 
lènies  linéaires 

_l_i  _  ,1, .,  (0 }  _ . . .  _  ,t,.„  (d;^  =  ii;., 

(  i'  =  I ,  '2,  .  . . ,  n  ;  /)  =  I ,  v.,  . . . ) 

el  par  les  condilions  initiales  tic>f  ■=  o  pour  f  =  /„  cpiels  que  soient  i 
ci  p.  Ces  fonctions  (ôf  dominent,  dans   un   certain  intervalle  issu 
de  ^0,  les  fonctions  o,-  corres|)ondanlcs.  (On  le  démontre  facilement 
de  proche  en  j)roclie.) 
J^es  séries 

(•i'i  )  (0,  -:   Ob),'   -i-  (l.\'  H-  (0?  -i-  .  .  .  (<■  =  I  ,'.,...,«  j 

«ont  uuilorjnémcnt  convergentes  et  leurs  sommes  sont  les  solu- 
tions du  système  linéaire 

^Yt '^^•''1  (*■'!  —  •  •  •  —  cA.'/„  C0„  =  C/1  (0,  -t-  .  .  .  -H  Cin  (0„  -I-  B/ 

(i  =  I ,  .>,,  . , . ,  /J ,) 

s'annulant  pour  <  =  /„.  En  effet,  si  les  ^'U,  les  c  et  les  B  sont  des 
constantes  ])ositives,  les  intégrales  de  (2>j)  déterminées  par  ces 
conditions  initiales  sont  développables  en  séries  dont  les  termes 
sontdes  polynômes  homoj^ènes  par  rapport  aux  variables  c;  el  l'on 
vérifie  sans  j)eine  que  ces  termes  coïncident  avec  les  fonctions  (0^* 
que  nous  venons  de  définir.  Si  maintenant  les  rU,  les  c  et  les  l> 
sont  des  fonctions  de  ^,  on  démontre  la  propriété  énoncée  en 
comparant  les  séries  (^-4)  '*i'^  séries  correspondantes  formées  avec 
y\\\  système  analogue  à  (aj),  mais  à  coeflicienls  constants  supé- 
rieurs aux  coefficients  correspondants  de  (aj). 

Les  sommes  (0  des  séries  {'>.\)  sont  des  fondions  de  t  positives 
et  croissantes  dans  rinlervalle  de  tç^  à  1',  s'aunulaQl  pour  t  :=  tf,. 
iVous  prendrons  l  assez  voisin  de  t^  pour  que  la  gaine 
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soù  intérieure  à  D.  Admellons  que  celle  condllion  soit  satisfaite; 
les  divers  termes  des  séries 

(•i6)  3/=  0?  +  ô;-}- 0?  +  .. .         (i  =  I,  •^.,  . . .,  rt) 

sont  bien  définis  et  sont  dominés  par  les  termes  correspondants 
des  séries  (24);  les  séries  (26)  sont  alors  uniformément  conver- 
gentes, et  l'on  vérifie  que  les  sommes  xi^ y i -\-0i  qui  soriL  les 
limites  des  approximations  yf^  quand  p  croit  indéfiniment  satis- 
font au  système  (S). 

Le  procédé  d'approximations  successives  qui  précède  avait  été 
employé  en  Mécanique,  mais  n'avait  pas  été  justifié  jusqu'ici. 

Il  comprend  en  particulier  le  procédé  de  M.  Picard, 
puisque  les  A  et  les  A^  peuvent  être  nuls  sans  que  la  théorie  pré- 
cédente cesse  d'être  valable. 

14.  Au  point  de  vue  de  la  recherche  des  erreurs  dans  l'inté- 
gralion  approchée,  ce  procédé  d' approximation  nous  donne  une 
nouvelle  niétiiode  d'évaluation  des  erreurs.  On  a,  en  cllet,  dans 
l'intervalle  ^„Tqiii  vient  d'être  défini,  les  inégalités 

(•-'-7)  ;o,:<cô,-, 

(  '^.S  )  I  II  —  0;  I  <  (0/  —  (0,'         (  i  =  I ,  •■',,  ...,«). 

Les  premières  sont  à  rapprocher  des  résultats  du  n"  Ij,  les 
secondes  de  ceux  du  n"  12.  On  aurait  des  résultats  analogues  en 
prenant  un  pUis  grand  nombre  de  termes  dans  les  séries  (26). 

Ces  résultats  présentent,  |)ar  rapport  à  ceux  des  n"'*  11  et  lï2, 
l'avantage  de  faire  intervenir  les  fonctions 

B'(o=//(^;j'i,...,r«)-^;^> 

qui  ne  dépendojt  (|ue  des  solutions  approchées,  au  lieu  des  fonc- 
lioQS 

B«(0=/.(^;^-n   ■■-.Xn)-  gi{t), 

qui  dépendent  en  outre  des  solutions  exactes. 

Grâce  à  cette  circonstance,  cette  nouvelle  méthode  s'applicpic 
au  problème  suivant  : 
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Trouver  des  condilions  suffisantes  pour  que  des  solutions 
(ipprochées  d'un  système  différentiel  ne  présentent,  par  rap- 
port aux  solutions  exactes,  que  des  erreurs  inférieures  en  rel- 
ieur absolue  à  des  nombres  donnés. 

On  perfeclionnerait  ainsi  les  résiillats  que  nous  avons  donnés 
anlérieuremenl  (  '  ). 

Le  problème  dont  on  vient  de  rapjieler  l'énoncé  csl  inipoilant 
pour  l'étude  des  procédés  d'intégration  approchée  (en  pailiculicr 
pour  la  méthode  de  (>aucliv-Lipschiiz). 

(')  Acla  mutlicinalica,  n°  7,  t.  XXXI,  p.  ii.'). 
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1896.  I!OlJLA\(iEK,  professeur-adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Caumarlin,  78,  à  Lille. 
1896.     BOUIlUEr  (Henry),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 

1896.  liOLULET,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  lÉcole  des  Beaux-Arts, 

rue   Raynouard,  56,  à  Paris  (16"),  S.  P. 

1903.  DOUriiV,  rue  La  Vieuville,  26,  a  Paris  (iS"). 

1904.  BDiïrilOU.V   (P.),  chargé  de  cours   à   la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers.  S.  P. 

1900.  BUEITI.I\G,  proviseur  du  lycée  Bullon,  boulevard  Pasleui-,  à  Paris  (  i^)- 

1897.  BKICAUB,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  répétiteur  à  l'École  PolytecIini(|ue, 

boulevard   Raspaii,  295,  h  Paris  (i4''). 
1873.     BIIOCAItD,  lieutenant-colonel  tlu    génie  territorial,   rue  des  Ducs  de  Bar,  75,    ii  Bar- 
le-Duc.  S.  P. 

1901.  IIHUL  (Adolphe),  chargé   de   cours  à   la  Faculté  des   Sciences,  rue  des  Coffres,  11,  à 

Toulouse. 

1893.  UIIIKIIAUDT, professeur  à  la  Technische  Hochsehule,  Martinslrasse,  3,  Munich  (Bavière). 

(')  Les  iniiliales  S.  P.   indiquent  les  Sociétaires  perpétuels. 


Date 

de 
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1894.     CAIIEiV,  professeur  au  collège  Rollin,  rue  Cortambert,  f\6,  h  Paris  (i6'). 
1893.     CAIiDAIlElU,  prolesseur  à  l'Université,  palazzo  Gianipaolo,  vin  délia  Libéria,  à  Paiernie. 
1885.     CAKOiV,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Ciaude-hernard, -ji,  à  Paris  (5*). 
1892.      GAROXNiyr,  docteur  es  sciences  matliémaliques,  rue  Oeniours,   62  bis,  a  Paris  (17*). 
1896.     C.UM'AiV,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  de»   Sciences,  rue  du  faubourg  Saint-Jean,  76, 

à  Nancy. 
1887.     C4UVALIiO,  docteur  es    sciences,  examinateur  des  élèves  à    l'École  Polytechnique, 

rue  Clovis,  i,  à  Paris  (6").  S.  P. 
1890.      CEDERCItElTZ   (baronne   Nanny),  Unionsgatan,  4,  h  Helsinglors  (Finlande). 
1892.      CELLÉItlEll  (Gustave),  cours  de  Rive,  12,  à  Genève  (Suisse). 

1887.  OEltltlJTI,   professeui-  à  l'Université,  piazza  S.  Piètre   in  vincoli,  5,  h  Rome    ;  Italie). 

1888.  CIIAILAN  (Edouard',  rue  Denfert-Rochoreau,  gS,  ii  Paris  (14"). 

1896.     CHAUVE,  doyen  de  la   Faculté  des  Sciences,   cours  Pierre-Puget,  fio,  à    Marseille. 
1907.     CHAZV,  agréi;é  de  mathématiques,  rond-point  Bugeaud,  5,  à  Paris  (i6'). 

1884.  OIlKYSTAIi,  professeur  à  l'Université,  à  Edimboiii'g  (Fcosse). 

1901.     CliAIRI\,   docteur  es  sciences,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

Jacquemars-Giélée,  b-j  bis,  à  Lille. 
1875.     CliAllDE-LArONTAI^E,  banquier,  rue  de  Trévise,  3>,  h  Paris  (9").  S.  P. 
1890.     COI-OT,  villa  Sully,  à  Arcachon   (Gironde). 

1898.  COMREBIAC,  capitaine  du  génie,  docteur  es  sciences,  rue  Goulou,  9,  à  Bourges. 
1896.     COSSEKAT  (E.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Toulouse. 

1896.     COSSERAT  (F.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  aS,  à  Paris  (lo*). 

1900.  CaTTO\  (Emile),  professeur  à  l'Université  de  Grenoble.  S.  P. 

1904.  CURTISS,  Sherman  avenue,  1989,  à  Evanston  (Illinois,  États-Unis). 

1872.     DARBOIIX,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,   doyen  honoraire  de  la 
F'aculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris  (5"). 

1885.  DAlTlIEVIliLE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Gambetta,  27,  à   Montpellier. 

1901.  DEL  ASSIS,  professeur  à  la  Faculté  de  s  Sciences,  chemin  de  Chastre-M  on  joux,  h  Besançon. 

1905.  DEXJOY,  agrégé  de  mathématiques,  rond-point  Bugeaud,  5,  à  Paris  (16'). 

1895.  DELAli\'AY  (N.),  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kieff  (Russie). 

1885.  DEMARiRKS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  Saint-Maur,   à   la  Madeleine- 

lès-Lille  (Nord). 

1892.  DKillOllLIN  (  Alph.),  professeur  à  l'Université,  rue  Joseph-Plateau  ic,  à  Gand  (Belgique). 

1883.  OKRUVTS,  professeur  à   l'Univeisité,  rue  des  Augustins,  3.S,  à  Liège  (Belgique). 

1894.  DESAIIVT,  docteur    es   sciences,    boulevard   Gouvion-Saint-Cyr,  47,  à  Paris  (17»). 

1900.  DICKSI'EIIV,  Marszatkowska,  117,  à  Varsovie. 

1899.  DRACII,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Japon,  12,  à  Toulouse. 
1907.  DlJliAC,    professeur   à   l'École   supérieure    des  Sciences,    boulevard    Bon-Accueil,   66, 

Mustapha-Alger. 

1896.  DUMAS  (G.),  docteur  de  l'Université  de  Paris,  privat-docent  à  l'École  Polytechnique 

fédérale,  à  Zurich   (Suisse). 

1897.  DIllMOiV'r,  professeur  au   lycée,  avenue  Bouvard,  6,  à  Annecy  (  Ilaute-Savoie). 

1886.  DlNCAiM,  Consulting  Engineer,  Empire  Building,  Broadway,  71,  New-York  City. 
1897.  DURAiV-liORIGA  (commandant),  plaza  de  Maria  Pita,  20,  à  la  Corogne  (Espagne). 
1885.  DYCK  (  Walther),  Technische  Ilochschule,  à  Munich  (Bavière). 

1902.  EfiOROEF  (  Diniitri),    professeur  à  l'Université,    Moltchanovka,    maison   Fryndine,  à 

Moscou  (Russie). 

1903.  iîSl'AIVET,  ingénieur  civil,  rue  Berthollet,  2,  à  Paris  (5»). 
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1900.     ESTA\AVE,  docteur  es  sciences,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

1907.  ETZEIi,  SI  Bernard's  Seminary,  à  Rodiester  (État  de  New-York,  Étais  Luis). 

1896.  EIVKRTE,  ancien  élève  de  l'École    Polytechnique,  ancien   capitaine   d'arliilei'ie,  rue 

du  Pré-aux-Clercs,  i8,  h  Paris  (7°). 
188R.     KAItKY,  professeur  à  la  Faculté  «les  Sciences,  17,  rueChaptal,  à  Montpellier. 
190G.     FAIHCGI,  professeur  au  lycée  de  Constantine  (Algérie). 

1904.  FATOl),  docteur  es  sciences,   astronome-adjoint  h  l'Observatoire,  boulevard  du  Mont- 

Parnasse,  172,  à  Paris  (i4*). 

1891.  FAIIQIIEMBEHCIIE,  professeur  au  lycée,  ii  Monl-dc-Marsan. 

1892.  EEIIIl   (Henri),  professeur  à  l'Université,  72,  route  de  Florissant,  à  Genève  (Suisse). 
1885.     FIEliltS  (J.)>  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Ontario,  Canada  ). 

1881.     FI.OQllET,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Commanderie,  21,  à  Nancy. 
1872.     FLYE  SAlIVTK-MAItlE,  clicf  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 

Polytechnique,  place  Ucyer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 
189G.     FOIVTANEAU,  ancien  oITicier  de  marine,  cours  Kugeaud,  8,  à  Limoges. 

1897.  FOXTIÎM;,  inspecteur  de  l'Aradémie  de  Paris,  rue  Le  Gofl",  7,  il  Paris  (5'). 
1903.     FOItll  (Waltf.R  h.),  Forest  avenue,  617,  à  Ann  Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

1889.  FOliCIIÉ,  répétiteur  ii  l'École  Polytechnique,  rue  Soufllot,  5,  ii  Paris  (5'). 

1905.  FOUlif,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (G'). 

1872.     FOUIIET,  répétiteur   et   ancien    examinateur    d'admission    à  l'École  Polytechnique, 

avenue  Carnot,/|,  à  Paris  (17°).  S.  P. 
1903.     FRAISSÉ,  Inspecteur  des  études  au  Prytanée,  La  llèche  (Sarlhe). 
1903.     FUlîTEIt,  Seevocelstrasse,  7,  à  Bâle  (Suisse). 

1900.     CMdlEANO  (Z.-(l.  de),  professeur  à  l'Université,  corso  99,  3,  à  Saragosse  (Espagne). 
190G.     G  VIIGAM  DE  MONCETZ,  licencié  es  sciences,  square  de  Latour-Maubourg,  8,  à  Paris  (7*). 
1872.     GAIllEli,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  professcurà  la  Facultéde  Méde- 
cine, rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paiis  (17'). 

1908.  GAUMEU,  agrégé  de  mathématiques,  boulevard  Arago,  99,  à  Paris  (i/|'). 

1896.  CAIJTIIIER-VIMAIIS,  ancien  élève  de  l'École  Polytcchni(|ue,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Augustins,  5."),  à  Paris  (6°). 

1890.  CEBIIIA,  professeur  libre  ii  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1906.  CÉIURDIN,  quai  Claudc-le-Lorrain,  32,  à  Nancy. 

1897.  (iElUlAlVS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  street,  20,  h  Oxford  (Crande- 

Hretagne). 

1907.  GIORDANO,  directeur  du  R.  Ginnasio,  à  Licata  (Italie). 

189G.     CIUAUDVIliLE,  capitaine  d'artillerie,  rue  Micheh-t,  G,  à  Montreuil-sous-Rois  (Seine). 
■    1903.     fiODEY,    ancien    élève    de    l'École   Polytechnique,    rue     du    Bois-de-Boulogne,    7,  il 

Paris  (i6'). 
1907.     COT  (Th.),  professeur  nu  lycée,  Mont-de-Marsan  (Landes). 
1S81.     COURSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  à  l'Kcole  Polytechnique, 

rue  Dcnferl-Rochereau,  39,  à  Paris  (5').  S.  P. 
189G.     GRÉVY,  |)rofosseur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,  à  Paris  (5°). 

1899.  GLAIMiT,  ancien  élève  de  l'École  Polytechniqui-,  boulevard   Saint-Germain,  2\obis,  à 

Paris  (7°) 
1880.     ClICCilA  (Jean  ),  professeur  i»  l'Université,  via  Ruggiero  Scttiruo,  3o,  h  Palerme  (Italie). 
190G.      GDERBY,  professeur  nu  collège    Stanislas,  rue  Madame,  3o.  à  Paris  (G").  S.  P. 

1900.  GlllCIlAIID,  professeur  h  l'Université  de  Clermont-l'"crrand, 
1907.     GUICIIARB,  rue  Condorccl,  42,  à  Paris  (y). 
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1881 .  CUNTIIER  (  D'  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Municli  (  Bavière). 
1885.     GCYOU,  membre  de  l'Institut,  boulevard  Raspail,  284,  à  Paris  (i4°). 

1873.      IIAAC,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  h  l'Ecole  Polytechnique, 
rue  Chardin.  11  bis,  à  Paris  (16°). 

1882.  IIABICII,  directeui'  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Lima  (Pérou). 

1896.      IIADAMARI),  professeur-adjoint  à    la  Faculté  des  Sciences,    professeur    sup[)lé;>nt  au 
Collège  de  France,  rue  Humboldt,  25,  à   Paris  (i4°)-  S.  P. 

1904.  IIALBEKSTADT,  ingénie\ir  des  Arts  et  Manufactures,  rue  des  Beaux-Arts,  9,  à  Paris  (6"). 

1894.  IIALSTED,  professeur  au  Kenyon  Collège,  à  Gamhier  (Ohio,  États-Unis).  S.  P. 
1901.      I1A\C0CI(  (Harris),    professeur  il    l'Université   de   Cincinnati,   Auburn   Holel  (Ohio, 

États-Unis). 
1872.     llATOiV  DE  l,A  COII'ILLIÈUE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  {&")■  S.  P. 

1905.  HEORICK,    professeur  à  l'Université,  South  Ninth  street,  3o2,  à  Columbia   (Missouri, 

États-Unis). 

1892.  IJEUIIIAIMN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5^). 

1893.  IIIOIIX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Saint-Jacques,  16,  à  Paris  (5"). 

1895.  IIOTT  (S.),    professeur  à   l'École  S"-Geneviève,  rue  Péclet,  9,  à   Paris  (i5«).  S.   P. 

1880.  IIIIMBEUT,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  ciief  des  mines,  professeur  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Daubigny,  6,  à  Paris  (17"). 
1907.     IIUSSOIV,  chargé  de  cours  à  l'Université,  avenue  de  CreuUy,  10,  à  Caen  (Calvados). 

1881.  IMBEK,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  place  Voltaire,  2,  à  Paris  (11"). 
1903.     1SSAI,Y  (l'abbé),  rue  Poquelin-Molière,  9,  à  Bordeaux. 

1896.  JACQUET  (E.),  professeur,  rue  Lagarde,  3,  à  Paris  (5<^). 

1898.  JAIliVKE  (  D' E.),  professeur    à    l'Académie   des    Mines,    Pariserstrasse,  36,    à    Berlin 

W'^  (Allemagne). 
1872.     JAVAUV,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 

Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  i,  à  Paris  (5°). 
1903.     JENSEIV  (J.-L.-W.-V.),   ingénieur  en  chef  des  Téléphones,   Frederiksberg  allée,  68,  à 

Copenhague  (Danemark). 

1872.  iOKDAN,   membre   de  l'Institut,  professeur  a  l'Ecole  Polytechnique  et  au  Collège  de 

France,  rue  de  Varenne,  48,  à  Paris  (7').  S.  P. 
1875.     JUNG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Falebenefritelli,   19,  à   Milan 
(Italie). 

1892.  KOOH  (H.  von),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Djurshulm-Stockholm  (Suède). 
1880.     KŒNIGS,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  a  l'École    Polytechnique, 

boulevard  Arago,  loi,  à  Paris  (l'i") . 

1907.  KRYliOFF,  ingénieur  des  mines,  Gitomirska  Chaussée,  à  Kolganovska  (Russie). 

1897.  LACAICHIE,  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  (iompagnif  générale  des  Omni- 

bus, rue  Brochant,  18,  à  Paris  (  17°). 

1873.  IjAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examiiiat(Mir  à   l'École   Polytechnique, 

avenue  Victor-Hugo,   162,  .à  Paris  (16°). 

1906.  LALESCO,  docteur  es  sciences,  à  (iiurgiu  (Roumanie). 

1893.  liA\CEIili\,  astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  rue   Boissonnade,   3,  à   Paris  (i4'')- 

1899.  LAIVDAI]   (Edmond),    professeur  à   l'Université    de    Berlin,   Hardenbergstrasse,  i3,  à 

Charlottenburg  (Allemagne). 
1896.     LAROZB,  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Froidevaux,  8,  à   Paris  (r'i")- 

1908.  LATTES,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier. 
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1873.  LAUTil,  manufacturier,  h  Tlianri  (Alsace). 

1896.  FjEAU,  professeur  au   lycée  Micholot,   rue  Vavin,  6.  h  Paris  (6"). 

1880.  I.EAIJTE,  ineinhre  de  rinslitut,  lionlevard  de  Courcelles,   i8,  h  Paris  (17').    S.  P. 

1890.  LKIIEI,,  professeur  au  lycée,  rue  Pcllctrcr  de  Chambrun,  12,  à  Dijon. 
1902.  I.EUESGUE,  prolesseur  à  la  Faculté  ries  Sciences,  rue  des  4-Koues,  i,  à  Poitiers. 
190.3.  !;EI1EIjI'\  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon. 

1893.      LKCOIIiMJ,  ingénieur  en  clief  des  mines,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Gay- 

r.ussac,  3,  à  Paris   (5"). 
189.5       l.lillEUW,  licencié  es  sciences,  in[;éiiieni'  civil    du  {lénie  maritime,  Villa  Rose,  place 

Macé,  à  Antibes  (Var). 
1872.      liEiVIOliVE  (Emile), ancien  élève  de  l'Éfolc  P()lyteciinif|up,  villa  Keraliu.  aux  Bordes,  par 

Morrtereau  (Seine-et-Marne). 
1904.      LEMOY.XE  (T.),  rue  Ernest-Renan,   21,  à  Paris  (  i5«). 

1879.  LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  .t  l'observatoire  de  ('.ointe,  à  l.ié|<,e  (  Relfiiquel. 
1895.      LE  BOUX,  professeur  à    la   Faculté    des   Sciences,  rue  de  Chàteaudun,    i.3,  h  Rennes. 
1898.      I.E  UOY,  docteur  es  sciences,  boulevard  Raspail,   117,  à  Paris  (6«). 

1891.  Ll'KV,  af[ent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (  Seine-el-Oise). 

190;i.      LEVI  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Oniversité,  via  Altinate,  i.'),  h  Padoue  (Italie). 
1907.      LESfilUlItfiUES,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  avenue  de  l'Observatoire,  iG,  à  Paris  (6*). 
1882.      LEVY   (Lucien),    répétiteur   et   examinateur  d'admission    à    l'École    Polytechnique, 

rue  du  Regard,  15,  à  Paris  (6"). 
1872.     LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Inslitut,  inspecleur  général  des  ponts  et   chaussées 

en  retraite,  avenue  du  Trocadéro,    i5,  h   Paris   (16°). 

1907.  LIÎVV  (Paul),  élève  ingénieur  des  mines,  rue  du  Regard,   12,  à  Paris  (6*). 
1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.      LI\l)ELOF  (Ernst),  piofesseur  à  l'Université,  Sandvikskajan,   i5,  à  Helsingfors  (  Fin- 
lande ). 
1877,      LllVDEiUAIVN,   professeur   à   l'Université,  Fran/.-.losefstrasse,  (),  à   Munich   (Ravièie). 

1880.  I.IOIJVILLE,  ingénieur  d('s  pouilres,  examinateui- des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

quai  Henri  IV,  12,  à  Paris  (4*). 

1888.  LUCAS    (  l'élix),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,   rue  Roissière, 

3o,  à  Paris  (ifi"). 
1902.      Ll]CAS-(illUHI»VILLE,  au  Ministère  des  Finances,  Direction  des  manufaclures  d.'  l'État 

à  Paris  (  7°  ). 
1902.      LUCAS  DE  l*ESLOliA\,  ancien  élèvede  l'École  Polytechnique,  avenue   Rapp,  4'.  à  Paris. 

1908.  LV\CII  (Arthur),  rue  du  Luxembourg,  /,o,  à  Paris  (6*). 

1895.  MAILLET,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue 
de  Foutenay,   11,  à   Ronrg-l.i-Reine  (Seine).  S.  P. 

1905.  NALIISKl,  professeur  au  lycée  Hoche,  rue  Gabriel,   12,  à  Versailles. 

1906.  MAIICUS,  licencié  es  sciences,  rue  Tonllier,  7,  à  Paris  (ô"). 

1904.     MAIIOTTE,   professeur  nu   lycée  Charlemagne,  rue  de  Renilly,  35  bis,  à  Paris  (la*). 

1884.     MARTIN  (  Arlemas),  i535,  Colombia  Street  IV.  W..  à  Washington  D.  C.  (États-Unis). 

1894.  >lAiri.\,  professeur  au  lycée,  rue  de  l'Église  S'-Ausoue,  33,  à  Angouléme  (Cha- 
rente ). 

1897.  MEIINKE,  professeur  à  l'École  technique  supérieure,  Lowenstrasse.  à  Stuttgart- 
Degcrlorh  (  Wurtemberg). 

1889.  MEiVlll/.AIIAL  TANBOIIEL  (di),   membre  de  la   Société  .le  Géographie  de   Mexico,  cnlle 

de  Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique).  S- P. 


Date 

de 

l'admission. 

1884.  MERCEREAU,  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Université,  198,  à  Paris  (7").  S.  P. 
1902.  MERLIN  (Emile),  docteur  en  sciences,  rue  de  la  Poste,  22,  à  Uccle  (Belgique). 
1907.  IHERLIiV  (Jean),  astronome  à  l'observatoire  de  Lyon,  à  Saint-Gcnis-Laval  (Uhône). 
1902.  MES\Y   (K.),  directeur  de  l'École  d'Hydrographie,  à  Grr.iivillc  (Manche). 

1904.     METZLER,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1893.     MICHEL  (  François),  chef  de  parcours  de  la  Compagnie  des  chemins  de  fer  du  Nord, 

faubourg  Saint-Denis,  210,  à  Paris  (10°). 
1873.     MITTAG-LEFFLEIt,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1904.  MIWA,  professeur  à  l'Université  de  Kyoto  (Japon). 

1902.  MOLK  (J.),   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  8,  à  Nancy. 
1907.      MO\TEL,  professeur  au  lycée  Buffoii,  boulevard  de  Vaugirar.l,  57,  à  Paris  (i^)- 
1898.     MOIVTESStS    DE    BALLORE   (vicomte   Kobert  de),    professeur   à    la    Faculté    libre    des 

Sciences,  place  de  Genevières,  8,  à  Lille  (Nord). 

1903.  MILLER  (J.-O.),  Nikolausbergerweg,  49,  à  Gôttingeu  (Allemagne). 

1885.  NElBERfi,  professeur  à  l'Université,  rue  Scicssin,  6,  à  Liège  (Belgique). 
1897.     NICOLLIER,  professeur,  à  Montreux  (Suisse). 

1903.     IVIELS  IVIELSEIV,  inspecteur  général  de  l'enseignetiient  secondaire.  Norrebrogade,  67,  à 
Copenhague  (Danemark). 

1900.  NIEVVEIVGLOWSKI,  docteur  es  sciences,   inspecteur  général  de  l'instruction  publique, 

rue  de  l'Arbalète,  35,  à  Paris  (5°  ). 
1882.     OCAGNE  (M.  d*),  professeur  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  rue  La  Boëtie,  3o,  à  Paris  (8°).  S.  P. 

1905.  OlIIVET,  professeur  au  lycée,  à  Saint-Étienne. 

1873.  OVIDIO    (Enrico    d'),    professeur    à    l'Université,   Corso    Sommeiller,    16,    h    Turin 

(Italie). 

1901.  PADE  (H.),  recteur  de  l'Académie  de  Besançon. 

1893.     PAIXLEVE,    membre  de  l'Institut,   professeur  à   la  Faculté  des  Sciences  et  i»  l'École 

Polytechnique,  rue  Séguier,  18,  à  Paris  (6"). 
1888.     l'APELIER  (Georges),  professeur  de  mathématiques   spéciales  au   lycée,  rue  de   Re- 

couvrance,  20,  à  Orléans    Loiret). 
1884.     PARAF,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
1881 .     PELLET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  boul''  Gergovia,  77,  à  Clermont-Ferrand. 

1874.  PERCIlï,  général  de  division,  rue  de  la  Faisanderie,  116,  à  Paris  (.i6'). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcesler  (Massachusetts,  États-Unis).  S.  P. 

1873.  PERRIIV  (R.),  inspecteur  général  des  mines,  rue  de  Vaugirard,  61,  ii  Paris  (6").  S.  P 

1892.  PERRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Tarbé,  3,  à  Paris  (17''). 

1896.  PETROVITCII,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Vcnac,  2G,  ii  Belgrade  (Serbie). 

1902.  PETROVITCII  (S.),  ca|)itaine  d'artillerie  de  la  garde,  professeur-adjoint  à  l'Académie 

d'artillerie  Michel,  Sergevskaïa,  ^2,    log.  10,  à  Saint- IVlershourg. 
1887.     PEZZfl  (oel),  professeur  à  l'Université,  piazza  San   Marcellino,  2,  a  Naples  (Italie). 
1905.     PFEIFFER,  maître  de  conférences   à    l'Université,   S/.aoudI   W'Iadimirskaia  '|">,  log  M, 

à  Kievv  (  Russie  ). 
19ÛG.     PHILIPPE  (Léon),  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées,    rue   de  Turin,   23  ois, 

à  Paris  (8«). 
1879.     PICARD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  professeur  à   la    Faculté  des  Sciences  et  à 

l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Joseph-Bara,  4,  il  Paris  (()'). 
1872.     PICQUET,  chef  de  bataillon   du   génie,   examinateur  des  élèves   ii    l'Ecole    i'olylech- 

nique,  rue  Monsieur-Ic-Piince,  4,  à  Paris  (6°). 
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1899.     PIERPOM  (James),  professeur  à  l'Université  Vale,  Mansfield  streef,  ',2,  à  New  Havcn 
(Coiineclicul,  Élals-Unis  ). 

1882.  l'OI\CARE,   meml)re   de   l'IiistiUit   et    du   liiireau    des     Longitudes,    prolcsseur  à   la 

l'acuité  des  Sciences,  rue  (Mande -Heriiard,  63,  à  Paris  (5*).  S.  P. 
1872.  I'0I,I«\A(;  (prince  C.  on),  à  Radmaniisdorr  (Carniole,  Autriche).  S.  P. 
1906.     l'IM'OVKlI,   maître  de  conférences  h  la  Faculté  des  Sciences  de  Jaffy  (Roumanie). 

1899.  PKIMiSIlKl.M,   professeur  h  riJuiversilé,  Arcisstrasse,  12,  ii  Munich   (Ravièie). 

1896.      PIllIVOST,   inspecteur   général    honoraire   de    l'Instruclion    publique,    1  r,    rue   de    la 
'leur,  à  Paris  (16°  ). 

1902.  PLX  (Victor),  ancien  élève  de  l'EcoN^  Polytechnltiue,  professeur  de  nialliéniatiques, 

rue  Madame,  ô^,  à  Paris  (6"). 
1896.      OmOlIKT,   actuaire  de  la  Compagnie   /a    /Va:io/ifi/c,    boulevard   Saint-Germain,   92,   à 

Paris  (5"). 
1898.      ItABUT,  ingénieur  en  chef  des  ponts  el  chaussées,  rue  Duplessis,  •;■;,  à  Versailles. 

1883.  ItAFKY,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Pierre-Nicole,  •;,  i\  Paris  (5*).  S.  P. 

1903.  UEMOl  NltCS,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soultaiii,    17,  à  Athènes  (Grèce). 
190G.     RKMY,  ingénieur  des  mines,  à  Alais  (Gard). 

1903.  UKIIIAIII),  professeur  au  lycée,  place  du  Kosoir,   1,  à  Dijon. 

1908.  lUCllAHI)  D'ABOXCOIRT  (m:),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Nationale,  74, 

à  Lille. 

1908.  RISSER,  actuaire  au  ministère  du  travail,  rue  de  l'Université,  191,  à  Paris  (7*). 

1903.  RQCHE,   agrégé  de  l'Université,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris  (6'). 

1872.  ROUART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34»  ^  Paris  (8*). 

1872.  itOUCIlÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  S'-Germain,  21J,  à  Paris  (7'). 

1896.  ROIGIER,  docteur  es  sciences,  rue  Sylvabelle,  84,  i»  Marseille. 

1885.     ROLOUET  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpech  (.Vuile). 

1906.  BOUSIERS,  professeur  au  collège  Stanislas,  boulevard   Kaspail,    206,  à  Paris  (14°  )• 

1900.  SALTYKOW,  professeur  à  lUniversité,  à  Kharkow  (  Russie).  S.  P. 

1907.  SAMELEVKli,  docteur  es  sciences,  Calca  Victorici,   198,  ii  Bucarest  (Roumanie). 
1872.     SARTIAUX,  ingénieur  en    chef  des   ponts  et  chaussées,  chef   île    l'exploitation    a    la 

Compagnie  du    chen)in    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

1907.  SCII01VFI.IËS,    professeur    à    l'Université,    Kurfûrstenstrasse,    12,  à  .Mittelhufcn,    près 

Kônigsberg  (Prusse). 

1897.  SCIIOI]  (Erik),  Gl.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881.  SCIIOUTE,  professeur  à  l'Université,  ii  Groningue  (Hollande). 

1901.  SEE  (Thomas-J.-J.),  Observatory  Mare  Islaud  (Californie). 

1896.      SElilJER  (J.-A.   de),  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris  (7*). 

1882.  SELIVANOFF  (Démétrius),  jjrofesseur  à  l'Université,   Toiitanka,  116,  log.  16,  à  Saint- 

Pétersbourg  (Russie).  S.  P. 
1900.     SERVANT,  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Pères,  8,  à  Paris  (7'). 

1908.  SIIAW  (J.-R.),    professeur  à   l'Université   James  Millikin,  W.  Maçon   Street   i258,  à 

Decalur  (Illinois,  États-Unis). 
1900.     SPARRE  (comte  Magnus  de),  avenue  de  l'Archevêché,  7,  à  Lyon.  S.  P. 
1879.     STEPHANOS,  professeur  a  l'Université,  rue  Solon,  20,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  SrdllMER  ((larl),  professeur  à  l'Université,  Cort  Adelersgade,  12,  à  Christiania  (  Nor- 

vège). 
1903.     SUCIIAR,  docteur  es  sciences,   rue  Saint-Lazare,  '|3,  à  Paris  (9*). 
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1904.     SUDKIA,  professeur  à  l'École  pratique  d'éluctricité  industrielle,  rue  Ernest-Renan,  28, 

à  Paris  (i5"). 
1904.     SUiVDMAN,  maître   de  conférences   à   l'Université,    Fredriksgatan,    19,    à    Helsingfors 

(  Finlande  ). 
1872.     SYliOW,    professeur    à     l'Université,    Majorstuveien,     16    111,    a    Christiania   (Nor- 

vèjie).   S.  P. 
l875.     TANM'IKY,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  sons-directeur 

(le  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  ^5,  à  Paris  (5°). 
18S'2.     TAKUY  (Gaston),  boulevard  Pereire,  177,  à  Paris  (i7«).  S.  P. 

1899.  'l'IlYUAll',  professeur  au  lycée  Saint-I.ouis,  boulevard  St-Germain,  11,  h  Paiis  (5*). 
1896.  TOIIKKS,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Valgame  Dios,  3,  à  Madrid  (Espagne). 
1893.  i'ODCIIK,  lieuleiiant-culoiiel  d'arlilleiie  territoriale,  rue  Truffault,  23,5  Paris  (17'). 
1872.     TKESdA,    ingénieur   eu    chef  des    ponts   et   chaussées  eu  retraite,  rue  du  Général- 

Henrion-Hei'thier,  7,  a   Neuill y-sur-Seinc  (Seine). 

1896.  TRESSE,  profi^sseur  au   lycée  Saint-Louis,  rue   Mizon,  6,  à  Paris  (14°)- 

1907.     TRIPIER  (H.),  licencié  es  sciences,  rue  Alphonsc-de-Neuville,  17,  à  Paris  (17°). 
1893.     VAIiliEI'-l'OlSSliV  (Gii.-J.  de   la),  professeur  à  l'Université,  rue  Léopold,  38,   à  Loii- 
vain  (Belgique). 

1904.  VAXDtl'Rl'.IV,  professeur  a  l'École  militaire,  avenue  Macan,  16,  à  Bruxelles. 

1905.  VAIV   VlilitK,    professeur    de    mathématiques.    University    of    Wisconsin,    à    Madison 

(Wisconsin,  États-Unis). 

1897.  VASSII/AS-VITAIilS  (J),    professeur  à    l'Ecole    militaire  supérieure,  rue  Socrate,    11  A, 

à  Alhènes  (  (irèce  ). 

1898.  VASSIMEF,  membre  du  Conseil  d'État,  Vassili  Ostrow  ligne  li,  m.  19,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie  ). 
1901.     VESSiOr,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,  4,  à  Lyon. 
1888.     VOMERUA  (  Vilo),  professeur  à  l'Université,  via  in  Lucina,  17,  à  Rome. 

1900.  VUIBERT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5«). 

1880.  WALCKENAER,  ingénieur  eu  chef  des  mines,  boulevard  St-Ger.uain,  218,  à  Paris  (7'). 
1907.      V\EBER  (Emile),   rue  du  Mambour,  10.  à  Liège  (Belgique). 

1879.      WEILI,,  directeur  du  colli-go  Chaptal,  boulevard  des  Batiguolles,  \o,  à  Paris  (8'). 

1906.  WILSOi\,  Lee  Street,  16,  à  Cambridge  (  Mas.sachusetts,  États-Unis). 

1878.     WORiMS  l)E  ItOMII.LY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris  (8«). 

1882.     AABOllRSkl,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie 

Ziiainenskaïa,  22,  ix  Saint-Pétersbourg  (  Russie) . 
1890.     ZAUEJIRA,  professeur  à  l'Université,  rue  Biskupia,  5,  à  Cracovie  (Aulriche). 
1903.     ZEKVOS,  professeur  agrégé  à  l'Université,  rue  Marie,  5  B,  à  Athènes  (Grèce). 

1881.  ZEIITIIEN,   professeur  à  l'Université,   Rosenvonget,   Sanct-Kanulkestrœde,  ii.àCo- 

penltaj;uo  (Dancmaik  ). 
1898.     ZIWET,  South  Ingalls  street,  64'i,  à  Ann   Arbor  (Michigau,  Etats  Unis). 

Membres  décédés  en  1908  :  M.  GAMET;  M.  EROLOV;  M.  iVIKITIXE;  M.  VOROMOÏ. 
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BE\OIST.  —    BIE\'AVME.  —   BISCIIOFFSIIKHI.  —   BOItCllAlUtT.  —  CAXET.  —   CIUSIKS. 

CAirmiEnviLLAits.  —  iiai,!'iii;\.  —  iiKinim;.  —  iiiiist.  —  i.afeox  de  i.adérat. 

MAiWHEIM.  —  TAWEIIY  (PALI,).  -  TCIIEBItlIEF.  -  VIELLAKI). 


LISTE 


IMtESIDEMS   DE  LA  SOCIÉTÉ   iMATIIÉMATIOUE   DE   FKA^CE 


DEPUIS     SA     FONDATION. 


mi. 


1873 

CIIASI.IS. 

1874 

I.AFFON  1)1':  LADÉRAI. 

1875 

BIE.\AViflÉ. 

1876 

DE  l\  (iOllltXEltlE. 

1877 

MAKMIKIM. 

1878 

DAIIBOIIX. 

1879 

0.  BONXET. 

1880 

JOKDAK. 

1881 

I.AGIIEKIIE. 

1882 

DALniEM. 

1883 

IIDUC.ME. 

1884 

nCAKD. 

1885 

AI'I'EI,!,. 

188G 

l'OIX'CAIlÉ. 

1887 

FdllllEr. 

1888 

LAISAIVT. 

1889 

A.MIIIK  (DÉSIBÉ). 

1890 

HA  ION  DE  l,A  GOUni.l.IKUF. 

1891 

GOI.I.IGXOIV. 

MM. 


1892 

YICAIKE. 

1893 

IIUMUEItT. 

1894 

PiCOlKT. 

1895 

(iOlJUSAT. 

1896 

riCAlU). 

1897 

kŒMGS. 

1898 

I.ECOBNU. 

1899 

(iUYOU. 

1900 

l'OIMCABÉ. 

1901 

DOOAGVE. 

1902 

BAFFY. 

1903 

PAIXLEYÊ. 

1904 

CAItVALLO. 

1905 

BOBEI, . 

1906 

HADAMABD. 

1907 

BLITEI,. 

1908 

PERRIiX  (BAOl'l,) 

1909 

BIOCilE. 

Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Ainsterdam  . 
\ms(erd;iin . 
Amsterdam  .  . 


Bàle 

Kullimoi'c 
Berlin... 
Berlin... 


Berlin.. . 
Bologne. 


Bordeaux. 
Bruxelles. 


Bruxelles. . 
Cambridge 
Cambridge 
Christiania . 
Coïmbre.  . 


Copenhague . 
Cracovie. .  .  . 

Deift 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gaïul 

Gotlingen .  .  , 

Halifax 

Hambourg. . . 

Harlem 

Helsingfors.  . 

Kansas 

Kasan 

Kharkov 

Kliarkov 

Leipzig 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Livourne .. . . 
Londres 


Académie  Boyale  des  Sciences  d'Amsterdam  . 

Société  mnlliéinatique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  malhémn- 
tiques . 

Naturforscliende  Gesellschaft. 

American  Journal  of  Mathematics. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Jahrbuch  ïtber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matih. 

Journal  fiir  die  reine  iind  aiigewaiidte  IHa- 
theniaci/i . 

Académie  des  Sciences   de  l'Institut  de  I5o- 
logtio. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles. 

Académie  Boyale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Cambridge  philosophical  Society. 

Aimais  of  Mathematics. 

/ircliii'  for  Mathematih  og  Naturvidenskab. 

Annaes   scientijicos  da  Acadrmia  Poljriech- 
nica  do  Porto. 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematih. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Académie  technique. 

Société  Hoyalo  d'Édinibourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mathesis. 

Société   Boyale  des  Sciences  de  Gôttingen. 

Nova  Scotian  Institute  of  Science. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Université  de  Kansas. 

Société  physico-mathématique . 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Matheniatische  Annalen. 

Archiv  der       athemalik  und  Phjrsik. 

Société  Boyale  des  Sciences. 

Periodico  di  Matematica . 

Société  astronomi(jue  de  Londres. 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
États-Unis. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allen)aj;ne. 

Italie. 
France. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bietagne. 

Massachusetts. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark . 

Autriche. 

Pays-Bas. 

Grande-hretagnt . 

Grande-Bretagne. 

;<elgi(juc. 

Allemagne. 

N"*-Écosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

États-Unis. 

Russie . 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne. 
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Londres 

Londres 

Luxembourg 

Marseille 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Munich 

^aples 

New-Haven 

New-York  

Odessa 

Palernie 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 
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SUPPLEMENT 

AU  BULLETIN  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 
Année  1909;  Fascicule  I. 


ASSEMBLÉE  GÉNÉRALE  DU  13  JANVIER  1909. 


Rapport  de  la  Commission  de  Comptabilité. 

MM.  Georges  Humbert,  Lucien  Lévy;  Georges  Fouret,  rapporteur. 


Messieurs  et  chers  Collègues, 

Conformément  à  l'article  16  de  nos  statuts  et  aux  articles  33 
et  34  de  notre  règlement  administratif,  j'ai  l'honneur  de  vous 
soumettre  le  résultat  de  l'examen  auquel  a  procédé  la  Commission, 
nommée  par  votre  Conseil  d'administration,  pour  vous  faire  un 
Rapport  sur  la  gestion  de  notre  trésorier  et  sur  la  situation  morale 
et  financière  de  notre  Société. 

Les  comptes  du  dernier  exercice,  s'étendant  du  i**'  no- 
vembre 1907  au  3i  octobre  1908,  se  présentent  comme  il  suit  : 

État  des  recettes  et  des  dépenses  courantes. 

fr 

En  caisse  le  i"  novembre  1907 5443, 4i 

Recettes. 

Cotisations 4i45,45 

Abonnements  au  Bulletin  (T.  XXXVI) 994,85 

Vente  de  volumes  et  tables  du  Bulletin 2(5, 80 

Souscription  du  Ministère  de  l'Instruction   publique 4oo 

Intérêts  et  revenus 1272,89 

Total 12  172,40 


2  

Dépenses. 

Bulletin  (T.    XXXVI)   :   composition,   impression,    brochage,  ^^ 

expédition 33 12, 23 

Tirages  à   part 333, 80 

Traitement  de  l'agent,  gratifications  et  souscriptions  diverses..  58o 

Frais  de  bureau,  afîranchissements,  imprimés  divers 892, 10 

Achat  de  90^"^  de  rente  3  pour  100  sur  l'État 2887,78 

Total  des  dépenses...       7505,91 
En  caisse  le  3 1  octobre  1908 49f'6, 49 

Total  comme  ci-dessus 12472,40 

Réserve  disponible. 

Il  y  avait  en  portefeuille,  à  titre  de  réserve  disponible,  au  1"^  no- 
vembre 1907,  leS'""  de  rente  3  pour  100  sur  l'État,  ayant 
coûté 5629,66 

Il  a  été  acheté,  au  cours  de  l'exercice  1907-1908,  90''  de  rente 

3  pour  100  sur  l'État,  ayant  coûté 2887,78 

Par  suite,  cette  réserve  comprenait,  au  3i  octobre  1908,  258'""  de 

rente  3  pour  100  sur  l'État,  ayant  coûté ,        85i7,44 

A  ajouter  : 

Espèces  en  caisse,  comme  ci-dessus 4966,49 

Total 13483,93 

Réserve  inaliénable  (art.  13  des  statuts). 

La  réserve  inaliénable,  au  1"'  novembre  1907,  se  composait  de  : 
En   portefeuille,   865'^'^    de   rente  3   pour    100    sur   l'hiat,   ayant 

coûté 22968,69 

En  espèces 699'!,''io 

Dans  le  cours  de  l'exercice  1907-1908,  il  a  été  encaissé  : 

Droits  d'admission  de  11  nouveaux  membres 110 

Souscription  perpétuelle 3oo 

Total 1 109, 10 

Il  a  été  acheté  7.1''  de  renie  3  pour  100  ayant  coulé...       673,82         673,82 

Au  3i  octobre  1908  : 

Le     portefeuille     se     composait     de     886'"^     de     renie 

3  pour  100,  ayant  coûté  ensemble 23642,51 

Le  solde  en  espèces  était  de 4^^,28         4^5,28 

Le  moulant  total  de  la  réserve  inaliénable  était,  par  suite,  de..     24o77)79 
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Nous  devons  tout  de  suite  vous  sigualer  et  vous  expliquer  une 
rectification  d'écriture.  Dans  l'état  des  receltes  et  des  dépenses 
courantes,  le  montant  de  l'encaisse  au  i*""  novembre  1907  est  supé- 
rieur de  iio^""  au  montant  de  l'eni^aisse  au  i*^""  octobre  1907,  qui 
figurait  sur  le  compte  de  l'exercice  précédent  pour  une  somme 
de  5333*^', 4i.  Celte  augmentation  représente  un  remboursement 
de  pareille  somme  fait  par  la  réserve  inaliénable  à  la  fin  de 
l'exercice  1905-1906,  et  qui  aurait  dû  être  ajouté  à  l'encaisse 
au   i®""  novembre  1906. 

Les  recettes  courantes  du  dernier  exercice  s'étant  élevées 
à  'jo28''",99  et  les  dépenses,'  non  compris  l'achat  de  90*^''  de  rente, 
à  4618'^'",  1 3,  il  en  ressort  un  excédent  de  2410*^',  86  qui  est  venu 
s'ajouter  au  montant  de  la  réserve  disponible.  Comme  vous  le 
voyez,  nos  ressources  annuelles  vont  constamment  en  augmenlarit 
et  nous  permettraient  de  donner  un  plus  grand  développement  à 
notre  Bulletin.  JNous  croyons  savoir  que  l'attention  de  notre 
Conseil  s'est  porté  sur  ce  point  et  nous  le  signalons  tout  particu- 
lièrement à  ceux  de  nos  Collègues  qui  pouriaienl  nous  apporter, 
dans  une  plus  large  mesure,  la  contribution  de  leurs  travaux. 

Les  droits  d'admission  de  1 1  nouveaux  membres  et  le  vei'se- 
nient  d'une  souscription  perpétuelle  ont  accru  de  4io'^'"  le  montant 
de  la  Héserve  inaliénable  qui,  par  suite,  se  composait  au  3i  octobre 
dernier  de  886'^'^  de  rente  3  pour  100  sur  l'Etat  et  d'un  encaisse  en 
espèces  de  435''",  28. 

L'exposé  que  nous  venons  de  vous  faire  vous  permettra  de 
constater  que  la  situation  de  notre  Société  s'est  encore  alFermie 
dans  le  cours  de  l'exercice  écoulé.  Les  adhésions  nouvelles,  l'aug- 
mentation du  produit  des  abonnements  et  de  la  vente  du  Bulletin 
témoignent  de  l'intérêt  qui  s'attache  à  nos  publications  et  du  soin 
éclairé  qu'y  apporte  notre  si  dévoué  secrétaire,  M.  Rafly.  Nous  lui 
renouvelons,  en   votre  nom,  l'expression  de  noire  vive  gratitude» 

Notre  trésorier,  M.  Claude-Lafor)taine,  qui,  depuis  plus  de 
3o  ans,  avait  donné  à  notre  Société  le  concours  si  précieux  de  ses 
lumières  et  des  ressources  d'organisation  de  sa  maison,  n'a  pu, 
malgré  nos  instances,  nous  en  faire  profiler  plus  longtemps.  Nous 
sommes  certains  d'être  voire  (idèle  interprète  en  lui  exprimant 
nos  sentiments  de  vifs  regrets  et  de  profonde  reconnaissance. 

Notre    collègue    M.    Servant,    qui     auparavant    remplissait    les 


fonctions  de  secrétaire,  a  bien  voulu  répondre  à  l'appel  que  notre 
Conseil  a  fait  à  son  dévouement,  en  acceptant  celles  de  trésorier. 
Nous  devons  lui  en  savoir  beaucoup  de  gré  et  lui  faciliter  sa  tâche 
en  payant  régulièrement  nos  cotisations. 

En  résumé,  Messieurs  et  chers  Collègues,  votre  Commission 
est  heureuse  de  reconnaître  une  fois  de  plus  l'état  prospère  de 
notre  Société  et  elle  vous  propose  de  voter  les  conclusions  du  pré- 
sent Rapport. 

Paris,  le  i3  janvier  1909. 

G.    FoURET. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU    28    OCTOBRE     1908. 

PUIÎSIDIÎNCE   DE   M.    BIOCHE. 

Communications  : 

M.  Fouché  :  Sur  un  problème  relatif  aux  systèmes  triple- 
ment orthogonaux. 

M.  Bioche  :  Sur  un  carré  magique.  ' 


SÉANCE    DU     11    NOVEMBRE     1908. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    R.    PERRIN. 


Communications  : 


M.  Fouché  :  Sur  un  problème  relatif  aux  systèmes  tripie- 

znt  orthogonaux. 

M.  Rafly  :  Sur  un  point  de  la  théorie  des  courbes  gauches. 


SÉANCE     DU     25    NOVEMBRE     1908. 

PRESIDENCE   DE   M.    GRÉVY. 

Élection  : 

Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société,  M.  R.  Garnier,  pic- 
sente  par  MM.  Appell  et  Painlevé. 
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Communications  : 


M.  Fouché  :  Sur  un  problème  relatif  aux  systèmes  triple- 


ment orthogonaux. 


M.  Chazj  :  Sur  des  équations  différentielles  dont  V inté- 
grale générale  est  une  fonction  entière. 

M.  Maluskl  :  Sur  la  continuité  des  racines  d^ une  équation 
algébrique. 


SÉANCE     DU    9    DÉCEMBRE     1908. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    K.    PERHIN. 


Communications  : 

M.   Bricard  :  Sur  un  hexaèdre  particulier 
M.   Fabry  :  Sur  la  règle  de  V Hospilal . 


SÉANCE     DU     ^23    DÉCEMBRE     1908. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    R.    PERRI.N. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'iinanimllc  membres  de  la  Société,  M.  Lallès, 
présenté  par  MM.  Hadamard  etMonlel;  M.  Risser,  présenté  par 
MM.  Carvallo  el  Bricard. 

Communication  : 

M.  Lecornu  :  Sur  V équilibre  d^ un  système  de  plans  soumis 
à  l'action  du  vent. 


SÉANCE     DU     13    JANVIER     1909. 

PIIÉSIDKNCE    DE   M.    U.    l'KlUllN. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renouvel 
lement  de  son  Bureau  el  d'une  partie  du  (conseil. 
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Elle  entend  et  approuve  le  Rapport  de  la  Commission  de 
Comptabilité. 

Communications  : 

M.  Chazy  :  Sur  les  systèmes  différentiels  non  résolus  par 
rapport  aux  dérivées. 

M.  RafTy  :  Sur  les  correspondances  par  norm,ales  concou- 
rantes. 


MÉMOIRES  ET   COMMUNICATIONS. 


SUR  LE  NOMBRE  DES  INTÉGRALES  DOUBLES  DE  SECONDE  ESPÈCE 
DE  CERTAINES  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.    L.   Remy. 


D'après  un  théorème  fondamental  de  M.  Picard  ('),  toute  sur- 
face algébrique  F(X,  Y,  Z)=:o  possède  un  nombre  limité  po 
d'intégrales  doubles  de  seconde  espèce  distinctes,  c'est-à-dire  telles 
qu'il  n'existe  aucune  combinaison  linéaire  de  ces  intégrales  de  la 
forme 


//(^-^)--, 


U  et  V  étant  des  fonctions  rationnelles  de  X,  Y,  Z. 

La  présente  Note  a  pour  objet  de  déterminer  la  valeur  de  cet 
invariant  Oq  pour  les  surfaces  algébriques  S„  liées  à  une  courbe 
hyperelliplicjue  Cn  de  genre  n,  de  telle  sorte  qu'à  tout  couple 
de  points  de  C»  réponde  ujv  point  de  S„  et  qu'inversement  à  tout 
point  de  S„  répondent  deux  couples  de  C»,  les  points  du  pre- 
mier couple  étant  conjugués  hyper  elliptiques  de  ceux  du 
second  (^).  Cette  classe  de  surfaces  algébriques  comprend  comme 


(')  l'raitc  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables,  t.  II,  p.  i8(j  el  409, 
et  Annales  de  l'École  Normale,  i()o8. 

(^)  On  peut  établir  que  toute  surface  S„  dont  les  points  admettent  une  corres- 
pondance (i,  2)  avec  les  couples  de  points  de  la  courbe  C„  est  nécessairement  de 
ce  type. 


i  — 


cas  parliculier  (pour  n  =  2)  les  surfaces   du    lype  de  Kummer. 
Pour  déterminer  l'invariant  po,  nous  aurons  recours  à  la  formule 
suivante,  due  également  à  M.  Picard  : 


po 


-^( [li—  i )  —  \p  —  {m  -  i)  -h  2r  —  (p  —  i), 


OÙ  N  désigne  la  classe  et  m  le  degré  de  la  surface,  p  le  genre  d'une 
section  plane  arbitraire,  /•  le  nombre  des  intégrales  de  différen- 
tielles totales  de  seconde  espèce  de  la  surface,  et  où  la  somme 
^(iji, —  i)  est  étendue  à  tous  les  points  singuliers  isolés,  d'or- 
dres ix-i  de  multiplicité.  Enfin,  le  nombre  p  est  le  nombre  maximum 
des  courbes  algébriques  irréductibles  C|,  .  .  . ,  Cp  qu'on  peut 
tracer  sur  la  surface,  sans  qu'il  existe  d'intégrale  de  dillerentielle 
totale  de  troisième  espèce  ayant  seulement  la  totalité  ou  une 
partie  des  courbes  C|,  .  . . ,  Gp  comme  courbes  logarithmiques. 

I. 

La  détermination  de  l'invariant  po  suppose  la  connaissance  de 
l'invariant  relatif  p.  Nous  avons  établi  (')  que  p  est  égal  à  deux 
pour  les  surfaces  dont  les  points  admettent  une  correspondance 
univoque,  sans  courbe  exceptionnelle,  avec  les  couples  de  points 
d'une  courbe  algébrique  non  unicursale  et  non  singulière  ;  mais 
ce  résultat  n'est  pas  immédiatement  applicable  au  cas  actuel,  la 
correspondance  entre  la  surface  S„  et  la  courbe  Gn  n'étant  pas 
unù'oque. 

Envisageons  une  surface  Sn  sans  courbe  exceptionnelle  (c'est-à- 
dire  répondant  à  un  seul  couple  de  G„),  et  supposons  de  plus,  par 
analogie  avec  la  théorie  des  surfaces  hypcrellipliques,  que  tous  les 
couples  de  C„  formés  de  deux  points  conjugués  l'un  de  l'autre 
définissent  un  même  point  de  la  surface.  D'autre  part,  il  est 
permis  de  supposer  que  la  courbe  G^  a  été  ramenée,  par  une 
transformation  birationnelle,  à  une  courbe  plane  f{oc^y)  =0,  de 
degré  {n  -\-  2),  avec  un  point  multiple  d'ordre  n. 

Toute  courbe  algébrique  V  de  la  surface  Sn  définit  une  corres- 
pondance algébrique  entre  les   points  (a?,  y)  et   {x\  y')  de  la 


1 


(')  Comptes  rendus,  2  novembre  1908. 
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courbe  C„.  Or,  on  doit  à  Hurwitz  (')  un  théorème  relatif  à  ces 
correspondances,  qui  peut  être  énoncé  sous  la  forme  suivante  : 
Etant  donnée  une  correspondance  quelconque  entre  les  points 
{x,  y)  et  {x',y)  d'une  courbe  algébrique  non  sijvguliè:re  (2),  on 
peut  former  une  fonction  rationnelle  P{x,y,  x',  y')  n'ayant 
comme  lignes  de  zéros  et  d'infinis,  en  dehors  de  la  correspon- 
dance considérée,  que  la  correspondance  x  =  x',  y=y',  ainsi 
que  les  correspondances  associant  respectivement  à  un  point 
variable  certains  points  fixes  (^,,  y,  ),  .  .  . ,  {xk-,  yn)- 

Désignonspar(^,  Yj)  le  conjugué  hj'perelliptique  du  poinl(a7,j') 
et  par  (^',  r/)  celui  de  (^x' ,  y'),  et  formons  le  produit 

n  =  P(ar,  j;  x\  y)V{x\  y;  X.  y)  P(^,  r^  ;  1',  ïj')  P(^',  t/;  ^,  •^). 

Cette  expression  est  une  fonction  rationnelle  s^'métrique  de 
(^x^y)  et  (x',y')  qui  reste  inaltérée  par  le  changement  simultané 
de  (x^y)  en  (i,  yj)  et  de  {x',y')  en  (ç',  r/)  :  c'est,  par  consé- 
quent, une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  X,  Y,  Z  d'un 
point  de  la  surface.  Elle  admet,  d'ailleurs,  pour  ligne  de  zéros  et 
d'infinis  : 

1°  La  courbe  considérée  F; 

2°  La  courbe  J  définie  par  les  couples  de  C^  formés  de  deux 
points  confondus  ; 

3°  Enfin,  un  certain  nombre  de  courbes  L/  correspondant  aux 
couples  formés  d'un  point  variable  et  d'un  point  fixe  (xi,  yi)  ou 
de  son  conjugué  (^,,  y)/). 

Formons,  d'autre  part,  la  fonction 


[{t  —  to)(t'—to)\ 


en  choisissant  le  point  multiple  de  C„  pour  origine  des  coordon- 
nées et  en  posant 

^  =  /         Z_  —  /'• 

XX 

cette  fonction  s'annule  lorsque  les  deux  points  (x^  y)  et  (x',y') 
sont  ou  bien  confondus,  ou  bien  conjugués  l'un  de  l'autre,  et  elle 


(')  Matheinatisclie  Annalen,  t.  XXVIII,  p.  56i. 

(^)  C'est-à-dire  telle  qu'il  n'existe  entre  les  périodes  de  ses  intégrales  abéliennes 
de  première  espèce  aucune  relation  singulière  à  coefficients  entiers. 
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devient  infinie  lorsque  (x,  y),  ou  {x'^y'),  coïncide  avec  l'un  des 
deux  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la  sécante 

jy  —  tox  =  o. 

Or  la  correspondance  qui  associe  à  un  point  de  C„  le  point  conju- 
gué définit  sur  la  surface  S„  non  pas  une  courbe,  mais  un  point; 
dès  lors  la  fonction  rationnelle  H  n'admet,  pour  lignes  de  zéros  et 
d'infinis  sur  la  surface,  que  les  deux  courbes  J  et  L„. 
Introduisons  enfiu  la  fonction  rationnelle 

g.^  ((  —  fo)(f'~(o) 

laquelle  s'annule  le  long  de  la  courbe  L^  et  devient  infinie  le  long 
de  la  courbe  L^ 

Ceci  posé,  il  est  possible,  en  multipliant  la  fonction  II  définie 
plus  haut  par  un  produit  convenablement  choisi  des  fonctions  H 
et  S/,  de  former  une  fonction  rationuelle  des  coordonnées  d'un 
point  de  la  surface  R(X,  Y,  Z)  qui  n'admette,  comme  lignes  de 
zéros  ou  d'infinis,  que  les  deux  courbes  Y  et  L,,.  Soienl,  dès  lors, 
r,  et  To  deux  courbes  algébriques  quelconques  de  la  surface  et 
R,,  Ro  les  fonctions  rationnelles  correspondantes,  lesquelles  sont 
infinies  d'ordres  /î,  et  n^  le  long  de  la  courbe  Loi  l'expression 

est  une  intégrale  de  difierenlielle  totale  de  troisième  espèce  de  la 
surface  ne  possédant  pas  d'autre  courbe  logarithmique  que  les 
courbes  F,  et  To. 

De  là  cette  conclusion  :  L' invariant  relatif  p  est  égal  à  un 
pour  les  surfaces  algébriques  considérées  S,j,  dans  le  cas  où 
elles  ne  dérivent  pas  d'une  courbe  G^  singulière. 


11. 

Proposons-nous  en  second  lieu  de  définir  géométriquement  une 
surface  particulière  de  la  classe  considérée. 

A  cet  effet  considérons,  dans  le  plan  ^  =  o,  deux  polygones 
de    (/»  4- 1)    côtés    chacun,    circonscrits    à    une    même    conique 
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fii^x^y^  3)  =  o  et  désignons  par  Mo=  o,  .  .  . ,  f/«=  o,  t'o=  o,  .  .  . , 
Vn^=  oies  équations  de  leurs  côtés.  D'après  un  théorème  de  Géo- 
métrie élémentaire,  on  peut  tracer,  d'une  part,  une  courbe  du  n'^™^ 
ordreyrt(^,  JK,  j)  =  0  passant  par  les  n(n  +  i)  sommets  des  deux 
polygones  complets,  et,  d'autre  part,  une  courbe  du  (  ai -4- i )"''"^ 
ordre  /«4.1  (x^  y^  3)  =  o  passant  par  les  n{n  -\-\)  sommets  et  parles 
(aw  +  a)  points  de  contact  des  côtés  avec  la  conique;  il  existe, 
d'ailleurs,  une  identité  de  la  forme 

(E)  (/„^,)''-/2(/«r-=(«0    ...    M„)(^O...i'/,). 

Ceci  posé,  nous  envisagerons  la  surface  définie   par  l'équation 

t^fn{x,  y,  z)  -4-  2//„+i(a7,  y,  z)  -\-ft{x,  y,  z)fn{x,  y,z)  =  o, 

laquelle  est  du  (/i  +  a)'*""^  ordre  et  possède  un  point  multiple 
d'ordre  n.  Une  sécante  issue  du  point  multiple  O  rencontre  la 
surface  en  deux  points  variables;  si  l'on  projette  la  surface  à  partir 
de  O  sur  le  plan  ^  =  0,  à  chaque  point  m  de  ce  plan  correspon- 
dent deux  points  m, ,  /W2  de  la  surface  et  ces  deux  points  coïncident 
lorsque  m  se  trouve  sur  le  contour  apparent  de  la  surface,  con- 
stitué par  les  (an +  2)  côtés  des  polygones  en  vertu  de  l'iden- 
tité (E). 

Si  donc  l'on  représente  le  point  m  par  les  deux  paramètres  ).,  X' 
des  tangentes  qu'on  peut  mener  de  ce  point  à  la  conique 

/"aC^.JK, -s)  =  o, 

et  si  l'on  désigne  par  «<,,  . . .,  ««,  è„,  , . .,  b„  les  paramètres  corres- 
pondant respectivement  aux  côtés  des  deux  polygones,  il  résulte 
des  considérations  précédentes  que  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  surface  sont  des  fonctions  rationnelles  des  trois  quantités 


X,     X',     \/(X  -«,;...(X  -6„)v/(X'— ao)...(À'— 6„). 

En  d'autres  termes,  si  l'on  considère  la  courbe  hyperelliptique  de 
genre  n, 

(C„)  p2=  (X  -  ao) . . .  (X  —  a„)  (X  -  60)  . . .  (X  —  6„), 

à  tout  couple  de  points  de  cette  courbe  répond  un  point  de  la  sur- 
face, et  à  tout  point  de  la  surface  répondent  deux  couples  con- 
jugués 

(X,p),     (X',  p')        et        (X,  -p),     (X',  —  p'). 


—  8  - 


Il  est  aisé,  d'ailleurs,  d'expliciter  les  expressions  des  coordon- 
nées d'un  point  de  la  surface  en  fonction  de  (X,  p),  (X',  p'):  si  l'on 
choisit  pour  plans  coordonnés  x  =  o,y  =  o,z^o  les  plans  qui 
projettent  trois  côtés  «,,  ^2,  «3  d'un  des  polygones  et  si  l'on  pose 


Aa)  =  (x- 

-ao). 

..(X  —  an), 

B(l)  =  (\- 

-bo). 

..0^-bn), 

on  trouve 

T  =  (X  —  «,)()/—  «1), 

y  =  (X  — a2)(X'— as), 

Z   =  (X  —  rt3)(X'—  «3), 

_  [A(X)B(X')-^B(X)  A(X')  +  app'](X'— X) 
^-  A(X)B(X')-K(X)A(X') 

III. 

L'application  de  la  formule  fondamentale  de  M.  Picard  à  la  sur- 
face particulière 

(S„)    tifnix,  y,  z)  +  2t  /n+i(cv.  y,  s)  -hfo{x,  y,  z)  /„(x,  y,  z)  =  o 

ne  présente  aucune  difficulté. 

La  surface  n'a  pas  de  ligne  multiple,  mais  elle  possède,  outre  le 
point  singulier  d'ordre  n,  des  points  doubles  isolés,  ainsi  qu'on  le 
reconnaît  par  la  considération  des  points  doubles  du  contour 
apparent;  aux  points  d'intersection  des  côtés  du  premier  poly- 
gone avec  ceux  du  second  répondent  (/i  h- 1)'-  points  doubles  de 
la  surface,  tandis  que  les  n{n -\- 1)  sommets  des  deux  polygones 
complets  sont  projetés  du  point  O  suivant  des  droites  D  qui  ap- 
partiennent à  la  surface.  Dès  lors 

On  trouve  immédiatement 

m  =  n  -h  2, 

N  =  { n», 
_  n(n  ■+■  i) 

Enfin,  la  surface  ne  possédant  pas  d'intégrale  de  difl'érenlielle 
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tolale  de  première  espèce,  on  en  conclut  que 

/•  =  o. 

La  valeur  du  nombre  p  se  déduit  aisément  des  considérations 
du  paragraphe  II.  Envisageons,  en  même  temps  que  la  surface 
particulière  S«,  une  surface  S,'j  du  type  défini  au  paragraphe  II, 
sens  courbe  exceptionnelle;  les  deux  surfaces  S„  et  S^^  admettant 
une  correspondance  birationnelle,  leurs  invariants  relatifs  p  cl  o' 
sont  liés  par  la  relation  (') 

(i)  p-f-F  =  p'-i-F', 

F  et  F'  désignant,  pour  chacune  des  deux  surfaces,  le  nombre  des 
points  fondamentaux  qui  correspondent  dans  la  transformation 
birationnelle  à  une  courbe  exceptionnelle  de  l'autre  surface. 

Au  cas  actuel,  F  =  i ,  car  le  point  multiple  x  =y  =  z  =  o  de  la 
surface  S^  correspond  à  la  courbe  de  la  surface  S,'j  définie  par 
l'équation 

A(X)B(X')-f-B(X)A(X')  — 2pp'=o, 

ainsi  qu'il  résulte  des  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de 
la  surface  en  fonction  de  ();,  p),  (V,  p'). 

Inversement,  à  chacune  des  n(n  -+- 1)  droites  D  de  la  surface  S„ 
répond  un  seul  point  de  la  surface  S^^,  défini  par  un  couple  de  C« 
du  type 

(1  =  ai,  p  =  o),         (X'=  ay,  p'=  o), 
OU  encore 

(X  =  6,-,  p  =  o),        (X'=6y,  p'  =  o)        (i,y=o,  I,  ...,  n). 

D'autre  part,  les  couples  de  points  conjugués  de  la  courbe  C» 
pour  lesquels  on  a 

X  =  X'        et        p  =  —  p' 
définissent  une  courbe  de  S/,,  à  savoir  la  conique 


(')   Voir  PiCAHD.  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables,  l.  II, 

p.  4l2. 
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tandis  qu'ils  définissent,  par  h^'pothèse,   un   point  unique  de  la 
surface  S,',.  Par  suite,  le  nombre  F'  est  égal  à  [n{n  +  i)+  i]. 
Dès  lors,  on  déduit  de  la  relation  (i)  que 

p  =  /i  (  «  -f- 1  )  -+- 1 . 

Si  l'on  porte  les  valeurs  précédentes  dans  la  formule  de 
M.  Picard, 

po=N4-2([i/— i)-4/j-(/«  _,)  +  ?.r  — (p  — i), 
on  trouve,  pour  la  surface  considérée, 

po  =  2/l2 —  n  —  I. 

Nous  parvenons  donc  au  résultat  suivant  : 

Les  surfaces  algébriques  dont  les  points  admettent  une  cor- 
respondance (i,  2)  avec  les  couples  de  points  d'une  courbe 
hyperelliptique  de  genre  n,  supposée  non  singulière,  pos- 
sèdent {'in- —  n  —  i)  intégrales  doubles  distinctes  de  seconde 
espèce. 

On  peut  prévoir,  a  priori,  la  forme  de  ces  intégrales.  Envisa- 
geons les  2/1  intégrales  abéliennes  de  seconde  espèce  de  la  courbe 
hyperelliptique  C„,  lesquelles  peuvent  être  ramenées  à  la  forme 


/ 


zi  dz 

-==  (g-  =0,   I,  ...,2«  —  I), 


P(s)  étant  un  polvnome  de  degré  (2/iH-i),  et  formons  les  com- 
binaisons 


// 


Zlz'r—  z'-z''!      ,       ,   , 

r- «^  dz  (ûT,  r  =  O,    I,    .  .  .,  2/i  —  l). 

Ces  expressions  présentent  le  caractère  d'une  intégrale  de  se- 
conde espèce  ;  d'ailleurs,  elles  restent  invariables  lorsqu'on  y  rem- 
place respectivement  [2,  v/P(2)],  [s',  V^Ï^I^Ô]  P*"*  [-'  ~  v/f*(^)]) 
[z',  —  y/P(z')J;  dès  lors,  ce  sont  des  intégrales  doubles  de  la  sur- 
face Sn.  Elles  sont  au  nombre  de  n{in  —  1),  mais  elles  se  ramè- 
nent à  (an-* —  n  —  1)  intégrales  distinctes,  en  vertu  d'une  identité 
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de  Weierstrass  fondamentale  dans  la  théorie  des  intégrales  hyper- 
elliptiques 


d_  r     s/pu)     1  _  ^  r     v/p(^')     1  ^ 


U(z,z') 
\/P(z)F{z')'' 


U  étant  lin  polynôme  en  z,  z'. 

Toutefois,  cette  méthode  algébrique  ne  précise  pas  dans  quel 
cas  les  intégrales  sont  réductibles  à  un  nombre  moindre,  et  c'est 
par  une  voie  toute  différente  que  nous  avons  reconnu  que  le  cas 
d'exception  est  celui  où  il  existe  entre  les  périodes  des  intégrales 
abéliennes  de  la  courbe  C^  des  relations  singulières  à  coefficients 
entiers. 


SUR  L'ÉQUILIBRE  D'UN  SYSTÈME  DE  PLANS 
SOUMIS  A  L'ACTION  DU  VENT; 

Par  m.   L.   Lecornu. 


Je  me  propose  d'étudier  au  point  de  vue  mathématique  l'action 
du  vent  sur  un  système  quelconque  d'aires  planes  formant  un 
ensemble  rigide.  J'appellerai  ces  aires  planes  les  éléments  du 
système.  J'admettrai  la  loi  du  sinus  d'après  laquelle  un  vent  de 
vitesse  V,  rencontrant  sous  l'angle  i  une  aire  plane  de  surface  S, 
exerce   sur  celle-ci   une   pression   qui   lui  est  normale  ot  a  pour 

valeur 

KSV^sini, 

K  désignant  un  facteur  constant.  Je  supposerai  le  système  disposé 
de  telle  sorte  que  chaque  élément  soit  sollicité  par  le  vent  de  la 
même  manière  que  s'il  était  isolé. 

L'expérience  montre  qu'il  y  a  une  assez  grande  incertitude  sur 
la  position  du  centre  de  pression  :  ce  point  se  déplace  dans  cer- 
taines limites  relativement  à  l'aire  considérée,  quand  on  fait  varier 
la  direction  du  vent.  Je  regarderai  les  éléments  du  système  comme 
assez  petits  pour  qu'on  puisse  négliger  les  déplacements  de  ce 
genre. 
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I.  —   Composition  des  actions  élémentaires. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  liés  au  système  donné  et  ap- 
pelons /,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  vitesse  du  vent.  Soient  a, 
b,  c  ceux  de  la  normale  à  l'élément  de  surface  S;  les  projections 
de  la  résultante  de  translation  de  toutes  les  pressions  sont  données 
par  les  formules 

i   X  =  KV2V  S«(rt/4-6/rt  +  cn), 


(i)  I  Y  =  KV^y  S6(a/-+-6w-+-cn), 

[  Z  =  KV^^   Se  (g/  +  bni  +  en), 

les  sommations  ^  étant  étendues  à  tous  les  éléments  du  système. 

Si  x^y^  z  désignent,  pour  l'élément  de  surface  S,  les  coordon- 
nées du  centre  de  pression,  le  moment  résultant  des  pressions  a 
pour  projections  sur  les  axes 

I   L  ^KVî^SCc^— 65)(a/4-6m-+-cn), 

{'i.)  I  M  =  KV^y  S(«z  —  cT)(a/-+-èm-f-cn), 

f  N  =  KW''^S{bx  -  ay){al  ^  bm  +cn). 


Posons 

(3) 
et 


A=2«'S,         B=2**S,         0=2*^*5, 
D^^ftcS,         E='ycaS,         F=Va6S 


I  X,=2«(c>'-63)S,  Xj=2a(cj-6z)S,  l,=^c{cy-bz)?,, 

^  {^i  =  y  a(as  —  cr)S,  [JL,  =y  Z>(az  —  cx)S,  ;ij  =  V  c(az  —  car  )  S, 

f  v,=2«(6^  — «J')S,  ^i=^b{bx  —  ay)?>,  7,  =  V  c(  6x  — aj)  S, 


d'où 

(5)  X,+  [Jl24-V3: 
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Les  formules  (  i  )  et  (2)  deviennent 


I  X  =  KY^Al-hFm-^  En), 
(6)  I  Y  =  KV2(F/4-Bw  +  Dn), 

(  Z  =  KVî(E/  +  Dm-!-C«), 

(   L  =  KV2(X,;-4-X2m-f- Xjn), 
(  N  =  KV2(v,  /+  vj/n-H  vjn). 

Indicatrice  des  pressions.  —  La  projection  sur  la  direction  du 
vent  de  la  résultante  des  pressions  est  la  quantité  P  définie  par 
l'égalité 

P  =  X/-hY«  +  Zn  =  KV2(A/2  4-Bm2-f-Cn24-2D//m-i-2En/+2F/m). 

Si  l'on  porte  sur  la  direction  du  vent,  à  partir  de  l'origine,  le 
vecteur  V  4 /p>  le  lieu  de  l'extrémité  de  ce  vecteur  estla  quadrique 

kx^-^  Bj^+  G 22-1-  i.Y}yz  -+-'iEzx  -h  -iYxy  =  i, 

qu'on  peut  appeler  V indicatrice  des  pressions.  Orientons  les  axes 
de  coordonnées  suivant  les  directions  principales  de  cette  sur- 
face. Nous  annulons  ainsi  D,  E,  F,  et  il  reste  simplement 

Aa72-hB^2  4-G52=  ,. 

A,  B,  G  étant  d'après  leur  définition  positifs,  l'indicatrice  des 
pressions  est  un  ellipsoïde. 

Indicatrice  des  moments.  —  Le  moment  résultant  a  pour  pro- 
jection sur  la  direction  du  vent  la  quantité  Q  définie  par  l'égalité 

Q  =  L/-+-M/?n-N/i 

=  KV*  [  X,^2 4-  [JL2 m2  -h  V3  n2  +  ( \^ -h  |ji,  )//n  -h  (  [jlj -t-  V2) m/i-i-  ( v,  -f-  X3) /i/J. 

Si  l'on  porte  sur  la  direction  du  vent  le  vecteur  V  4  7^=;  >  le  lieu  de 
son  extrémité  est  la  quadrique 

X|iF2-K  fjLj/^-H  vjôî-i-  (Xa-f-  [i-i)xy  -\-{[ii-^^i)yz  +  (v,  +  Xs)^^  =  1. 
En  orientant  les  axes  suivant  les  directions  principales  de  celle 
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indicatrice  des  rnomenls,  on  réduit  son  équation  à 

Xia72-f-  (JL272-f-  V3Z*=  I. 

L'identité  (5)  montre  que  la  surface  est  du  genre  hyperboloïde. 
En  réalité,  l'indicalrice  des  moments  doit  être  regardée  comme 
formée  des  deux  liyperboloïdes  conjugués 

X  ,  372  -H  {Jl2  JK^  H-  V3  ^2  ==  n^  I  ^ 

dont  l'un  correspond  aux  directions  pour  lesquelles  Q  est  positif  et 
l'autre  aux  directions  qui  rendent  cette  quantité  négative.  Quand 
le  vent  souffle  parallèlement  à  une  génératrice,  le  plan  du  couple 
résultant  est  parallèle  à  cette  génératrice. 

Points  et  surfaces  remarquables.  —  Prenons  comme  directions 
d'axes  celles  des  axes  de  l'indicatrice  des  pressions,  de  façon  à 
anniilerD,  E,  F,  puis  transportons  l'origine  au  point  dontles  coor- 
données sont  ç,  7j,  "Q.  Les  coefficients  ).,  pi.,  v  éprouvent  les  varia- 
tions suivantes  : 

I    AX,  =  o,  AXj  =  -  B  ^,  AX3  =  C  r„ 

(8)  A;ji,=  AC,  AiJL2=o,  A,U3  =  — Gî. 

(  Av,  =  — Ar^,         Av2  =  B^,  Avj  =  o. 

On  peut  choisir  la  nouvelle  origine  de  façon  à  annuler  les  diflé- 
rences 


X2- 

\^ 

,        1-13—  V2,       V, 

-X3. 

U  suffit  de  prendre 

^-   B  +  C' 

V,  —  X3 

^^  G-HA' 

^  _  Xî— 1^1 
"=       A  +  B  ' 

Si  l'on  pose  ensuite 

(  A2  =  ;ii  =  T3 

\^'i  =  S2, 

!^3=  V2  =  T, 

''3  =  S3, 

V,  =  X3  =  Tî, 

les  projections  du   moment  résultant  prennent  les  formes  sjmé- 
tn<|ues 


L  =  KV2(S,/-4-T3/?î -4-Tjh) 
(96/5)       {  M  =  KVHT3/-t-Sî/?n-T,/0  (S,-f-S,-f-S3  =  o). 


!  M  =  KVHT3/ 
N  =  KV2(T2/  +  T,m-i-S3/0 


m 


On  obtient  un  autre  point  remarquable  en  choisissant  ^,  y^,  s, 
de  façon  à  annuler  les  sommes 


X, 


+  !-ll,        1-13-1-  V2,       Vi 


X3. 


Si  nous  partons  de  l'origine  précédente,  les  conditions  à  remplir 
sont,  en  vertu  des  équations  (8)  et  (9), 


■2T,H-(B-G)^ 


2T2-+-(G-A)r,  =  0,         2T3+(A  — B)C  =  o. 


Pour  le  point  ainsi  défini,  l'indicatrice  des  moments  a  mêmes 
directions  d'axes  que  l'indicatrice  des  pressions. 

Cherchons  maintenant  les  points  pour  lesquels  le  moment 
résultant  est  nul.  En  conserbant  les  équations  (9)  et  en  écrivant 
que  L,  M,  N  sont  nuls  simultanément,  on  est  conduit  aux  trois 
conditions  suivantes  (nous  remplaçons  ^,  y;,  ^  pav  x,y,  z)  : 


l   Sil^(T3-Bz)m-^(T,^Cj)n 

=  0, 

(10) 

j  (Ts+A5)/-+-S2m  +  (T,  — €3-)/^  =  0, 

(  (T2— A^)/-+-(Ti-f-Ba;)/H -f- Sj/i  =^  0, 

d'où, 

en  éliminant  /,  m,  n, 

Si              Tj— Bj         T2+G7 

(II) 

T3-+-AZ               S2              T,  — Go; 

T.,—  Ay        T,+  B:r              S3 

=  0. 

Le  développement  de  ce  déterminant  donne  l'équation 

SiBGa724-  SiCXy^-^  S3 AB^^  +  TsGC A -+- B):r7 

-^T,A(B^-G)yz-f-T2B(G-+-A)za7  +  (S,T,  — T2T3)(G-B)a: 

+  (S2T2-T3T,)(A-G)j  +  {S3T3-T,T2)(B-A)^-+-A=o, 


dans  laquelle 


A  = 


Si 
T3 
T, 


T3 
S, 
T, 


Cette  quadrique  a  nécessairement  ses  génératrices  réelles,  car, 
pour  un  point  quelconque  de  la  surface,  il  existe  une  direction  de 
vent  telle  que  les  pressions  admettent  une  résultante  passant  par 
ce  point,  et  la  propriété  subsiste  manifestement  pour  tous  les 
points  de  la  ligne  d'action  de  cette  résultanle,  ligne  (pii  fait  ainsi 
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partie  du  lieu.  En  se  plaçant  dans  le  cas  particulier  où  A,  B,  C 
sont  égaux,  on  reconnaît  sans  peine  que  ladite  surface  est  un 
hjperboloïde  ;  nous  l'appellerons,  pour  abréger,  l'hyperboloïde  H. 
Il  est  à  noter  qu'en  chaque  point  une  seule  génératrice  répond  à 
la  question  :  car  les  équations 

L  =  M  =  N  =  o 

ne  donnent,  pour  des  valeurs  déterminées  de  x,  y,  z,  qu'un  seul 
système  de  valeurs  de  /,  m,  n. 

Les  directions  de  vent  pour  lesquelles  il  y  a  une  résultante  des 
pressions  s'obtiennent  immédiatement  en  écrivant  que  l'expression 

LA/+MBm-i-NC/i 
est  nulle,  ce  qui  conduit  au  cône 

AS,/2+BSim2-4-GS3«2 

+  (B  +  C)'ri/n/n-(C-f  A)T2/i/-i-(A  -+-  B)Tj/m  =  o. 

Ce  cône  est  réel  en  vertu  de  l'identité 

Si-+-  Sî-t-  83=  0. 

On  arriverait  au  même  cône  en  éliminant  ^,  y,  z  entre  les  équa- 
tions (10)  et  (i  i). 

Axes  centraux.  —  A  un  point  quelconque  de  l'espace  corres- 
pondent certaines  directions  de  vent  telles  que  l'axe  central  des 
pressions  passe  par  ce  point.  On  les  obtient  en  écrivant 


(12) 


A/ 


iM 


N 


Soit  p  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports.  En  remplaçant 
L,  M,  N  par  leurs  valeurs  qui  ne  diffèrent  pas  des  premiers 
membres  des  équations  (10),  puis  éliminant  /,  m,  n,  on  est  conduit 
à  la  condition 


(.3) 


S,-Ap  T3— B^  Ti-hCy 
Ts-hAz  Sî— Bp  T,— Car 
Tj  — AjK     Ti-^-Bx     S3— Cû 


Cette  équation  représente  le  lieu  des  points  par  lesquels  passe 
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un  axe  central  fournissant  un  rapport  donné  p  entre  le  moment 
résultant  et  la  résultante  de  translation  ;   elle   ne  diffère  de  (i  i) 
que  par  le  changement  de  S,,  So,  S3  en 

Ï5i— Ap,     S2— Bp,     S3— Cp, 

et  l'on  en  conclut  qu'elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

H  — ABGpS-t-Ap=o, 

en  désignant  par  H  le  premier  membre  de  (1 1),  par  S  le  premier 
membre  de  l'équation  d'une  sphère  et  par  Ap  le  déterminant 


Si  —  Ap 
T3 
T, 


T3  T2 

S.2— Bp  T, 

T,  S3 — G' 


La  surface  (i3)  admet  évidemment  les  mêmes  directions  princi- 
pales que  l'hyperboloïde  H.  Elle  peut,  suivant  les  valeurs  de  p, 
être  réelle  ou  imaginaire.  Si,  par  exemple,  on  considère  le  cas  où 
T,,  To,  T3  sont  nuls,  l'équation  (i3)  devient 


|-p,^-^ 


(^ 


P  j  z'^ 


(^-)(t-)(l-) 


et  cette  surface   est  imaginaire  chaque  fois  que  p  est  supérieur  à 
la  plus  grande  ou  inférieur  à  la  plus  petite  des  quantités 


S, 
A 


S, 
B 


La  surface  (i3)  ne  peut  être  réelle  sans  avoir  ses  génératrices 
réelles.  Car  si  0  est  connu  et  si  x, y^  z  sont  réels,  les  équations  (1  2) 
donnent  pour  /,  /«,  n  des  valeurs  également  réelles,  qui  sont  les 
cosinus  directeurs  de  Tune  des  génératrices  passant  au  point 
considéré. 

Par  chaque  point  de  l'espace  passent  trois  axes  centraux  (dont 
deux  peuvent  être  imaginaires);  leurs  directions  sont  données  par 
les  équations  (12);  à  ces  trois  axes  correspondent  trois  valeurs  de  p 
généralement  distinctes.  Les  trois  axes  centraux  passant  à  l'ori- 
gine choisie  dans  ce  qui  précède  forment  un  trièdre  rectan- 
gulaire. 

XXXVII.  2 
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II.    SvSTEMKS    ÉQUIVALENTS. 

D'après  les  équations  (6)  et  ('-),  deux,  systèmes  sont  équivalents 
au  point  de  vue  de  l'action  du  vent,  quelles  que  soient  l'intensité 
et  la  direction  de  celui-ci,  si  les  coefficients  caractéristiques  définis 
par  les  équations  (3)  et  (4)  sont  les  mêmes.  Ces  coefficients  sont 
au  nombre  de  quinze;  mais,  en  vertu  de  l'identité  (5),  quatorze 
seulement  d'entre  eux  peuvent  être  arbitrairement  choisis. 

Si  l'on  considère  un  élément  isolé,  l'action  du  vent  dépend  des 
six  quantités 

aS,     6S,     cS,     cy  —  ùz,     az  —  ex,     bx  —  ay^ 

dont  cinq  seulement  sont  indépendantes.  Trois  éléments  arbitrai- 
rement choisis  représentent  donc  un  système  caractérisé  par 
quinze  coefficients.  D'après  cela,  le  problème  :  Troiuer  trois 
éléments  plans  équivalents  à  un  système  donné  comporte  un 
nombre  simplement  infini  de  solutions.  Voyons  comment  on  peut 
les  obtenir. 

Soient  (/,,  6j,  C|,  «25  ^27  ^2,  «3,  ^3,  C3  les  cosinus  directeurs 
des  normales  aux  trois  éléments. 

Introduisons  neuf  inconnues  auxiliaires  a,,  3,,  y,,  a2,  j^o,  ya, 
0.3,  [j3,  ya  définies  par  les  relations 

1   ai  y/St  =  a,  y/A,  <-?2  v''S2  =  *2  v/^'  «,t /Ss  =  as  y/A, 

'    f^i  y/S,  =  Yi  /C,         c,  v/S.  =  Y2  v/C,         Cy  /Sa  =  73  /<-- 
Le?  équations  (3),  dans  lesquelles  nous  continuons  à  faire 

D  =  li  =  F  =  o, 

prennent  la  forme 

^1  Tl  +  p2  Y2  -+■  ^3  Y3  =  O,  Vl  ^l  -+■  Y2  «2  -^  Y3''^3  —  "'  *l  Pl  +  ^2  ?2  "î"  ^3  P3  =  O. 

On  voit  ainsi  (pie  les  inconnues  auxiliaires  sont  les  cosinus 
directeurs  de  trois  droites  rectangulaires. 

Il  faut  maintenant  vérifier  les  équations  (4).  t!n  désignant  par 
iii.  Il,  Zf]  x'2,  J'ar  -2?  ^3iJ':\:  ^3  Ics  coordonnées  des  centres  des 
trois  éléments,  on  est  conduit  à  neuf  équations  parmi   Icscpiclles 


-  19  - 
figurent  les  trois  suivantes  ; 

<*iSi(ci_7i— èiZi)  +  ai'S)i{Ciy^_—  b^z^)  -f-  «aSsCcaj^s  —  63^3)  =  X,, 

6lSi(Ci^,—  613,)-+-   />'oS2(C2jK2—  62^2)  H-  <^3  83(03  _X3—  6353)  =  X2, 
ClSi(CiJKl—  biZy)  +    C2S2(C2JK2—  62^2)  +    0383(03X3—  b-iZ-i)   =  X3, 

qtii,  au  moyen  des  substitutions  (14)5  donnent 
aYv.^_p.4LUa2('v2  4^-P2  4^U=^3A'3^-p3T= 


v/B  '^vc;    ^'Vb  '^vg;    a'Vb  'wcj~^xbc 

et  deux  équations  analogues. 
On  tire  de  là 


Par  permutation,  on  trouve  ensuite 

Eliminant  enfin  Xf,yt,  Zi,  on  aboutit  à  la  condition  suivante 
(dans  laquelle  nous  supprimons  les  indices  de  a,  [î,  v): 

(i5)     X,a2-+-  ,ji2|i2  +  v3Y2+  (V2+  [^3  )  [îv -f- (  X3 -+- V ,  ) ya -+- (  [ji, +"X2 )  «ji  =  o. 

Cette  équation  exprime  que  la  direction  de  a,,  |^,,  y,  appnrticnt 
au  cône  asymptote  de  l'indicatrice  des  moments,  c'est-à-dire  qu'un 
vent  soufflant  suivant  celte  direction  produit  un  couple  dont  le 
plan  est  parallèle  au  vent. 

Les  deux  autres  directions  ag,  ^2,  ya  et  as,  ^3,  yj  appartiennent 
à  ce  même  cône.  A  chaque  trièdre  trireclangle  ainsi  orienté  cor- 
respond, au  moyen  des  équations  (i4))  ""^  trièdre  généralement 
obliquangle,  dont  les  faces  ont  des  directions  répondant  à  la 
question.  Il  reste  à  trouver  les  centres  des  trois  éléments. 

Cherchons  Xt,  yt,  5,.  Ces  coordonnées  ne  sont  pas  entièrement 
déterminées.  Nous  savons  seulement  (pie  le  centre  de  l'élément  se 
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trouve  sur  la  droite  (normale  à  l'élément)  : 

v,4l^-ii,4^  =  — L=fX,a.4-X,S,+  >.3V.), 

v/b        /g      /abc 

ou  bien 

I       /  Ox  />,  Cl    \ 

Cl  2i  —  C,  371  =   -—       [-Il  -—   +   1^2  — =r   4-  [-13  — =      • 
y/liV       A  /B  V/G/ 

On    peut   (Jonc   s'imposer   une   condition    supplémentaire,   par 

exemple 

«i3"i+  bxyi-^-  c,;;i  =  o, 

c'est-à-dire  admettre  que  l'élénient  plan   passe  par  l'origine.   Il 
vient  alors 

h,    /      a\  bx  Cl  \         Cl    /       «1  bx  c^  \ 

/gV  Va        v/i5      Vg;     /bV  Va        v'b         v/g/ 

et   deux   expressions   analogues.    Un   calcul    tout   semblable   fait 
connaître  les  centres  des  deux  autres  éléments. 
En  résumé  : 

On  peut  toujours  trouver  un  système  de  trois  éléments  plans 
équivalent  à  un  système  donné  et  faire  en  sorte  que  les  plans 
de  ces  trois  éléments  passent  par  r origine  {arbitrairement 
choisie).  Il  y  a  un  nombre  simplement  infini  de  semblables 
trièdres.  Les  normales  à  tous  les  éléments  forment  un  cône  du 
second  degré. 

Cherchons  si  ia  réduction  peut  être  opérée  de  telle  façon  que 
les  trois  éléments  forment  un  système  orthogonal. 
Si  l'on  suppose  que  l'expression 

ai  «î-f-  bibi-+-  C1C2 

est  nulle,  les  ccpialions  (i4)  conduisent  à  la  relation 

Aataj-I-  B|î|  Pj-f-  Gyi  Yî  =  o. 
D'ailleurs 

(y,  a, -H  piP;-f-Y!Ï2="- 


—  21  - 
d'où,  en  supposant  A,  B,  C  différents  entre  eux, 

«l°t2       _       ^1^2       _       Y1Y2      . 


B  — G       G  — A       A  — B' 


^2^3     _     Y2Y3  «.-igi     _     P3P1     _     YaYi 


B— G        G-A~A  — B  B  — G~G  — A~A  — B 

Si  toutes  les  quantités  a,  j3,  y  sont  non  nulles,  on  tire  delà 

^  =  Êi  —  Il 

«3  ?3  '{3  ' 

résultat  inadmissible,  puisque  les  directions  aj,  [i,,  y,  et  0L3,  ^3,  yj 
sont  orthogonales.  Il  faut  donc  que  Tune  au  moins  des  quantités 
a,  [3,  y  soit  nulle.  Supposons,  par  exemple,  ya  :=  o. 

Les  produits  a,  ol-,^  ^i  ^2,  ao  a^,  ^j  ^3  sont  alors  nuls,  ya  étant 
nul,  l'une  au  moins  des  quantités  a^,  ^2  diffère  de  zéro. 

Admettons  que  ce  soit  ^2-  On  en  conclut 

^,=  33=0 
et,  par  suite, 

^1  étant  nul,  l'une  au  moins  des  quantités  aj,  y,  diffère  de  zéro. 
Soit,  par  exemple,  ai  ^o.  La  quantité  aj  est  nulle,  jj^  l'élant  déjà, 
ys  est  égal  à  l'unité  et,  par  suite,  yi  =  o,  d'oii  a,  =  1. 

Nous  avons  en  somme 

ai  =  Y3  =  »         et        pi  =  Yi  =  Y-2=  p3=  o. 
Comme 

il  faut  que  ^3  soit  égal  à  l'unité  et  que,  par  suite,  ao  soit  nul  en 
même  temps  que  yo. 

On  voit  que  le  trièdre  des  directions  a,  [55,  v  est  parallèle  aux 
axes  de  coordonnées.  11  est  aisé  de  vérifier  que,  si  cette  condition 
est  remplie,  le  trièdre  des  directions  «,  b,  c  est  également  ortho- 
gonal. 

Reportons-nous  maintenant  à  l'équation  (i5),  et  nous  voyons 
immédiatement  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  le  trièdre  (a,  [3,  y)  puisse  avoir  ses  arêtes  parallèles  aux  axes 
sont 

X,  =  a2=  V3=  o. 


C)C) 


C'est  donc  seulement  dans  ce  cas  que  le  système  donné  est 
rédnctihie  à  trois  cléments  ortlio<ronaux. 

Quand  le  système  est  réduit  à  trois  éléments,  on  |)eut  interpréter 
assez  simplement  les  conditions  moyennant  lesquelles  le  moment 
résultant  des  pressions  est  nul  par  rappoit  à  l'orij^ine. 

Posons,  pour  abréger, 


cy  —  bz  =/?, 


ex  =  g, 


ex  —  ay 


et  écrivons  que  les  quantités  L,  M,  N  sont  égales  à  zéro. 
Il  vient  ainsi 

[  iaipi-ha2Pi-+-a3pi)l  -h(bip,-i-b2p-2-+-b3p3)m-h(cipi-^Cip2-*-  C3P3)n  —  o, 

(i6)    '  (aiqi-h  a-ig-i-Jr  a^Çi)  l  -h  ibigt  +  b^Çi^  b3q.i)m  -h  {eiÇi-h  c^qi-h  C3q3)n  =  o, 

\  (  a,  r,  -+-  a2  /•2  +  «3  /"s  )  ^  -^  (  61  ri  -)-  b^  t\  +  ^3  r^  )  m  -H  (  c,  /•,  -f-  Cj  r^  -+-  C3  /-j  )  /i  =  o. 

Le  déterminant  de  ces  trois  équations  linéaires  en  /,  m^  ri  doit 
être  nul.  Or,  il  est  égal  au  produit  des  deux,  déterminants 


A,= 


«1 

az 

«3 

6. 

èî 

b3 

Cl 

c-t 

C3 

Ao  = 


Pï     Pi     Pi 

q\    (Il    qi 
i\     >•..     1-3 


De  là,  deux  solutions  possibles. 

La  solution  A,  =  o  exprime  que  les  plans  des  trois  éléments 
passent  par  une  même  droite.  En  prenant  celle-ci  pour  axe  des  z, 
on  annule  à  la  fois  C),  C2,  C3.  Les  équations  sont  alors  vérifiées 
pour 

/  =  /;î  =  o, 

c'est-à-dire  pour  un  vent  parallèle  à  la  fois  aux  trois  éléments,  ce 
qui  était  évident  a  priori.  Pour  que  d'autres  directions  de  vent 
puissent  convenir,  il  faut,  en  posant  m  =  /„,  que  l'on  ait  à  la  fois 

(a,  +  6,p)/),-4-(a2  4-62p)/>2-f-  («3-1-  *3p)/'3  =  o, 

(a,  +  Z>,  p  )  Ç  ,  H-  (  «2 -+-  62  P  )  g'2  +  («3 -f-  ^>3  P  ) 'ZS  =  o, 

(ai  +  6|p)  /'i-f-  (a2-4-  ^2?)  '■î-l-(«3-<-  ^3P)  '"3  =  o, 
d'oià,  en  continuant  à  supposer  que  Aj  n'est  pas  nul, 

ai-f-6)P  =  o,  rt2-l-^2P  =  o,  a3-t-63p  =  o, 
c'est-à-dire  que  les  trois  éléments  doivent  être  parallèles. 
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II est  clair  qu'e-n  pareil  cas  tout  vent  parallèle  à  la  fois  aux  trois 

éléments  fournit  une  solution  du  problème. 

Laissant  de  côté  ces  cas  particuliers,  il  nous  reste  à   envisager 

la  solution  Ao  =  o. 

Considérons  le  plan  P,  mené  par  l'origine  et  par  le  centre  de  Si 

normalement  à  cet  élément.  Ce  plan  contient  à  la  fois  les  deux 

droites  menées  de  l'origine  avec  les  paramètres  directeurs  «,,  è,,  C( 

et  X| ,  y, ,  Zf.  Son  équation  est  donc 

Pi^-^qiy-^riz  =  o. 

On  trouve  de  même  les  plans  P2  et  P3  correspondant  aux  deux 
autres  éléments,  et  l'on  reconnaît  ainsi  que,  si  Ao  est  nul,  ces  trois 
plans  passent  par  une  même  droite  D.  Quand  cette  droite  existe, 
elle  rencontre  à  la  fois  les  normales  aux  trois  éléments,  et  alors, 
quelle  que  soit  la  direction  du  vent,  son  moment  est  nul  par  rap- 
port à  D.  Si  l'on  prend  celle-ci  pour  axe  des  5(,  on  a 

n  =  r.2  =  /-j  =  o  ; 

la  troisième  équation  (16)  disparaît  et  les  deux  autres  déterminent 
les  valeurs  de  /,  m,  n  pour  lesquelles  L,  M,  N  sont  nuls  simulta- 
nément. D'après  cela  : 

Pour  que  V action  du  vent  sur  un  système  de  trois  éléments 
puisse  avoir  un  moment  nul  par  rapport  au  point  de  concours 
des  plans  de  ces  éléments,  il  faut  ou  bien  que  ces  plans  passent 
par  une  même  droite,  ou  bien  que  les  normales  aux  trois  élé- 
ments rencontrent  une  (nême  droite  passant  par  le  point  de 
concours. 

Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  examinant  ce  qui  arrive 
quand  le  système  proposé  (formé  d'un  nombre  quelconque  d'élé- 
ments) possède  un  plan  de  symétrie. 

Supposons  que  ce  plan  soit  pris  pour  plan  zOx.  A  chaque  élé- 
ment, défini  par  les  quantités  a,  b,  c,  x,  y^  2,  S,  correspond  un 
autre  élément  défini  par  les  quantités 

a,     —  b,     c,     X,     —y,     z.     S, 
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et  il  en  résulte  qu'on  a,  dans  ce  cas, 

Xi=0,  1^2=0,  V.-,  =  O,  ^3=0,  V]  =  O. 

Le  cône  (i5)  se  décompose  alors  en  deux  plans 

j3  =  o,  (V2  4-  1-13)7  -+-  (l-ll-l-  X2)X  =  o, 

dont  le  premier  coïncide  avec  le  plan  de  symétrie. 

Le  trièdre  trirectangle  formé  par  les  directions  a,,  ,3,,  v,  ;  7.0, 
!^2j  72;  QCj  ^3,  y3  doit  donc  avoir  ses  arêtes  dans  deux  plans  rec- 
langulaiies,  ce  qui  exige  que  deux  des  arêtes  soient  dans  l'un  de 
ces  plans,  et  que  la  troisième  soit  dirigée  dans  l'autre  plan  per- 
pendiculairement à  l'arête  du  dièdre.  Les  trièdres,  en  nombre 
infini,  répondant  à  la  question,  se  divisent  donc  en  deux  groupes, 
et  les  trièdres  d'un  même  groupe  ont  une  arête  commune.  Les 
deux  groupes  ont  un  trièdre  commun  formé  par  les  deux  arêtes 
de  ce  geni-e  et  par  l'arête  du  dièdre. 

Les  trièdres  équivalents  au  système  proposé  (directions  «,  b,  c) 
se  divisent  de  la  même  façon. 

IIL  —  Equilibre  d'un   systL:me  libre. 

Comme  application  des  théories  qui  précèdent,  cherchons  d'a- 
bord les  conditions  d'équilibre  d'un  aéroplane  dont  le  moteur  ne 
fonctionne  pas.  En  pratique,  un  pareil  système  est  sensiblement 
symétrique  par  rapport  à  un  plan.  Mais  la  symétrie  n'est  jamais 
parfaite;  elle  disparaît  même  tout  à  fait  quand  on  manœuvre  le 
gouvernail  de  direction.  11  n'est  donc  pas  sans  intérêt  de  traiter  la 
question  en  restant  dans  le  cas  général  d'un  système  dépourvu  de 
plans  de  symétrie. 

Pour  que  l'équilibre  ait  lieu,  il  faut  que  les  pressions  admettent 
une  résultante,  et  que  celle-ci  soit  égale  et  opposée  au  poids  appli- 
qué au  centre  de  gravité. 

Nous  avons  vu  que,  si  les  pressions  admettent  une  résultante 
passant  par  un  point  donné,  celui-ci  se  trouve  nécessairement  sur 
l'hyperboloïdc  H  défini  par  l'équation  (11).  Si  donc  l'appareil 
n'est  pas  disposé  de  façon  que  son  centre  de  gravité  appartienne 
à  cette  surface,  l'équilibre  est  impossible  ;  il  y  a  alors  rotation 
indéfinie  autour  du  centre  de  gravité. 
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II faut  ensuite  que  l'une  des  génératrices  passant  au  centre  de 
gravité  soit  dirigée  verticalement  :  la  génératrice  qui  doit  être  ainsi 
orientée  est  celle  qui  représente  la  ligne  d'action  du  vent.  Les 
choses  étant  en  cet  état,  le  vent  est  nécessairement  incliné  sur 
l'horizontale;  il  n'en  serait  autrement  que  si  l'on  avait 

A/2-|-Bm2+G«2=o, 

condition  irréalisable,  puisque  A,  B,  C  sont  positifs. 

Cette  quantité  étant  positive,  la  direction  du  vent  doit  faire  un 
angle  aigu  avec  la  verticale  ascendante.  D'après  cela  : 

Un  aéroplane  rigide,  sans  moteur,  ne  peut^  quelle  que  soit 
sa  forme,  demeurer  immobile  si  le  vent  est  horizontal.  L'équi- 
libre n'est  possible  que  dans  un  vent  ascendant. 

Voyons  maintenant  ce  qu'on  peut  dire  au  sujet  de  la  stabilité. 

L'action  du  vent  n'admet  pas  de  potentiel.  On  le  reconnaît 
immédiatement  en  remarquant  que,  pour  un  élément  isolé,  le  tra- 
vail du  vent,  quand  on  passe  d'une  position  à  une  autre,  dépend 
non  seulement  de  la  trajectoire  suivie  par  le  centre,  mais  encore 
des  orientations  prises  successivement  par  cet  élément.  On  peut, 
notamment,  annuler  ce  travail  en  faisant  d'abord  tourner  l'élément 
autour  de  son  centre  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  parallèle  au  vent, 
puis  en  le  maintenant  parallèle  au  vent  pendant  que  le  centre  se 
déplace,  et  en  lui  imprimant  enfin,  autour  de  son  centre,  une 
rotation  qui  l'amène  à  sa  direction  finale. 

On  ne  peut  donc,  pour  reconnaître  si  l'équilibre  est  stable, 
avoir  recours  à  la  méthode  basée  sur  la  considération  du  potentiel. 
La  seule  ressource  est  d'étudier  les  mouvements  autour  de  la  posi- 
tion d'équilibre,  et  de  rechercher  si  ces  mouvements  demeurent 
très  petits  quand  le  temps  augmente  indéfiniment.  Pour  faire  cette 
étude  d'une  manière  rigoureuse,  il  faudrait,  dans  l'expression 
KSV^  sin  f ,  considérer  V  comme  étant  la  vitesse  relative  du  vent 
par  rapport  à  chaque  élément,  et  i  comme  étant  l'angle  d'incidence 
de  celte  vitesse  relative.  Le  problème  deviendrait  alors  très  com- 
pliqué et  le  système  cesserait  d'être  entièrement  caractérisé  par  les 
quinze  coefficients  (3)  et  (4).  Aussi,  pour  ne  pas  sortir  du  cadre 
de  cette  étude,  me  bornerai-je  à  l'examen  du  cas  dans  lequel  la 
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masse  et  les  moments  d'inertie  du  système  sont  assez  grands  pour 
que  les  oscillations  autour  de  la  position  d'équilibre  s'effectuent 
avec  une  grande  lenteur.  J'admettrai  que,  vu  cette  lenteur,  on  peut 
négliger  Tinfluence  de  la  vitesse  propre  de  chaque  élément. 

Dans  l'état  d'équilibre,  la  somme  des  moments  des  pressions  est 
nulle  par  rapport  au  centre  de  gravité,  et  la  résultante  des  pressions 
est  égale  et  opposée  au  poids.  Si  le  système  prend  un  petit  mou- 
vement de  translation,  sans  que  la  vitesse  du  vent  soit  altérée,  ce 
mouvement,  une  fois  commencé,  ne  peut  être  arrêté  que  par  l'ef- 
fet d'une  variation  dans  la  résultante  des  pressions.  Comme  nous 
négligeons  l'influence  de  la  vitesse  de  translation  sur  celte  résul- 
tante, nous  devons  admettre  que  le  mouvement  continue  indéfini- 
ment, mais  il  est  bien  entendu  qu'en  pratique  le  système  ne 
tarderait  pas  à  stationner  de  nouveau  dans  une  position  peu  diffé- 
rente de  la  première,  sans  avoir,  d'ailleurs,  la  moindre  tendance 
à  retourner  vers  celle-ci. 

Voyons  maintenant  ce  qui  arrive  si  le  svstème  change  d'orien- 
tation. Observons  tout  d'abord  qu'une  rotation  autour  de  la 
direction  du  vent  ne  modifie  pas  la  situation  de  l'appareil  relati- 
vement à  cette  direction  ;  après  comme  avant  la  rotation,  la  somme 
des  moments  des  forces  demeure  nulle  par  rapport  au  centre  de 
gravité,  en  sorte  que  la  rotation  n'a  aucune  raison  de  cesser.  Eu 
réalité,  elle  ne  cesse  que  par  l'effet  des  variations  de  pression  dues 
à  la  vitesse  de  rotation.  Ces  variations  ont  pour  résultat  d'arrêter 
le  système  dans  une  orientation  diflérente  de  la  j)remière.  Ainsi 
placé,  le  système  est  sollicité  par  deux  forces  appliquées  à  son 
centre  de  gravité  et  égales  entre  elles;  mais  ces  forces  ne  sont  plus 
directement  opposées,  en  sorte  que  le  centre  de  gravité  va  main- 
tenant se  mouvoir  suivant  la  direction  de  leur  bissectrice  et  l'équi- 
libre ne  peut  plus  être  rétabli  que  par  l'intervention  d'une  force 
auxiliaire  capable  de  reproduire  l'orientation  primitive. 

Ces  considérations  montrent  qu'un  aéroplane  indéformable 
privé  de  moteur  n'est  jamais  en  équilibre  stable;  les  lents  mou- 
vements de  rotation  qu'il  est  susceptible  de  prendre  autour  d'un 
axe  passant  par  son  centre  de  gravité  et  parallèle  au  vent  ne  sont 
limités  (|ue  par  les  résistances  provenant  de  la  rotation  elle-même, 
en  sorte  (pie  la  rotation  inverse  n'a  aucune  raison  de  se  produire 
et  ils  entraînent  un  déplacement  indéfini  du  centre  de  gravité. 
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Sans  insister  davantage  sur  ces  considérations  générales,  je 
vais  chercher  à  préciser  la  nature  des  niouvennents,  très  lents  par 
hypothèse,  que  le  système  est  susceptible  de  prendre  autour  de 
son  centre  de  gravité. 

Partons  d'une  position  pour  laquelle  il  y  a  équilibre,  et  pour 
laquelle,  par  conséquent,  les  moments  L,  M,  N  sont  nuls.  Si  nous 
faisons  tourner  le  système  de  trois  petits  angles  cp,,  cpa,  cp^  autour 
de  ses  axes  centraux  d'inertie,  la  direction  relative  du  vent  se 
modifie.  Soient  A/,  A  m,  A/i  les  variations  éprouvées  par  les  cosi- 
nus /,  m,  n.  On  a 

AZ    =  Oj/i  —  03  m, 
Am  =  (03/'   —  '■?!«, 
Art    =  CÇi  rtt  —  (p2 1, 

et  les  moments  acquièrent  les  valeurs  suivantes  :■ 

L  =  KV2(Xi  M  +  X,  ^m  +  X3  Art), 
M  =  KV2 (iJ-iM  -h  IX., \m  -+-  113 Art ), 
N  =  KV2  (vi  A/ -H  72  Arti -+- V3  Art); 

les  coefficients  X,  jjl,  v  étant,   cela  va  sans  dire,  calculés  pour  les 
axes  centraux  d'inertie. 

Remplaçons  A/,  Am,  A/i  par  leur  valeur  et  posons 

1    L,=  KV2(X3m— X2«),  L2=  KV2(X,rt— X3O,  L3  =  KV^CX.  ^  —  X,/rt), 

(17)    1  M,=  KV2([X3rti  — [JL2n),         M,=  KWHii,n-^3i),         M3=  KY^ii.J  —  inm), 

f    Ni   =  KV2(V3   /rt—    V2/i),  N2=   KV2(V,   rt—    V3/),  N3=KV2(V2   ^-    Vi/rt). 

Il  vient  » 

L=  Li(f>iH-  Ljtpi-f-  L3CP3, 

M  =  M,(pi-|-  M2<f2-i-  M3«p3, 
N    =    NiC0,-4-    N2f2-H    N3<p3. 

Soient  A,,  A2,  A3  les  moments  d'inertie  principaux.  L'une  des 
équations  du  mouvement  de  rotation  est 

Ai-^ -4-(A3— ;A2)9'/-=  L. 

Je  suppose  la  rotation  assez  lente  pour  qu'on  puisse  négliger  le 
produit  qr  et  je  remplace  -J-  par  sa  valeur  -7-^-'  J'adjoins  enfin  à 
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l'équation  ainsi  trouvée  les  deux  équations  analogues  obtenues  par 
permutation.  Il  vient 


LiC5i+  Ljcpî-)-  Lsfs, 


A3    -^   =    N,C2,+    N2O.4-    N3P3. 

Cherchons  une  solution  de  la  forme 

(18)  ç,=  G,e">',         cp2=G2ew',         (pj  =  C3  e"// 

dans  laquelle  C(,  Co,  C3,  co  désignent  des  constantes.  En  substi- 
tuant et  éliminant  C(,  Co,  C3,  on  est  conduit  à  l'équalion  en  to 


(<9) 


L,— Aïojï  L2  L3 

Ml  M2— A2a)2  M3 

N,  N2  N3-A3W2 


Eu  égard  aux  équations  (17),  on  vérifie  sans  peine  que  le  déter- 
minant 

Li      U     U 

M,      M2      Ma 

N,     N2     N3 

est  identiquement  nul. 

L'équation  (19)  admet,  d'après  cela,  la  racine  double  iu2:=o. 
Développons  et  divisons  par  A,  A2A3C02,  puis  posons 


(20) 


Al         A  2 


N3 
Aj^ 


M2N3— NjMî        N3L1— L3N,        L,M2— ISI.Lj 


A2A3  A3A1  A,A2 

l'équation  prend  ainsi  la  forme 

(o*  —  l'w'-H  Q  =  o. 

Pour  que  tous  les  mouvements  représentés  par  les  équations  (18) 
puissent  conserver  une  amplitude  très  petite,  il  est  nécessaire  que 
toutes   les   valeurs    de  to   soient    purement    imaginaires,    car   ces 
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racines,  étant  deu\  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  ne  peuvent 
avoir  de  j)arties  réelles  sans  que,  pour  certaines  d'entre  elles, 
l'exponentielle  e^^  soit  indéfiniment  croissante.  Il  faut,  en  d'autres 
termes,  que  toutes  les  valeurs  de  to'^  soient  réelles  et  négatives,  ce 
qui  conduit  aux  conditions  suivantes  : 

P^>4Q,        P<o,        Q>o. 

Quand  ces  conditions  sont  remplies,  le  s}'stème  possède  le 
maximum  de  stabilité  dont  il  est  susceptible,  c'est-à-dire  qu'en 
dehors  de  la  rotation  continue  autour  de  la  parallèle  à  la  direction 
du  vent  (rotation  à  laquelle  correspond  la  racine  double  to^  =  o), 
les  mouvements  présentent  le  caractère  oscillatoire. 


IV.  —   Équilibre  d'un  système  possédant  un   point  fixe 

ou    UN    AXE    FIXE. 

Prenant  d'abord  le  cas  d'un  point  fixe  O,  plaçons  l'origine  des 
coordonnées  en  ce  point,  et  soient  p  le  poids  du  système,  x^  y,  z 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G,  /',  m',  n'  les  cosinus  direc- 
teurs de  OG,  i  l'inclinaison  du  vent  sur  la  verticale. 

On  a  les  conditions 

iW  -\-  mm' -\-  nn'  =  cosi, 
L-hp{n'y  —  m'z)  =  o,     M.-\-p(l'z  —  n'x)  =  o,     N-hp(m'x— ry)  =  o, 

d'où,  en  éliminant  /',  m',  n\ 

iipxcosi  —  mN  — /iM)2 
-h{py  cosi—  nL  —  /N)2 
■+-(p  2  cosi  —  /M  —  mh)-  =  p^{lx  -\-  my  -\-  nz)^. 

En  remplaçant  enstiilc  L,  M,  N  |)ar  leurs  valeurs  ('j),  on  |)ar- 
vient  à  une  éf[ualion  du  ([uatriènie  degré  en  /,  m,  n,  à  laquelle 
il  faut  joindre  les  relations 

l^  -4-  m2  4-  n"  =  I 
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et 

Lx  -h  My  -h  Nz  =  o. 

Celle-ci  est  linéaire  en  /,  m,  n.  Ces  trois  équations  déterminent 
/,  m,  n  et  font  connaître,  par  suite,  l'orieutalion  du  sjstènie  par 
rapport  au  vent.  Il  faut  ensuite  faire  tourner  le  système  autour  de 
la  parallèle  au  vent  menée  par  l'origine  jusqu'à  ce  que  la  direc- 
tion OG  devienne  verticale,  ce  qui  est  possible  en  vertu  de  la  pre- 
mière équation  (21). 

L'équation  (22),  si  l'on  j  remplace,  dans  le  premier  membre, 
p  par  (/^-h  m^ -\-  n'-')  p  et  si  l'on  y  multiplie  le  second  membre 
par  (/^+  m'^  -j-  n^),  devient  homogène  en  /,  /??,  n.  La  direction 
/,  wi,  n  est  ainsi  donnée  par  l'intersection  d'un  cône  du  quatrième 
degré  avec  le  plan 

Lx  +  My  -+-  N  c  =  o. 

Si  les  génératrices  d'intersection  sont  toutes  imaginaires,  le 
système  n'admet  aucune  position  d'équilibre  et  est,  par  consé- 
quent, animé  d'un  mouvement  perpétuel. 

Quand  le  centre  de  gravité  se  trouve  au  point  fixe,  x^  y,  z 
sont  nuls,  et,  en  vertu  des  équations  (21),  il  en  est  de  même  de 
L,  M,  N.  L'équation  (9.2)  est  alors  identiquement  vérifiée. 

Soit  maintenant  le  cas  d'un  axe  fixe.  La  seule  condition  d'équi- 
libre est  que  la  somme  des  moments  des  forces  soit  nulle  par  rap- 
port à  cet  axe.  En  nous  bornant  au  cas  où  le  centre  de  gravité  est 
sur  l'axe  et  eu  faisant  coïncider  celui-ci  avec  O^',  nous  avons  à 
écrire 

L  =  o 
ou  bien 

(aS)  À,  / -4- )w"i  +  ^^.i"  =  o. 

Soit  i  l'angle  que  forme  avec  O^  la  direction  du  vent;  /,  in^  n 
doivent  vérifier  les  deux  relations 

/  =  cos  i,         m2  -H  n-  =  sin^  i. 
Posons 

m  —  sint  cosO,  n  =  sint  sinO, 

X2=/icosa,  X3=/jsina. 


—  31  — 
L'équation  (28)  prend  la  forme 

Xj  cosi  -r-  A  sint  cos(0  —  a)  =  o, 

et  celle  équation  donne  deux  valeurs  de  0  répondant  à  la  question. 
Pour  qu'elles  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  la  valeur  absolue 

de  tanff  i  soit  supérieure  à  —     '  Si  doue  le  vent  fait  avec  l'axe 

.  Ai  +  x^ 

un  angle  inférieur  à  une  certaine  limite,  l'équilibre  est  impossible: 
on  a  un  moulin  animé  d'une  rotation  perpétuelle.  Lorsque  le  vent 
souffle  perpendiculairement  à  l'axe,  les  deux  positions  d'équilibre 
existent  toujours  et  elles  sont  alors  diamétralement  opposées;  la 
même  chose  a  lieu  quand  le  coefficient  }v,  est  nul. 

Supposons  que  le  système  tourne  d'un  petit  angle  s  par  rap- 
port à  une  position  d'équilibre.  En  désignant  par  A  le  moment 
d'inertie,  on  a  l'équation  du  mouvement 

L'équilibre  est  stable  ou  instable  suivant  que  sintsin(a  —  8) 
est  négatif  ou  positif.  Comme  les  deux  positions  d'équilibre  cor- 
respondent évidemment  à  des  valeurs  de  sin(a  —  9),  qui  sont 
égales  et  de  signes  contraires,  l'une  de  ces  positions  est  stable  et 
l'autre  instable. 

La  condition  nécessaiie  et  suffisante  pour  qu'un  système  (oimé 
d'éléments  plans  et  mobile  autour  d'un  axe  fixe  passant  par  son 
centre  de  gravité  possède  une  position  d'équilibre  stable  est  donc 
que  le  vent  fasse  nn  angle  suffisamment  grand  avec  la  direction 
de  l'axe.  Il  en  est  tout  autrement  avec  les  s^'stèmes  comportant 
des  surfaces  courbes  ;  c'est  ce  que  démontre,  par  exem|)lc,  la 
rotation   d'un   anémomètre   à   godets   soumis  à  l'action  d'un  vent 


perp( 


diculaire  à  son  axe. 
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SUR  LA  CONTINUITÉ  DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE; 
Par  m.  Auxhur  Mallski. 

Tout  revient  à  démontrer  le  théorème  suivant  : 
Soit  l'équation  algébiirjue 

f{x)  =  ao-\-  aix  -h. .  .-\-  a„,x"'=  o; 

quel  que  soit  le  nombre  positif  A,  on  peut  lui  faire  corres- 
pondre un  nombre  positif  e  tel  que,  si  les  rapports 


sont  inférieurs  à   e   en   valeur   absolue^    V équation  proposée 
admet  p  racines  dont  les  valeurs  absolues  sont  supérieures  à  A. 

J'appelle  ici  valeur  absolue  du  nombre  z  =^  x  -\-  iy  le  nombre 
+  \lx'^-\-y'^  et  je  poserai,  pour  abréger, 


^'  =  -4-  i^ x'--^-  y'^. 

Si  toutes  les  racines  de  l'équation  f(^x)=io  sont,  en  valeur 
absolue,  inférieures  au  nombre  positif  a,,  la  valeur  absolue  de  la 
somme  des  produits  p  à  p  de  ces  racines  est  moindre  que  C^,a^, 
en  sorte  qu'on  a 

^LUÎrJl  <  C''  7.1' 

Par  conséquent,  dès  l'instant  où  l'on  a 

a'  i\i'  a''  ' 

l'équation  f{x)  =  o  admet  certainement  une  racine  .r|  telle  que 
x\  >a,. 

Cette  conclusion  subsiste  même  si 

ci'm     _  i_ 

n'  C.l'  a.1'  ' 
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à    condition    que     ±  a,     ne    soit     pas     racine     de    f{x)  =:  o 

1.   Posons 


et  supposons  que  tous  les  rapports 


'-''III— 1>  "'m-p  '^in-p 

soient  inférieurs  à  s,. 

Divisons  le   polynôme  f{x)  par  i ;  désignons  le  quotient 

par  fi{x)\  f\{x)  est  un  poljnonie  entier  en  :r  de  degré  m  —  i, 
que  nous  pouvons  représenter  par 

bç)^  bix  -\~  b-ix"^  +  .  .  .-4-  bm-iX"^-K 
Un  calcul  facile  donne 

X\ 


^  m— p — •  ^m—p~^  '■ 


bin-l  —  (irn—l  + 


xi  x'l'-i> 

1 

Cl,,,  -1  a„i—p+i        a„i—/,  «0 


x'I 


En  tenant  compte  de  l'expression  de  bm-p-,  on  voit  immédiate- 
ment qu'on  peut  écrire 


b/n—p-hl —  (l-/n—p+l~^  b„i-p, 

X\ 

_  I  I     , 


1  '  '  '        / 

Oni-\         =  ^111     I         ■+-  ^-  «/«-2  +  .  ■  .  +   ^^TTJ  am-p+l  -+"   J^J^T  0„,_/,. 

Considérons  le  rapport  ."'"'   et  cherchons-en   une  limite  supé- 
XXXVII.  3 
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rioiiro.    Désignons    par  N    un    nombre    au    moins    égal  à   la    plus 
grande  valeur  absolue  des  difi'érents  rapports 


-/)-i 


Si  l'on  a  pu  choisir  a,   Ici  que 

a,  >  N  +  ■>., 

el  nous  verrons  dans  un  instant  que  c'est  possible,  on  voit  facile- 
ment qu'on  a 


,  -  \  -  1        a'; 


En  elFet,  on  a 


bm-\ 
Oni—u 


am-\ 


;:jrrri(tii,-,,-^i 


Chu    II  -+-  ('i 


T',"    I' 


OU  encore 


«,„_  1  r      Clm    -i 


"lll—\  f^lll     II  ■^1    (^lll-p 


b,n~i 


On  en  déduit 


r^< 


^•''-^i; 


i-N 


1  >^'iii  —  i) 


I 


1         '^^111-/1 


i'r-) 


\ 

,'"-/' 


et,  a  fortiori,  puisque  a,  >  i , 


1\— I  a/'-' 


Ou  a,  de  la  inèine  manière, 
b' 


b'„ 


< 


a,-   N  ^-  I      .a','- 2' 


0',„ 


< 


e,a, 


à'm-p  a,— N  — I        a, 
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Tous  les  nombres  qui  constituent  les  seconds  membres  des  iné- 
galités précédentes  sont  inférieurs  au  dernier  d'entre  eux  qui,  lui- 
même,  est  manifestement  inférieur  à  —,  car,   si  l'on  remplace  e. 

ai  '  t^  ■ 

par  sa  valeur  et  si  l'on  remarque  que  le  nombre  a,  —  N —  i  est  au 
moins  égal  à  i  en  vertu  des  hypothèses,  on  a  sûrement 


a,-N  —  I    "  ty, 
pourvu  que  /?  >  i .  Or,  ce  calcul  est  sans  objet  lorsque/?  =  i . 

2.    Déterminons  maintenant  le  nombre   positif  'x^  pai'  'a  con- 
dition 

t.  _  I 

et  posons 

—  =  £9. 

On  voit,  comme  précédemment,  que  tous  les  rapports 

sont  lous  inférieurs  à  eo. 

Par   conséquent,   l'équation  f^(^x)  =  o    admet    au    moins    une 
racine  X2  telle  que 

D'un  autre  côté,   on  établit  par  un   calcul  analogue  ^au  précé- 
dent que  les  rapports 


K;     ,, 


sont  tous  inférieurs  à  — ^^ et,  par  suite,  à  2N,  pourvu  qu'on 

suppose 

a,  >-,(IN  +  i), 

inégalité  non  contradictoire  avec  l-a  précédente  limite  de  ai. 

Divisons  à  présent  le  polynôme  _/",  (xj  par  i ^  et  désignons 

le  quotient  p;ir  /o(.r)  ;  on  voit,  en  raisonnant  comme   précédem- 
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inenl,  que,  si  aj  désigne  un  nombre  positif  lel  que 


et  si  l'on  pose 

2 

£3=  —  » 

les  valeurs  absolues  des  rapports  des  /?  —  2  coefficients  des  plus 
hautes  puissances  de  x  du  polynôme /2(^)  à  celui  Ae  x'^'P  sont 
inférieures  à  £3.  Par  conséquent,  une  racine  au  moins  de/2(:r)  =  o, 
soit  ^3,  satisfait  à  la  condition 

ar'3  >  «3. 
Si,  eu  outre,  on  a  pu  prendre 

aj  >  •2('2lV  H- 1) 

ou  même,  ce  qui  est  plus  simple, 

a,  >4(N+i), 

les  valeurs  absolues  des  rapports  des  m  — p  premiers  coefficients 
de/2(^)  au  suivant  sont  inférieures  à  4^. 

3.   Continuons    ainsi  jusqu'à   ce  que  nous   arrivions  au    poly- 
nôme y),(a^). 

Nous  avons  eu  à  écrire  les  égalités  suivantes  : 

a,,— 1  =  'i  \u,„  .|,^^  ot/;, 


«1    =-2G'/,r',(«2)''^'. 

En  même  temps,  nous  avons  supposé  qu'on  pouvait  prendre 

a,>2    (N  4-1), 
a2>  2MN  +  1), 


a/,  >  2/'(N  4-  i). 
D'après  les  égalités  précédentes,  toutes  ces  inégalités  sont  satîs- 
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faites  si  l'on  prend  seulement 

a/,>-2P(N  +  i). 
On  prendra  ensuite 


I 

El  = 


Alors,  si  ap  vérifiant  la  condition  précédente,  on  a  de  plus 

a/<  >  A, 

A  étant  un  nombre  positif  donné  à  l'avance  aussi  grand  qu'on 
veut,  on  voit  que  les  p  nombres  x\^  x'.^,  .  ..,  x'  sont  tous  supé- 
rieurs à  A. 

L'équation  f{x)  =  o  admet  donc  p  racines  a:, ,  ^27  •  •  •?  ^p  dont 
les  valeurs  absolues  sont  supérieures  à  A. 

Enfin,  les  valeurs  absolues  des  rapports  des  m  — p  premiers 
coefficients  de  fp{x)  au  dernier  sont  inférieures  à  a/'xN,  en 
sorte  que,  d'après  un  théorème  connu,  toutes  les  racines  de 
l'équation  fp(^x)  =  o  sont,  en  valeur  absolue,  inférieures  à 
2PxN  +  i. 

Le  théorème  est  complètement  démontré. 


SUR  CERTAINES  TRANSFORMATIONS  DE  CONTACT; 
Par  m.   L.   Raffy. 


Certaines  transformations  de  contact  permettent  de  déduire 
d'une  surface  quelconque  une  autre  surface  telle  que  les  nor- 
males menées  aux  points  correspondants  de  ces  deux  surfaces 
soient  toujours  dans  un  même  plan.  Cette  propriété  appartient 
à  des  transformations  de  contact  plus  générales,  qu'il  y  aurait 
intérêt  à  déterminer,  dans  leur  ensemble,  mais  dont  nous  ne  ferons 
que  donner  quelques  exemples. 
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I. 


EQUATIONS    GENF.RVLES. 


i.  Deux  surfaces  (S)  et  (S,)  étant  supposées  se  correspondre 
point  par  point,  soient  x,y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  M  de  la  première;  p,  q^  —  i  les  coefficients  directeurs  et  a, 
b,  c  les  cosinus  direcleiiis  de  la  normale  en  M.  Représentons  par 
des  lettres  alTcctées  de  l'indice  i  les  éléments  similaires  relatifs  au 
point  M^  qui  correspond  sur  la  surface  (S,)  au  point  M. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  normales 
en  M  et  en  M,  soient  dans  un  même  plan  se  présente  d'elle-même 
sous  les  deux  formes  équivalentes 


(I) 


X  —  X\ 

a 

«, 

.7- 

—  ^\ 

/' 

/'i 

y-y\ 

b 

b, 

=  o, 

.'' 

-J'I 

y 

'h 

Z  —  Zi 

c 

Cl 

Z 

■    ^1 

—  I 



(•') 


Si  l'on  veut,  de  plus,  que  le  plan  des- deux  normales  passe  cons- 
tamment par  un  point  fixe,  connue  dans  l'inversion,  on  aura,  en 
prenant  ce  point  fixe  pour  origine  des  coordonnées,  les  deux 
conditions 


(2) 


X       3"! 

y  y\ 


X       Xx 

y  ji 

z        Z\ 


C\ 


(3) 


qui  entraînent  l'équation  (i),  sauf  si  les  points  M  etU,  sont  cons- 
tamment en  ligne  droite  avec  l'origine.  L'é(juation  (i),  jointe 
à  l'une  des  conditions  (2)  et  (3),  enlrainc  l'autre,  sauf  si  la  nor- 
male de  l'une  des  surfaces  contient  le  point  correspondant  de 
l'autre. 

Si  le  plan  des  deux  normales,  au  lieu  de  |)asser  pai-  un  point 
fixe,  reste  parallèle  à  une  droite  fixe,  que  nous  prendrons  pour 
axe  des  2,  on  a  les  deux  conditions 


(4) 


y—y\ 


X  —  X 

y —y 


'h 


(5) 


qui  entrainont  Téqiialion  (i'),  sauf  si  les  pointsM  et  M,  sont  tou- 
jours sur  une  parallèle  à  l'axe  des  z.  L'équation  (i'),  jointe 
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à  l'une  des  conditions  (4)  et  (5),  entraîne  l'autre,  sauf  si  la  nor- 
male à  l'une  des  sur/aces  contient  le  point  correspondant  de 
l'autre. 

Si  les  deux  normales  se  coupent  à  distance  finie  et  si  leur  point 
d'intersection  est  équidistant  des  deux  points  correspondants  M 
et  M,,  comme  dans  I  inversion,  on  a  les  deux  conditions 

...  a  —  <7,  b  —  h,         c  —  r, 

(^)  -z : 


y—7i 


qui  expriment  cpie  les  surfaces  (S)  et  (S|)  sont  les  deux  nappes 
d'une  enveloppe  de  sphères  dépendant  de  deux  paramètres. 

II.    —   Transformations  ponctuelles. 

2.  Soit  une  transformation  ponctuelle,  définie  par  les  trois 
relations 

(i)  a:;i  =  Xiix,y:Z),        71  =  ^1(^,7,^),  0,  =  3,  (.r,  y,  :;  ). 

Il  est  facile  de  calculer  les  coefficients  directeurs  de  la  normale 
à  la  surface  lieu  du  point  (a7( ,  ^j ,  ^j  ).  Si  l'on  pose  d'une  manière 
générale 

D(  Jf,  i>  )  Ou     dv  Ov     Ou 

u  et  V  étant  deux  quelconques  des  trois  coordonnées  x ^  y ^  z  et  W(, 
P)  deux  quelconques  des  trois  coordonnées  Xy,  yi^  2(,  on  trouve 

/^  D(r,,3,)      .D(.K,.-,)        n(.ri,si)' 

I  D{r,s)  {){z..r)  \){x,y) 

,    .  ]  .  ,  D(  ^i..r,  )         ,  î){z\.Tt)  DiZi,Xi) 

'  '  ^{y,~-)  D(-,x)  0(37,7; 

À  Cl  =  a—- ■ —  -f-  b  -7— — ■ h  c  -r- —  • 

(  0(7,2)  0(5,  .rj  0(.r,  7) 

En  substituant  ces  valeurs  de  «(,  6,,  C|  dans  la  condition  (i)  du 
n"l,  on  a  une  équation  dont  le  premier  membre  est  une  forme 
quadratique  par  rapport  aux  trois  paramètres  rt,  />,  c.  Les  coefli- 
cienls  de  cette  forme  ne  dépendent  que  de  x,  y,  z  comme  .2;,, 
J'i,  Zi.  En  conséquence,  pour  que  les  normales  aux  deux  sur- 
faces (S)  et  (S|)  soient  dans  un  même  plan,  quelle  que  soit  la  sur- 
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face  (S),  il  faut  et  il  suffit  que  les  six  coefficients  de  celte  forme 
quadratique  soient  nuls.  Cela  fait  six  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  entre  les  trois  fonctions  a?,,  y^^  5,  des 
variables  x^  y^  z. 

3.  Sans  entrer  dans  la  discussion  de  ce  système,  on  peut  en  indi- 
quer une  solution.  Gherclions,  en  efl'et,  les  transformations  ponc- 
tuelles dans  lesquelles  les  deux  normales  appartiennent  à  un  même 
plan,  passant  constamment  par  l'origine  des  coordonnées.  La  sur- 
face (S)  étant  supposée  quelconque,  la  condition  (2)  du  n°  1  doit 
se  réduire  à  une  identité  :  les  points  M  et  M,  sont  toujours  en 
ligne  droite  avec  l'origine.  Posons  donc 


(3) 


■^1  ^  .Y\ 
X         y 


=  ^{T,y,z). 


A  l'aide  des  formules  (2)  nous  trouvons 


(4) 


=  —  {ax  -^  by  -\-cz)^'j.+  a{xWj.-^y(i\^  z^'.-h^), 
=  —  (aa-  -t-  6_7  -1-  c^)0^.  +  6(a70^-l-70',.-f-z61  -+-  0), 


0 
lbj_ 

0 

-^  =  —  {ax-\-by-\-cz)^',+  c{x^'^^ y^\.-^  z^'.-^^), 


de  sorte  que  la  condition  de  concours  des  normales  devient 

{ax  +  by  -\-  cz) 


X 

a 

K 

y 

b 

0;. 

z 

c 

0: 

La  surface  (S)  étant  supposée  quelconque,  on  doit  avoir 


(5) 


^  =  ^  =  ^ 
X         y         z 


c'est-à-dire  que  9   est  une  fonction   de  x'^ -\- y- -\- z"^  seulement. 
Quelle  que  soit  d'ailleurs  cette  fonction,  les  formules 


(6) 


X         y  z  ^  -^ 


définissent  une   transformation  ponctuelle  dans  laquelle  les  deux 
normales  appartiennent  à  un  même  plan,   passant  constamment 
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par  l'origine.  Quand  6  varie  en  raison  inverse  de  ^'-+j''-+c-, 
c'est  une  inversion.  C'est  d'ailleurs  le  seul  cas  où  les  formules  (3) 
et  (5)  définissent  une  transformation  dans  laquelle  les  normales 
concourent  en  un  point  également  distant  de  leurs  points  d'inci- 
dence respectifs. 

Si  l'on  pose,  en  effet, 

[jt  =  a7  6^-r-jK0j. -I-  zd'.-h  0,  Jt  =  ax  +  b  y  -h  cz. 

les  formules  générales  (lo)  donnent 

ai  _  ^1         _         *"!         _     I 

ixa  —  hb'j.        iib  —  hO'y        [ac  —  hO'.        J'^ 

A  =  ;j.2  —  2  ix/,{a  e;^  ■+-  b  o;  +  c  e:  )  h-  //'-  (  o;,?  +  o;?  +  6'.2  ). 

Mais,  8  étant  une  fonction  de 

p  =z  X-  -r y^  -h  Z- , 

on  trouve  aisément 

,jt  =  0-^2p6'(p),    o;,?  +  0;2 ^- 012  =  4 p  o'2(p),    ao:,.+èG;,+  c6'.  =  2/ie'(p), 

de  sorte  qu'il  vient 

(7)  A  =  [0  +  2p6'(p)]2— 4A2e'(p)[6  +  pO'(p)]. 

Les  équations  (6)  du  n"  1  deviennent  ici 

«1  —  a  _  bi  —  b  _  Cl  —  c 

X        ~       y       ~       z 

En  j  substituant  les  expressions  de  «i,  6,,  C(  et  ayant  égard  aux 
équations  (5),  on  trouve 


■ip6'(p) 


/Â 


0-f-  2pO'(p) 


v/Â 


0  +  2  p  0'  (  p  ) 


^^po'(p)  _  "I 

v/^  "      J 


Comme  on  ne  saurait  avoir 


a        b        c 

X  ~  y  ~  z 


que  pour  une  sphère,  on  conclut 

0-f-';>pO'(p)  =  v/X 
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ce  qui  exige,  en  raison  de  la  valeur  (j)  trouvée  |)onr  \,/l. 

e-FpO'(p)  =  o. 

Ainsi  9  varie  en  raison  inverse  de  p,  et  l'on  a  une  inversion. 


i' 


4.  Comme  cas  limite  de  la  transformation  précédente,  supposons 
que  le  plan  des  deux  normales  en  M  etenMi  reste  parallèle  à  l'axe 
des  z^  quelle  que  soit  la  surface  (S).  La  condition  (4)  du  n"  1  exige 

^i  =  x-,      yi=r 
et  l'équation  générale  (i')  se  réduit  à 

On  en  conclut  que  z^  est  une  fonction,  d'ailleurs  arbitraire,  de  :; 
et  que  la  transformation 

Xi^x,       y\=-y,       zi=f{z) 

est  la  seule  transformation  ponctuelle  dans  laquelle  les  deux 
normales  appartiennent  à  un  même  plan,  constamment  paral- 
lèle à  l'axe  des  z.  On  a  en  même  temps  une  interprétation  géo- 
métrique de  la  condition  qui  consiste  dans  l'évanouissement  du 
déterminant  fonctionnel  de  de;ix  fonctions  z[x^  y),  St  (^,  y)- 

Signalons  encore  une  application  des  formules  (2).  Si  l'on  veut 
que  les  normales  en  M  et  M)  soient  constamment  parallèles,  quelle 
que  soit  la  surface  (S),  on  devra  écrire  que  les  trois  expressions 

qui,  en  vertu  des  relations  (^2),  sont  des  formes  (piadratiques  en  a, 
6,  c,  ont  tous  leurs  coeflicients  nuls.  On  arrive  ainsi  aux  liuit 
é(|ua  lions 

D(ri-^i)  ^  r>(z,,^,)  ^  D(y,,ri) ^ 

IHr. -)  ^{z,x)  Di-r,  j)  ' 

D(.rN^.>  ^  D(-M.3ri)  ^   r)(.r,.j-,)  ^  ^ 

D(.ri^-'i)  ^   y^'  z,,x,)  ^  D(.ri,.K.)  ^  ^ 

dont  l'intégration  est  facile.  On  ne  trojive  d'autre  transformation 
qu'une  houiothétie,  combinée  avec  urie  translation. 
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m.   —  Transformations  de  contact  de  seconde  classe 
(a  deux  équations  directrices). 


5.  Comme  transformation  de  cette  classe  donnant  lieu  à  des 
normales  concourantes,  on  peut  citer  la  transformation  apsi- 
dale,  qui,  avec  nos  notations, 

p  =  a72H-jK-+ -3-,  ro  =  .ra?! -I-JK71+ 32i,  ?i  = -î^î  -t-jK? -H -Sî, 

a  pour  équations  directrices 

pi  p   =  O,  CT   =  O, 

si  le  point  fixe  est  à  l'origine  des  coordonnées. 

Supposons  que  les  deux  équations  directrices  soient  quel- 
conques : 

La  théorie  des  transformations  de  contact  fournit  les  six  autres 
équations 


(3) 
(4) 
(5) 


dx 
Oy 


lJ.p=  A, 


X, 


A, 


dx 

~(j7 


~Pi  =  ''m  T ^-  ^2— ^ 

ÛXi  OXi 

d/i  dy^ 

I  —  Al  — h  A2  - — 

dz  dz\ 


(6) 
(7) 
(8) 


où  X, ,  Ào  et  [jL^ont  trois  inconnues  auxiliaires.  Éliminant  ces  trois 
paramètres  entre  les  équations  (3),  (4)  et  (5),  on  obtient  la  rela- 
tion 

dx       dx 


(9) 


dj^     (^4-., 

_^     à^     àj^ 
dz        dz 


—  o, 


qui,  jointe  aux  équations  (i)  et  (2),  permet  d'exprimer  j;, ,  jj/-, ,  5, 
en  fonction  de  .«,  j)^,  z,  /?,  rj. 

En  vertu  de  celte  dernière  condition,  les  équations  (3),  (4),  (;")) 


—  u  — 

se  réduisent  à  deux  distinctes,  les  deux  premières,  par  exemple; 
on  en  tire 


d'il  ]  d'1 1 

a  — i—  —  p  —^— 


p 


ô'b, 


y 


&i,^ 


Ox    ôj         dy    dx 


dx       ^    ày        '    (Jy 
Substituant  dans  les  équations  (6),  (^)  et  (8),  nous  trouvons 

(6)  _X;,,=  (^.y—  -;,  —  j—-(^y  _,_;,_ 


<)x. 


(7') 
(8') 


~lq,=  ifj 


Ox 


^■>-)ày,        V  ôx 


^>y 


^  Ox        '    ùy  j  Oz^        X^i  A-^ 


dx 


dy  j  dzx 


La  dernière  de  ces  formules  fait  connaître  \  et,  par  suite,  a,  1, 
et  Xo  ;  les  deux  précédentes  donnent/?,  et  q^.  La  transformation 
de  contact  est  entièrement  explicitée. 

6.  Pour  exprimer  que  les  normales  aux  points  (.r,  y^  :;)  et 
(.Tij^ij^,)  sont  dans  un  même  plan,  nous  avons  la  condition 
générale  (3)  du  n°  1, 

x  —  x^     />,        p 

y—y\    7i      7     =o, 

Z  —  Si         —  I        —  1 


qui  prend  ici  la  forme 


^4'2 


)^, 


7  -r P 

'  dx        '    Oy 


3C^ 


"J  1 


y- 

Z  —  Zx 


Oxi 

'^yt 

OZi 


()<>, 
"^■ô^ 


yi 


OXt 

p 

^ 

O'I., 
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Il  faut  et  il  suffit  pour  notre  objet  qu'elle  soit  vérifiée  par  tous 
les  systèmes  de  valeurs  de  p  et  q  qui  satisfont  à  l'équation  (9). 
Imaginons,  en  efiet,  qu'on  ait  tiré  ^mJKi  et  :;,  des  équations  (i) 
et  (2)  en  fonction  de  ^,y,  z  et  d'un  paramètre  auxiliaiic  //,  puis 
qu'on  ait  substitué  leurs  expressions  dans  les  équations  (9)  et  (10). 
Les  premiers  membres  de  ces  équations  contiennent  x,  y,  z,  p,  q 
et  u.  Si  donc  l'équation  (10)  n'est  pas  une  conséquence  de  l'équa- 
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tion  (9),  on  pourra  éliminer  le  paramètre  u  et  l'on  obtiendra  une 
équation  entre  x^  r,  z,  p,  q  :  la  surface  lieu  du  point  (^,  y,  z)  ne 
sera  pas  quelconque. 

En  conséquence,  il  faudra  exprimer  que  le  premier  membre  de 
l'équalion  (9),  qui  est  une  fonction  linéaire  de  p  et  q^  divise  celui 
de  l'équation  (10),  qui  est  quadratique  en  p  elq.  Cela  exige  trois 
conditions.  Les  fonctions  «j^i  et  (|;o  doivent  donc  vérifier  trois 
équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  pour  que  les  normales  aux  points  correspondants  des  deux 
surfaces  soient  dans  un  même  plan. 

7.  Nous  allons  indiquer  une  solution  assez  générale  du  pro- 
blème. Cherchons  des  transfoimations  de  seconde  classe  pour  les- 
quelles les  deux  normales  appartiennent  à  un  même  plan,  passant 
constamment  par  l'origine.  Dans  les  conditions  (2)  et  (3)  du  n"  1 
remplaçons/?,  ^,  — i  par  les  seconds  membres  des  équations  (3), 
(4),  (5),  et/?,,  ^,,  —  I  par  ceux  des  équations  (6),  {^^\  (8).  Nous 
trouvons  deux  relations  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 


X     a?i 


X        Xx 


dx 

ÔX\ 


K; 


X., 


■-fl 


dx 
dxi 


Elles  exigent  seulement  que  les  coefficients  de  \i  et  de  X2  dans 
les  premiers  membres  soient  proportionnels  :  supposons-les  nuls 
tous  les  quatre.  Nous  avons  ainsi  deux  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  linéaires  et  homogènes, 


(yzi  —  zyi) 
(yzi  —  zjK,  ) 


dx 
dx^ 


(zxi  —  XZi) 
(ZXi  —  XZi) 


0^ 
ày 

àyi 


04/ 


auxquelles  doit  satisfaire  chacune  des  fonctions  tj;,  et  'j/a-  Leurs 
intégrales  générales  sont  res|)ectivement 

^{x^-hy^-hz\  xxi-hyyi  +  zzi;  xi,yi,zi), 
<}^(x,y,z;  xxi-^yyi-hzzi,  x\ -hy] -h  z]), 


les  .symboles  <]>  désignant  des  fonctions  arbitraires  des  cinq  argu- 
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menls  sur  lesquels  ils  portent.  On  en  conclut  que  6  est  une  fonc- 
tion arbitraire  de  p,  rn  et  p(.  Les  équations  directrices  sont  donc 

6,  (C,  7TÎ,  Pi)  =  O,  iliiPfTn,  Pi)  =  o. 

Elles  expriment  que  deux  des  trois  expressions  p,  nj,  p,  sont  des 
fonctions  arbitraires  de  la  troisième,  de  sorte  qu'on  peut  prendre, 
par  exemple, 

^1  =    Pi— /<^P)  =   "i  't'2=  Cî  —  0(p)  =  O. 

On  reconnaît  alors  aisément  que  le  déterminant  qui  forme  le 
premier  membre  de  l'équation  (9)  et  les  deux  déterminants  du 
troisième  ordre  qui  figurent  au  premier  membre  de  l'équation  (10) 
sont  tous  les  trois  proportionnels  à 


A  = 


y   .ri 


de  sorte  que  ré(|uation  (10)  est  bien  une  conséquence  de  l'équa- 
tion (9). 

Pour  définir  géométriquement  la  transformation,  remarquons 
que  le  point  Xi.yi,  ^1  est  à  l'intersection  des  trois  surfaces 

Pi — ./(p)==<'i         ^  —  ?(?)  =  <^i         A  =  (). 

La  dernière  est  un  plan  passant  par  l'origine  O  et  par  la  nor- 
male MN  au  point  (^,  JK)  ^)  ^^  l^  surface  (S).  La  seconde  est  aussi 
un  plan  (P) 

TXi-h  yyi-h  zzi—  cp(pj  =  o, 

perpendiculaire  à    la  droite  OM.   La  première  est  une  sphère  de 
centre  O 

11  y  a  deux  points  M,,  qui  sont  à  rinlerscction  de  cette  sphère 
avec  la  droite  commune  aux  plans  A  =  o  et  (P),  droite  qui  est 
perpendiculaire  à  0\J.  Dans  la  transformation  apsidale,  le  rayon 
de  la  sphère  est  égal  à  p,  et  la  distance  d  du  plan  (P)  à  l'origine 
constamment  nulle;  ici  le  rayon  de  la  sphère  est  égal  à  y//'( 0 ")  cl 
la  distance  d  à  C5(p)  :  yo. 
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IV^.   —  Tkansformations  be  cojvtact  de  pueaiièue  classe 
(a  une  seule  équation  directrice ). 

8.  Comme  transformai  ions  de  cette  classe  donnant  lieu  à  des 
normales  concourantes,  on  peut  citer  la  transfovniatloii podaire, 
par  laquelle  on  passe  d'une  surface  à  sa  podaire;  dans  la  dila- 
tation, ou  passage  d'une  surface  aux  surfaces  parallèles,  les 
normales  correspondantes  sont  confondues. 

La  théorie  des  transformations  de  contact,  dans  le  cas  d'une 
seule  équation  directrice 


donne,  comme  on  sait, 

(2) 


àx        ^  âz 

ôy  ~  '^  ôz    ~  ''' 

ûj-i              Ozi 

Substituant  ces  valeurs  de  p,  q^pt  et  q,  dans  l'équation  géné- 
rale (i')  du  n"  1  qui  exprime  que  les  normales  aux  points  M(a7,jK,  s) 
et  M,  (a^, ,  yi ,  s,)  sont  dans  un  même  plan,  on  trouve 


(3) 


r^-y^   ÏÏ7. 


^1        T^ 


à'b 

ô'b 

ûx 

<Kt, 

0.)■^ 

dz, 

Telle  est  l'équation  aux  déiivées  partielles  à\\  premier  ordre, 
homogène  et  du  second  degré,  qui  détermine,  avec  la  fonction  -1/, 
l'ensemble  des  transformations  de  contact  de  première  classe,  dans 
lesquelles  les  normales  aux  points  correspondants  de  deux  sur- 
faces sont  constamment  dans  un  même  plan;  elle  est  intégrable 
par  les  méthodes  classiques.  Les  transformations  mentionnées  ci- 
dessus  correspondent  à  des  solutions  cxtrêmcmcni  particulières  de 
cette  équation.  Posons,  en  effet, 


■y- 


m  =  xxi-^yyi-\-  zzi 


pi  =  ^'i+^?-+- 
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Si  l'on  prend 

(4)  <\,  =  m  —  pi  =  o, 

on  obtient  la  transformation  podaire,  le  point  fixe  élant  à  l'origine. 
A  l'équation  directrice 

(5)  4^  =  p  -4-  pi  —  2T7T  -t-  const.  =  o 
correspond  la  dilatation. 

9.   Il  est  facile  de  généraliser  ces  résultats.  Donnons-nous,  en 
effet,  comme  équation  directrice 

(6)  ^=.7TT-/(p,)=0, 

la  fonction  y  étant  arbitraire.  On  déduit  de  là 

àii  d'il 

(7)  ±  =  ^u  —  =:r-..r./(p.) 

et  des   expressions   analogues   pour  les  autres  dérivées.   L'équa- 
tion (3)  est  vérifiée.  Des  relations  (2)  et  (7)  on  déduit  aisément 

—  I  (  z  —  px  —  qy\ 


sj \  -^p--\-  q^      \v/l  +/?^-t-  q 
Posant,  comme  |)lus  haut, 

h  =  ax  -h  by  -i-  cz, 
nous  obtenons  les  expressions  plus  symétriques 

(8)  xi=a'f{h),        j,  =  i>9(/i),         Zi  =  coi/i). 

La  transformation  consiste  donc  à  mener  par  l'origine  des  paral- 
lèles aux  normales  de  la  surface  (S)  en  ses  divers  points  M  et  à 
porter  sur  chacune  de  ces  parallèles  une  longueur  qui  est  une 
fonction  déterminée,  mais  arbitraire  ('),  de  la  distance  de  l'origine 

(')  Si  la  longueur  »,  au  lieu  de  dépendre  de  /*,  reste  absolumciil  quelconque, 
les  directions  des  tangentes  à  la  surface  (S),  auxquelles  correspondent  sur  (S,)  des 
directions  respectivement  perpendiculaires,  sont,  comme  ilans  la  représi'nlalion 
sphérique,  les  directions  asyinptotiques.  C'est  ce  qui  résulte  de  l'identité 

dx dx,  ■+-  df  dy^  -t-  dz  dz,  =  tp  ( dx  da  -4-  dy  db  -h  dz  de), 
qui  a  lieu,  quelle  que  suit  la  fonction  9. 
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au  plan  tangent  en  M.  Pour  o(h)  =  i ,  on  a  la  représentation  sphé- 
rique  de  Gauss;  pour  z»{h)  =  h,  la  transformation  podaire.  Quelle 
que  soit  cette  fonction,  le  plan  des  normales  correspondantes 
passe  constamment  par  l'origine,  comme  on  s'en  assure  aisé- 
ment au  moyen  des  relations  (7),  comparées  aux  conditions  (2) 
et  (3)  du  n"  1.  Ce  résultat  découle  d'ailleurs  d'un  autre,  plus 
général,  que  nous  allons  établir. 

10.  Pro|)osons-nous  de  définir  toutes  les  transformations  de 
contact  à  une  seule  équation  directrice  pour  lesquelles  les  deux 
normales  correspondantes  appartiennent  à  un  plan  passant 
constamment  par  Vorigine.  Les  équations  (2)  et  (3)  du  n"  1 
s'écrivent  ici 


(9) 


y  y\ 


y  j'i 


d'h 


(10) 


Ce  sont  là  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  linéaires  et  homogènes  que  nous  avons  déjà  rencontrées  au 
paragraphe  III.  Leur  intégrale  générale  est 

(11)  Gix-i- 


■y- 


■yyi 


M,  xi^yi 


c'est-à-dire  une  fonction  arbitraire  de  p,  de  tn  et  de  p(.  En  égalant 
G  à  zéro  et  résolvant  (')  par  rapport  à  nr,  on  obtient  une  équation 
directrice  de  la  forme 

(12)  4/ =  ro-/(p,  p,) -o. 

où  la  fonction  y  est  arbitraire  et  qui  résout  le  problème. 


(')  Il  n'y  a  pas  lieu  de  supposer  la  fonction  G  indépendante  de  n,  car  l'équa- 
tion G  =  o  rentrerait  dans  le  type 

'l'  =/(?.'■?.)  =0' 

où  tp  est  une  fonclion  de  x,  y,  z  et  tp,  une  fonction  de  a;,,  y^,  z^.  Or  une  équation 
de  ce  type  ne  peut  être  prise  comme  équation  directrice  (supposée  unique)  d'une 
transformation  de  contact,  parce  que  le  premier  groupe  des  formules  (2),  celui 
de  gauche,  ne  contient  pas  a;,,  y^,  z^,  et  le  second  groupe,  celui  de  droite,  ne 
contient  pas  x,  y,  z. 

XXXVII.  4 


—  50  — 
Si  l'on  prend,  en  particulier, 

('3)  '>  =  ^-/(p)/,(?,), 

on  obtient  une  transformation  qui  est  le  proiluit  de  la  transfor- 
mation ponctuelle  définie  par  les  équations  (12)  du  paragraphe  ÏI 

.T         y         z  ^  -^ 

et  de  la  transformation  définie  dans  le  présent  paragraphe  |)ar  les 
équations  (8), 

—   =    -T-    —    —    =  cp(Ao),  /to=  «oa^O-H  OoJKoH-  CqZo- 

«0  f^o  Cq 

11.  Voici  une  autre  solution  de  l'équation  (3),  du  même  ordre 
de  généralité  que  la  solution  (12),  Posons 

(l4)  u=lx-hliXi,  i>  =2  ly  ■+■  l^y^,  «'  =  /5  4-/|3,, 

li,  I2  étant  deux  constantes  et  prenons  pour  c[/  une  fonction  arbi- 
traire de  u^  V,  iv, 

(i5)  <!^=f(n,i>,w). 

Nous  trouvons  immédiatement 

1  dx~  Tid^i  ~-^"'  7  'dy~  ~l\'ôy[  ~-'"'  l  â^  ""  TidTi  '"•^"'' 

de  sorte  que  les  normales  correspondantes  sont  constamment 
parallèles,  quelque  forme  qu'on  attribue  à  la  fonction  y,  quelques 
valeurs  qu'on  assigne  aux  constantes  /,  l,,  la  valeur  zéro  étant 
exclue.  Les  équations  (i4)  et  (i5),  rapprochées  des  équations  gé- 
nérales (2),  donnent 

Ix-^-  ltXi=X{p,q),        /j'-+-/,ri  =  Y(yo,  7),         /^-f- /,z,=  Z(/),  7); 

El  -  P  îl  -1 

Ix         /'  /,         /■ 

Cette  transformation,  ainsi  que  les  diverses  autres  qui  ont  été 
signalées  dans  les  pages  précédentes,  mériterait  peut-être  une 
élude  détaillée. 
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SUR  LES  SURFACES  A  COURBURE  CONSTANTE  NÉGATIVE; 
Par  m.  E,  Goursat. 


1.  Dans  un  article  Ueber  Flâchen  von  constanter  Gausscher 
Krummung  [Transactions  of  llie  American  mathematical  So- 
ciety, Vol.  II,  1901,  p.  87-99),  M.  David  Hilbert  a  démontré  qu'il 
n'existait  aucune  surface  analytique,  à  courbure  constante  négative, 
n'ayant  aucun  point  singulier  à  dislance  finie.  La  démonstration, 
assez  difficile  à  suivre,  exige  des  considéralions  fort  délicates  de 
Géométrie  de  situation.  En  restreignant  un  peu  l'énoncé  du  pro- 
blème, on  peut  donner  une  démonstration  beaucoup  plus  simple. 

Soit  S  une  surface  analytique,  à  courbure  constante  égale  à  —  i , 
sans  point  singulier  à  distance  finie,  correspondant  point  par 
point  à  un  plan  (t/,  c),  de  façon  à  représenter  complètement  l'élé- 
ment linéaire 

(i)  ds'>- =  du"- -^  e"-'' ch"^  \ 

telle  serait  la  pseudo-sphère  idéale,  qui  fournirait  la  représentation 
complète  du  plan  non  euclidien  de  Lobatschefsky.  Les  coordon- 
nées rectangulaires  x^  y^  z  d'un  point  de  cette  surface  sont,  par 
hypothèse,   des   fonctions    analytiques  réelles  des  deux   variables 

(«.<')» 

(2)  x=f{u,v),         y  =  ^(u,v),         z  =  ^(u,v), 

régulières  dans  le  voisinage  de  tout  système  de  valeurs  réelles 
(uq,  t'o)»  6i  satisfaisani  aux  trois  équations 

^  /dx-y-  ^dx  dx  ^  /àxy 

De  ces  équations  on  déduit 

de  sorte  qu'inversement,  si   les  Irois  fonctions  x,  y,   z.  vérifient 


—  m  — 

ies  relations  (3),  la  surface  S  n'aura  aucun  point  singulier  à  dis- 

,            •    •       1-         D(^,r)     D(^,s)    \){z,x) 
tance  finie,  puisque  les  trois  lacobiens  yt; -»  pt-, ->  -rr;— — -  ne 

peuvent  s'annuler  en  même  temps.  Pour  démontrer  qu'il  n'existe 
pas  de  surface  S  satisfaisant  aux  conditions  énoncées,  il  suffit  donc 
de  prouver  {|u'il  ne  peut  exister  aucun  système  de  trois  fonctions 
analytiques  régulières  dans  tout  le  plan,  des  variables  it  et  <', 
satisfaisant  aux  équations  (3). 

Nous  supposons  qu'à  un  point  (m,  v)  du  plan  correspond  un 
point  et  un  seul  {x^y,z)  de  la  surface,  mais  l'hypothèse  inverse 
n'est  pas  nécessaire;  il  pourrait  se  faire  qu'un  même  point  de  S 
correspondît  à  plusieurs  points  du  plan.  C'est  ce  qui  arriverait,  par 
exemple,  si  les  fonctions  /,  o,  '^  étaient  périodiques.  La  surface  S 
devrait  alors  être  considérée  comme  formée  d'une  infinité  de 
feuillets  superposés, 

2.  Admettons  donc  qu'il  existe  un  système  de  trois  fonctions  x^ 
y,  z,  régulières  dans  le  voisinage  de  tout  système  de  valeurs  réelles 
("o>  <-o))  6t  satisfaisant  aux  équations  (3).  L'équation  différentielle 
des  lignes  de  courbure  de  la  surface  S  est 


(5) 


dx  dy  dz 
c  c'  c" 
de     de'     de" 


=  0, 


C,  c',  c"  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 


D(r,-s) 

U(m,  V) 


\){x,y) 
t)(  «,  «')  ' 


ces  coefficients  sont  aussi  des  fonctions  régulières  des  variables  a 
et  V  dans  tout  le  plan,  et,  par  suite,  l'équation  (5)  développée  est 
de  la  forme 


(5)' 


^  =  E  du^+  iF  du  dv  -\-0  dv^  =  o, 


E,  F,  G  étant  des  fonctions  régulières  dans  tout  le  plan.  Les  deux 

valeurs  de  -^déduites  de  celte  équation  étant  toujours  réelles  et 
du  ' 

distinctes,  le  discriminant  F- — EG  est  toujours  positif,  quels  que 
soient  u  et  r,  et,  par  suile,  la  fonction 


H  =  v/k-s— EG 
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est  une  fonction  régulière  et  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  u  et  de  v.  Mais  on  sait,  d'après  un  théorème  de  M.  Weingar- 
ten  ('),  que  la  forme  F  est  le  produit  de  deux  différentielles 
exactes  d\]  et  c?V,  et  l'on  peut,  par  des  quadratures,  décomposer 
cette  forme  F  en  un  produit  tel  que 

(6)  <d'  =  {a  du  4-  b  dv)  {a^  du  4-  b^  dv), 

a,  b^  rt|,  6,  étant  des  fonctions  régulières  de  («,v)  dans  tout  le 
plan  et  les  deux  facteurs  a  du  -\-  b  dv^  a,  du  +  6|  dv  étant  des  dif- 
férentielles exactes.  Pour  ne  pas  interrompre  la  suite  des  idées,  je 
renverrai  la  démonstration  rigoureuse  de  cette  propriété  au  para- 
graphe suivant.  Il  s'ensuit  que  les  fonctions  U  et  V,  obtenues  par 
des  quadralures, 


(7)  ^~    I  <^i-du^bdv,         V  =    la 


I  du  H-  èi  dv^ 


sont  aussi  des  fonctions  régulières  de  u  et  de  v  dans  tout  le  plan 

(8)  U  =  *(a,P),         V  =  W(M,t'). 

,       .        ,.        D(U.V)  /  7  ,         •         •  I  1        . 

Le   lacobien  -^r — =  «6, —  ba\    n  est  lamais   nul,   car  il   est 

égal  à  ±  H. 

Ces  deux  fonctions  U  et  V  ne  sont  déterminées  qu'à  un  facteur 

Y 
constant  près,  car  on  peut  remplacer  U  et  V  par  KU  et  jr  respec- 
tivement. Or  on  peut  choisir  le  facteur  constant  K  de  façon  qu'on 

ait(^^) 

cos2 (0  d\] 2  -+-  si «2  oj  dS'-  =  ds'>-  =  du^  +  e^'*  di>'^     , 

et,  par  suite,  on  a 

dV^-hdV^-=  ds'^-^- sin^ui  dU^- -h  co^-^fodV^ 
ou 

d[]-^ -^  dV-^  >  dsK 

Lorsque  le  point  (u,  v)  décrit  dans  son  plan  une  ligne  joignant 

(')  Weingauten  (J.),  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Fluchen  bei  denen  der 
eine  Hauptkriimmungsradius  eine  Function  des  anderen  ist  (  Journal  de 
Crelle,  t.  103,  1888,  p.  184).  —  Dauboux,  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des 
surfaces,  t.  III,  p.  SSg. 

(')  Uarboux.  loc.  cit.,  note  de  la  page  38o. 


l'origine  à  un  point  indéfiniment  éloigné,  le  point  correspondant 
de  la  surface  S  ne  peut  décrire  une  ligne  de  longueur  finie,  et.  par 
suite,  le  point  (  U,  V)  ne  peut  lui-même  décrire  une  ligne  de  lon- 
gueur finie,  dans  son  plan.  Il  suit  de  là,  d'après  un  théorème  de 
M.  Hadamard  ('),  qu'on  peut  inversement  résoudre  les  équa- 
tions (8)  par  rapport  à  u  el  à.  v,  de  sorte  qu'à  tout  point  du  plan 
(U,  V)  corresponde  un  point,  et  un  seul,  du  plan  (w,  p)  et  par  suite 
un  point,  et  un  seul,  de  la  surface  S.  On  peut  donc  représenter  la 
surface  sur  le  plan  (U,  V)  de  façon  que  les  deux  familles  de  lignes 
de  courbure  correspondent  aux  deux  familles  de  droites 

U  =  const.,         V  =  const. 

Les  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  correspondent  alors  aux 
deux  systèmes  de  droites 

U  -f-  V  =^  const.,         U   -  V  ^  consr., 

et,  par  conséquent,  deux  lignes  asymploti(|ues  de  systèmes  diffé- 
rents se  rencontrent  toujours  en  un  point  et  en  ui\  seul. 

Quand  on  passe  du  plan  (a,  c)  au  plan  (U,  V),  les  formules  qui 
définissent  la  transformation  sont  telles  qu'on  ait  identiquement 

(y)  rfi2=  du^-h  6-2"  di'-'—  cos'Ho  dlJ-^-h  sin^o  dV^-, 

(0  étant  solution  de  l'équation  (-) 

(10)  _____=smcocosa>. 

Si  l'on  prend  comme  nouvelles  variables  les  paramètres  a  et  [5 
(les  lignes  asym|)to!i(|ues 

•ia  =  U  +  V,         vtP^U  -  V, 

ds'  a  |)Our  ex[)rcssion 

(9  )'  ds'^  =  f/a*  4-  d{i-  -h  ■>.  cos  >.  w  </a  d'^^ 


(')  HAnAMAni),  ^ur  les  transformations  ponctucUps  {Jiidlctin  de  la  Société 
malliénialique,  l.  \\\I\',   u)<ij,  p.  -i-8'|). 
{'')  Darboux,  loc.  cit.,  p.  378  cl  suivantes. 
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tandis  que  l'équation  (lo)  devient 

à-('iii)) 

L'angle  2w  est  égal  à  l'angle  formé  par  les  deux  lignes  asympto- 
tiques  et  reste  compris  entre  o  et  tî. 

L'intégrale  double  /  /  e^dudv  étendue  à  un  champ  (A)  du 
plan  (w,  p)  est  égale  à  l'intégrale  double 

/     /       siii.iw  (ia  c?3  =    /     /  \      doL  dS, 

étendue  au  champ  correspondant  (X)  du  plan  (a,  [S).  Il  est  évident 
que  l'intégrale  double    /    /  e"dudv  peut  dépasser  tout  nombre 

donné,  pourvu  qu'on  prenne  le  champ  (A)  assez  étendu  :  cette 
intégrale  double  représente  l'aire  de  la  portion  de  surface  S  qui 
cori-espond  au  domaine  plan  (A)  du  plan  (ii^v).  Au  contraire, 
l'intégrale  double 

//        s'mi>a<)  da  dii 

est  toujours  inférieure  à  211:;  en  cfFel,  on  peut  toujours  renfermer 
le  champ  A>  à  l'intérieur  d'un  rectangle 

a  =  au,  a  =  ai,  P  =  Po,  P  =  Pi- 

et  l'intégrale  double    /    /  -—^dad[i  étendue  à  ce  rectangle  est 

évidemment  inférieure  à  au  (Darboux,  loc.  cit.,  p.  38o). 

Nous  sommes  donc  conduits  à  une  contradiction  en  admettant 
l'existence  d'un  système  de  trois  fonctions  a:  («<,  c),  y{ii,  v),  ^{u,  v) 
satisfaisant  ;m\  conditions  énoncées. 

3.  H  y  a,  comme  on  voit,  deux  points  essentiels  dans  la  démons- 
tration. D'une  part,  la  forme  quadratique  rf  peut  se  décomposer 
en  un  produit  de  deux  facteurs 

.f  =  d{]  rfV, 

U  et  V  étant  des  fonctions  régulières  dans  tout  le  plan  (m,  v).  La 
démonstration  est  immédiate  lorsqu'on  a  E  =  G  =  o,  car  le  coeffi- 


dE 

1  dl        i   H  —  V    au          I    ()F 
X  Ou  ~  -2       H         E    "^  H  Ou 

I     dE 
■lïî  'dv 

âE 

\   dl        1   H  -  F     gV           1     OG 

l  Oi>  ~~  2       H         E         -zH    Ou 
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cienl  F  est  alors  nécessairement  le  proclult  d'une  fonction  de  u  par 
une  fonction  de  v. 

Supposons  que  E  ne  soit  pas  identiquement  nul;  nous  pouvons 
écrire  ^  sous  la  forme 

#=  [E  du  +  (F -^  H)  dv]  (du -^  ^  ~^  dv\,        H  =  /F^  -  EG. 

D'après  le  théorème  de  M.  Weingarten,  il  existe  un  facteur  inté- 

grant  A  pour  l'expression  du  H r; — dv,  tel  que  ^  soit  un  facteur 

inlégvaQl  pouv  E  du  +  (F -\- H)  di^.  On  obtient  ainsi,  pour  déter- 
miner "k,  les  deux  équations 


(i«) 


Nous  sommes  assurés,  a  priori,  que  ces  équations  sont  compa- 
tibles, d'après  le  théorème  de  M.  Weingarten,  et  X  s'obtient  par 
une  quadrature  : 

/•('S')   1  ll-l"f/K       l  âe  ,          I    ÔF.  ,          1    f)G  , 
I  H       • — (lu (lii-\ —  — lit' 

(12)  l  —  Ce     ^  »'  »' 

On  volt  que  \  est  une  fonction  régulière  de  (u^ç)  tant  qu'on 
n'atteint  pas  un  système  de  valeurs  de  u  et  de  i'  qui  annule  E.  Si 

l'on  a 

E(u,  v)  =  o, 

ce  système  de  valeurs  annule  H  —  F  ou  II  +  F;  si  l'on  a  à  la  fois 

E  =  o,         H  =  F, 

1  I  •         H  —  F 

pour  un  système  de  valeurs  de  u  et  de  c,  le  (piotienl  — g —  est  une 

fonction  régulière  dans  le  voisinage,  d'après  l'identité 

H  —  F  _      G 
~Ë       ~  H  -H  F  ' 
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el,  par  suite,  le  facteur  !(?/,  t')  est  une  fonction  régulière  clans  le 
voisinage  de  ce  sj'^stème  de  valeurs,  et  ne  s'annulant  pas. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  étudier  la  forme  du  facteur  )v(m,  v)  dans  le  voi- 
sinage d'un  système  de  valeurs  de  u  et  de  v,  satisfaisant  aux  deux 

relations 

E  =  o,         H^-F. 


Nous  pouvons  écrire 

H  —  F  _  2  H  —  (  H  -t-  F  )  _   I 

■2  H  K     ~  THË  ~  K 


P(",  v). 


la  fonction  P(?/,  v)  étant  régulière,  et,  dans  le  voisinage  du  point 
considéré,  la  fonction  X(m,  v)  est  de  la  forme 

Q(m,  v)  étant  une  fonction  régulière  qui  est  différente  de  zéro  en 
ce  point.  En  résumé,  le  facteur  intégrant  X  est  une  fonction 
régulière  dans  tout  le  plan,  qui  ne  s'annule  que  pour  les  sys- 
tèmes de  valeurs  de  u  et  de  v  qui  satisfont  aux  deux  relations 
E  =  o,  F  -h  H  =:  G  ;  dans  le  voisinage  de  l'un  de  ces  systèmes  de 
valeurs,  "k  est  de  la  forme  E(i^,  (')Q(«,(^),  Q(m,  v)  étant  une 
fonction  régulière  qui  ne  s'annule  pas  en  ce  point. 
11  suit  de  là  que  les  coefficients 

sont  des  fonctions  régulières  dans  tout  le  plan,  et  par  conséquent 
la  forme  S  est  bien  le  produit  de  deux  diflférentielles  d\J  dW ,  les 
fonctions  U  et  V  étant  régulières  dans  tout  le  plan. 

4.  Un  autre  point  essentiel  tient  à  ce  fait  que  deux  lignes  asjmp- 
totiques  de  systèmes  différents  se  rencontrent  toujours  en  un  point, 
et  en  un  seul,  et  par  conséquent  décomposent  la  surface  tout 
entière  en  un  réseau  de  mailles  analogue  au  réseau  formé  dans  le 
plan  par  les  parallèles  aux  deux  axes  de  coordonnées.  S'il  n'en 
était  pas  ainsi,  il  pourrait  arriver  que  l'aire  de  la  portion  de  surface 
limitée  par  quatre  segments  de  lignes  asjmptotiques  soit  toujours 
inférieure  à  un  nombre  fixe,  tandis  que  l'aire  de  la  surlace  tout 
entière  est  infinie.  Supposons,  par  exemple,  (|ue  les  coordonnées  x, 
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y,  z  d'an  point  d'une  surface  soient  des  fonctions  régulières  des 
deux  variables  indépendantes  u^  v^  dans  tout  le  plan  (w,  p),  et 
qu'on  ait  obtenu  pour  l'équation  différentielle  des  lignes  asjmplo- 
tiques  de  cette  surface  l'équation 

[(i  -H  m2)  dv  —  uv  c?«]  \(\ -\-  v"^)  du  —  uv  dv\  =  o. 

Les  lignes  asymptotiques  des  deux   systèmes  ont  pour   images 
des  branches  d'hyperbole 


Si  l'on  prend  a  et  [i  pour  nouveaux  paramètres,  on  a  inverse- 
ment 


Ces  valeurs  ne  sont  réelles  que  si  l'on  a 

Les  points  du  plan  (a,  [3)  auxquels  correspond  un  point  réel  de  la 
surface  sont  situés  dans  la  région  R  limitée  par  quatre  branches 
égales  d'hyperbole,  et  les  lignes  asymptotiques  sont  représentées 
par  des  segments  de  droites  parallèles  à  l'un  des  axes.  Soit  M  c/a  d'^ 
l'élément  d'aire  de  la  surface  considérée  avec  les  variables  (a,  j3); 

on    conçoit  parfaitement   que    l'intégrale    double     /    /  Mû?ao?j3, 

étendue  à  un  rectangle  de  la  région  R,  limité  par  des  parallèles  aux 
axes,  reste  plus  petite  qu'un  nombre  fixe,  tandis  que  la  même  inté- 
grale, étendue  à  la  région  R  tout  entière,  est  infinie.  Tel  serait  le 
cas  si  l'on  avait  M  =  i . 

Remarquons,  en  terminant,  que  l'hypothèse  de  l'analycité  des 
fonctions  a:(a,  p),  jk(m,  f  ),  ^(m,  v)  n'est  pas  indispensable.  Il  suffit 
de  supposer  que  ces  fonctions  sont  continues  et  admettent  des 
dérivées  continues  jusqu'au  troisième  ordre. 
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SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  FONCTIONNELLE  DE  LA  FONCTION  !;(; 
DE  RIEMANN; 


Par  m.   Hadamard. 


M.   Jensen  a  montré  (')  que  la  fonction  ^(5)  vérifie  identique- 
ment la  relation 

(,)     2i-s  =  (5 -i)[!;(5)-i]-^^-^[^(. +  ,)_!] 

-^ nn [Ç(5  +  2)  — i]— .... 


La  méthode  par  laquelle  il  arrive  à  cette  formule  peut  être  variée 
de  plusieurs  manières,  de  sorte  qu'on  obtient  aisément  les  nou- 
velles relations  suivantes  : 

(9.)     i  =  (5-i)[c(5)-.]+^'~J^'[r(^  +  i)-i] 

(s  —i)s(s  -h  l) 

+  — ^--, — [,(.+.)-.]+..., 

puis 


(3)     ,_r(5)(,_,j-.s) 


(4)  Us){l--2^-^)  = 


S(S-+-  \)(S  -^9.)    I(s-h3) 

-I — ; ^ 

«     Ç  (  5  -t-  I  )  s(  S  -h  l)    ^Js  -i-  ■2) 

_^  .■;(.^H-i)(.y-i-?.  )  aj;  +  3) 
1.2.3  •2-<+» 


Je  n'insisterai  pas  sur  la  formule  (2),  toute  semblable  à  celle  de 
M.  Jensen,  non  plus  que  sur  certaines  combinaisons  auxquelles 
on  pourrait  être  conduit  en   les   considérant  simultanément  (2). 


(')  Comptes  rendus,  t.  CIV,  1887,  p.  ii56. 

(^)  En  utilisant  la  leiation  qui  existe  entre  Ç(a)  et  Ç(i  —  s)  on  formerait 
d'autres  identités  dans  lesquelles,  aux  seconds  membres,  les  arguments  de  Ç  suc- 
cessifs seraient  en  progression  arithmétique  décroissante. 
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Mais  les  formules  (3)  el  (4)  présentent  une  particularité  qui  me 
paraît  digne  d'attirer  l'attenlion. 

Chacune  d'elles  suffit  (')  à  caractériser  la  fonction  "^(3). 

D'une  manière  plus  précise  : 

Toute  fonction  u  qui  vérifie  la  relation  (3)  et  est,  en  outre, 
telle  que 

(5)  lim    Ç(5  -f-  /j)  =  I 

coïncide  avec  la  fonction  de  Riemann. 

Il  en  est  de  même  de  toute  fonction  qui  vérifie  la  relation  (4) 
et  la  condition  (ô). 

Pour  démontrer  ce  double  résultat,  il  suffit  de  remarquer  tout 
d'abord  que,  dans  la  formule  (4),  tous  les  coefficients  du  second 
membre  sont  positifs.  Celte  formule  est  dès  lors  susceptible  de 
fournir  [lorsqu'on  fait  intervenir  la  condition  (5)]  une  expression 
de  la  fonction  considérée,  expression  toute  théorique,  il  est  vrai, 
et  que  je  n'ai  pu  réussir  jusqu'ici  à  former  effectivement,  mais 
dont  l'existence  suffit  à  établir  notre  conclusion.  La  convergence 
de  cette  expression  est  une  conséquence  de  la  circonstance  qui 
vient  d'être  notée,  relativement  aux  signes  du  second  membre 
de  (4). 

Cette  convergence  entraîne,  d'autre  part,  celle  de  l'expression 
analogue  obtenue  en  partant  de  (3),  le  premier  calcul  étant  ma- 
jorant du  second. 

f^a  démonstration  est  donc  complète,  el  nous  avons  ainsi  deux 
nouvelles  définitions  de  ^(5),  toutes  parallèles  à  la  définition  bien 
connue  de  ^  {s)  fondée  sur  les  propriétés  fonctionnelles  de  cette 
quanlité. 


(')   Je   n'ai  pas  jusqu'ici    décidé   d'une    manière   certaine    si  les    formules   (1) 
cl  (j)  sont  ou  non  dans  le  même  cas. 
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ÉTUDE  SUR  LE  DÉPLACEMENT  D'UNE  HÉLICE  DE  FORME  VARIABLE; 
Pau  m.   E.   Barré. 

T.     FORMULKS    GKNKRALKS    DÉFllNISSANT    LK    MOUVEAIElNT    n'uNE 

HÉLICE        VARIABLE       PÉPENnANT       d'uJN        PARAMETRE        ET        LES 
ÉLÉMENTS    qu'elle    ENGENDRE. 

1.  Equations  définissant  la  courbe  mobile.  —  Désignons  par 
plan  de  base  d'une  hélice  un  plan  quelconque  parallèle  à  ses 
normales  principales  et  par  direction  d'axe  la  direction  perpen- 
diculaire à  ce  plan.  Cela  posé,  soient  s  l'arc  indéfini  de  la  projec- 
tion de  l'hélice  sur  son  plan  de  base  et  t  la  variable  dont  dépend 
le  monvenient  de  la  courbe. 

Les  équations  de  l'hélice  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires, 
dont  deux  (0>r  el  Oy)  dans  le  plan  de  base,  sont,  avec  un  choix 
convenable  de  l'origine  des  arcs  5, 

(0  x=f{s.,t),        y  =  'f{s,t),        z  =  S'!^(l), 

avec  la  condition 

Ces  équalions  s'écrivent  plus  avantageusement  sous  la  forme 

1    X—  I     cos,-/^(s,  t)ds -\-  F(t), 

(3)  '  f^ 

i  y  —   I     s\ny^{s,  t)  ds  n-  *P(t), 
1  do 

\  ^  =  5^(0- 

L'inlroduclion  de  la  fonction  y  a  permis  de  se  débarrasser  de 
l'équalion  de  condilion  (:^).  Les  fondions  F  el  «I>  sont  d'ailleurs 
des  fondions  arbitraires  qui  n'interviennent  que  dans  la  position 
de  la  courbe  par  rapport  aux  axes  et  nullement  dans  sa  forme. 

Dans  le  cas  d'une  hélice  circulaire,  y  n'est  autre  que  l'argument 
XXXVII.  5 
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angulaire  cornpl(';  à  parlir  d'ime  ccrlaiiie  orij^ine.  C'csl  donc  une 
fonction  linéaire  de  .v.  On  vérifie  sans  peine  que  l'inverse  esl  vrai, 
si  bien  que  la  formule 

(a)  ■^(s,t)~sU^)  +  }^(t), 

où  ^(/)  et  ^(0  désignent  des  fonctions  quelconques  de  f,  carac- 
térise les  hélices  circulaires. 

2.  l^ar  un  choix  convenable  de  l'origine  dans  le  plan  de  hase, 
on  peut  toujours  faire  que  F  et  $  soient  nuls.  Les  formules  (3) 
prennent  alors  la  forme  plus  simple  suivante,  que  nous  utiliserons 
dans  toute  cette  étude  : 

(4)      x=  I     cosj^is,  t)  c/s,         y—  \     sin/(s,  t)  ds,  z  =  s<\i(t). 

3.  Pas  angulaire  de  l'hélice.  —  Nous  désignerons  sous  ce 
nom  la  fonction  ^^  dont  la  signification  géométrique  est  évidente. 
Ou  pourrait  prendre  ^j^  comme  variable  indépendante  jouant  le 
rôle  de  t.  Toutefois,  cette  simplification  doit  être  évitée  dans  les 
reclierclies  générales,  car  elle  a  l'inconvénient  d'exclure  la  coosi- 
déiation  des  hélices  mobiles  à  pas  constant. 

Cylindre  principal.  —  Nous  donnerons  ce  uom  au  cjlindre 
ayant  pour  base  Thélice  considérée  el  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  sa  direction  d'axe.  Avec  le  choix  d'axes  de  coordonnées 
mobiles  adopté  dans  cette  étude,  ce  cjlindre  n'est  autre  (jue  le 
cylindre  projetant  l'hélice  sur  le  plan  xOy. 

4.  Hélices  indéf or  niables.  —  Une  hélice  mobile  indéformable 
sera  caractéi'isée  |)ar  ce  fait  (pi'il  sera  possible  de  la  représenter 
par  des  é(|iiations  dans  lesquelles  y  dépendra  île  la  seule  variable 
5  et  d(  sera  uihî  constante.  Il  suffit,  pour  cela,  de  choisir  un  sys- 
tème d'axes  liés  invariablement  à  la  courbe. 

5.  Formules  générales  du  déplacement  d' un  point  lié  aux 
axes  mobiles  auxquels  est  rapportée  l'hélice  variable.  —  J^cs 
projections  des  déplacements  absolus  d'un  point  de  coordonnées 
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x,y,  ::■  par  rappoit  aux  axes  mobiles  sont,  sur  ces  mêmes  axes, 

1   Bx  =  dx  -h  (  u  -i-  q  z  —  ry  )  dt, 

(5)  ^  oy  =  dj -h{v  -hrx  —  pz)dt, 
\   oz  =  dz  +  (w  -\-  py  —  qx)  dt. 

Los  formules  qui  donueal  les  projections  sur  ces  mêmes  axes  du 
déplacement  absolu  du  point  directeur  d'une  direction  dont  les 
cosinus  directeurs,  par  rapport  aux  axes  mobiles,  sont  a,  [j  el  y, 
sont  les  suivantes  : 

/   ùoc  =  d^.  -h  i  q  y  —  r  ^  )  dt, 

(6)  j  8p  =  rfp-+-(ra  —p'()dt, 
{  8-(  =  dy^(p^-qri)dt. 

Laissons  de  côté  le  cas  où  le  cône  directeur  des  direclions  d'axes 
est  isotrope.  Alors,  la  caractéristique  du  plan  xOy  ne  sera  pas 
isotrope,  sauf  peut-être  en  des  positions  isolées.  Cela  étant,  nous 
pourrons  choisir  pour  axe  Oy  une  parallèle  à  celte  droite.  On  aura 
alors,  comme  on  sait, 

q{t)  =  o, 

ce  cpii  petit  donner  des  simplifications  utiles. 

Si,    dans    une   question,    on    est  amené    ;'i   écrire   les   équations 

fonctionnelles 

p(t)  =  o,  q{t)  =  o, 

la  direction  du  plan  de  base  est  i\\e  et  celle  de  sa  caractéristique 
indéterminée.  On  pourra  toujours  supposer  ^ 

ce  qui  revient  à  supposer  les  axes  parallèles  à  liois  direclions  rec- 
tangulaires fixes. 

Si  l'on  est  conduit  à  écrire,  pour  une  position  isolée  de  Ja  géné- 
ratrice correspondant  à  une  valeur  fo  du  paramètre  t,  les  conditions 

p{to)  =  o,  q(to)  =  o, 

l'inlerprélaliou   de  ces  dernières  csl  immédiate.  Le  |)lan  de  base 
est  slalionnairc.  On  aurait,  d'ailleurs,  aussi 

p{to)=0,  q(to)^0, 
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pour  celte  position,  avec  des  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  illiré- 
rents  de  ceux  choisis  et  d'ailleurs  quelconques  dans  le  plan  de 
base. 

Enfin,  on  peut  alors  supposer 

/•{/„;  =  o, 

condition  qui  permet  parfois  de  grandes  simplifications.  Ces  der- 
nières propriétés  sont  loin  d'être  évidentes,  mais  nous  les  consi- 
dérons comme  ac(juises,  n'ayant  pas  l'intention  de  reprendre  ici  la 
théorie  de  la  cinématique  générale  des  figures. 

Des  développements  qui  précèdent,  on  peut  tirer  sans  aucune 
difficulté  le  Tableau  suivant  : 

Taulkau  I. 

I.  Equations  de  V hélice  génératrice. 

x=  I     co«,y^(s,  t)  ds^  y—  f     f^'iny^(s,  t)  ds,  z  =  s  <\>(  t). 

«/y  . 'o 

L'hélice  sera  circulaire  dans  le  cas  où  l'on  aura 

c'est-à-dire 
et  Inversement. 

II.  /i'iémcnls  du  déplacement  sur  la  sur/ace  engendrée  par 
l'hélice.  —  On  a,  dans  ce  cas, 


1  -r    I     cos/(s,t)ds\dt^ 


dx  —  cos/^  ds  -^\  -^,    I     cos/ (i,  t)  ds  \di^  dy  —  .  .  . , 

d'où 

ùx  =  cos5(^(5,  t)  ds  -H  L  dt, 

oy  =  sin  /  ( s,  t)  ds  -\-  IM  dt , 

8z  ==<^ds  -H  N  df, 

avec  les  relations 


L  =  u  -hcjz  — ry—J     -^sin; 


ds 


—  65 


ou 


pz  -\-   I      -^  COS7  as 


M  =  t'  +  rx 


ou 


ou 


M=t^— /?siL  -f-/     ccis  X  (  '■  -I —    )  ds  ; 

N  =  w  +  py       (j  X  -+-  <h'  s 

N  =  (V  -{-  s  '\i'  -\-   l     (  /;  si  11  y(  —  q  cos  /  )  ds. 

d'où   l'on  déduit  imnicdialemcnl   la  formule  (|ul  donne  l'élément 
linéaire. 

III.  Élément  linéaire. 

d^"-  ^"^dt^+iY  dtds+Ç,  ds"^, 

E  =  L^H- M2-i- N2,         F  =  Lcosx.-!- Msinx  + Ni];,        G  =  n- 4/2. 

5.  Normale  et  plan  tangent.  —  On  obtient  aisément  les 
coefficients  directeurs  A,  B,  C  de  la  normale  à  la  surface  engen- 
drée par  l'hélice  mobile  en  écrivant  que  la  direction  correspon- 
dante est  perpendiculaire  à  deux  déplacements  pris  sur  la  surface, 
par  exem|)le  celui  correspondant  à  <U=:o  et  celui  correspondant 
à  ds  =  o.  On  obtient  ainsi  les  deux  équations  du  problème 

A  cos /-H  B  sin/  +  C'i  =  o, 
AL        ^-  BIVl       +  G.\  ^  o, 

ce  qui  donne  un  système  de  coefficients  directeurs,  ((uc  nous  adop- 
terons dans  tout  ce  qui  suit  : 

A=       N  sin /  —  M  4/, 

C=       M  cos-^ —  Lsiii}(. 

On  en  déduit  sans  peine  les  cosinus  directeurs  a,  ^,  y  de  la 
normale  à  la  surface. 

Angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  la  normale  princi- 
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pale  à  l'hélice  génératrice.  —  I.cs  paramèlrcs  dirocleiirs  de  la 
normale  principale  à  l'hélice  ont  pour  expressions  (les  difTcren- 
lialions  étant,  hien  enlendii,  prises  suivant  riu'lice),  6^S  désignant 
l'arc  de  l'hélice, 


dS\dSj  ~  ./j,2  -4-  ,  ds  I  ./j,2  -u  I  ds  I        '|'"--f-i    ds^-   ~       'l-'-^i  as 


d  I  dx\  I  d  V         dx        1_ 


et,  de  même,  les  deux  autres  sont 


I  d-i 

cosx-A 


<J/2  -1-  1        ''  ds 
et  zéro. 

Dès  lois,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  à  l'hé- 
lice sont 

—  siny ,     cos/,     o, 

valeurs  (pi'on  pouvait  d'ailleurs  écrire  inunédialcmenl  en  reniar- 
(Miant  que  la  normale  principale  d'une  hélice  est  la  normale 
au  cvlindre  principal  correspondant  et  cpie  y  n'est  autre  que  l'angle 
de  la  tangente  de  la  section  droite  de  ce  cjlindre  avec  l'axe 
des  X.  Soit  vs  l'angle  de  la  normale  principale  à  l'hélice  avec  la 
normale  à  la  surface.  De  ce  (pii  précède,  on  tire  sans  peine 

M  cosY  —  A  si  II  Y 

(A2-i-B-2-t-  C2)^ 

(orniulc  qu'il  est  facile  de  Iransfonner  poui-  obtenir  celles  qui  sont 
indiquées  au  Tahleau  11. 

On  obtient  toutes  les  fornniies  de  ce  Tableau  par  des  calculs  très 
simples  et  qu'il  me  paraît  inutile  de  reproduire,  en  parlant  des 
formules  fondamentales  établies  dans  ce  paragraphe. 


(I) 


Tabi- 

E\U    II. 

A 

= 

N 

sinx- 

M  4', 

B 

= 

—  N 

cos^-H 

\.Y 

G 

= 

M 

cosx  — 

L  sin 

X. 

=  j[N  —  <|/(Lcosx-+-M  sinx)]*-»-('V^+i)(I-sinx  — M  cosx.)*{*. 
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Cosinus  direc leurs  : 


(H)  a=^,  M  5.  T=â 


dA    ,        /àA  ^  \    , 

oA  =  -~ds  -h  i  --  ^  f/C  —  rB)dt, 
as  \  dt         ^  I 

(III)  \l?,  =  ~^ds^{^^^+rK~pQ\dt, 

oC  =  — -  rfi'  + h  c  B  —  7  A  U/if. 

ds  \àt        ^  ^     / 

dC                 ày        ,  ,                          •       ^        <^'/  /T  ».    •       s 

-—  —  /•  H ^  —  y(  />  cosy  +  q  sin  y  ) ^  (  I.  cosv  +  M  siny  ). 

os  Ot  I.  J  /./  ^^  r, 

— -  =r  IN  cosy  -f^ 

—  Md.'+ siny  ,(»''+. f  H    y      |^|-^'+,y:J^-j,i„y  _  |^,y'_^_Z-jcosyJ  ./.s•> 
ât  ^  dt 
(V)     /              +  '^^-«^osxi  H/+.9f' +  I     |^(^^y+^y_ljsiny.  -  (^r/ -  p -^j  cosyj  ./.v  j 

-—  = \M  siny  +  f.  cosy  1 

dt  dt  '  '^  ^-^ 

-hcosAv'-p's'\>-p'l's    -\-j     1^^,-'+  -^-j  cosy-  -^siny  (^/  -H  -^jj^.^■ 
— siny  \u'-^(q'i^-^q^')s-j     \y'-^  -^j  sinx-H^^cosx^r-4-  ^jj  ^* 

L'angle  ro  de  la  normale  avec  la  normale  principale  à  l'hélice 
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génératrice  est  donné  par  l'une  des  forniulos 

B  cosy  —  A  sin/ 
11 

i]/(L  cos/  -+- M  sin/ )  —  N 


(\'\)    cosni  = 


j  f  N  —  4/  (  L  cos X  -h  IM  siii  y^  ))'  +  (  <^2  -+-  n (  L  sin  /_  —  iVI  cos /j2  j' 


tangrr  =  (<\>-^-+-  \y 


\.  siny  —  M  cos/^ 
<\i{  L  cos/  -t-  M  siii/  )  —  IN 


6.  Équalions  dos  lignes  remarquablea  de  la  surface.  —  Les 
formules  précédentes  permettront  d'obtenir  immédiatement  l'é- 
(jiiation  difTérenlielle  des  lignes  asymploli(|iies  on  celle  des  lignes 
de  courbure  en  portant  les  valeurs  (pi'elles  donnent  pour  S.r,  oy, 
83,  oA,  SB,  se,  dans  les  équations  bien  connues 

(I)  6A8a--+-8B8^  +  8GS2  =  0 


pour 

les  asj^mptotiques, 

et 

^X 

^y    8^ 

(W) 

6A 

<;h    0(1 

A 

B       C 

pour  les  lignes  de  courbure. 

Pour  obtenir  l'é(|ualion  des  géodésirpics  sons   forme  générale, 
il  faudrait  écrire  l'équation 

^x       S/       oz 
(III)  ^^-x     S2jK     ?>-z 

ABC 

après  y  avoir  remplacé  les  ù  par  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  et 
les  S-  par  les  valeurs  qu'on  obtiendrait  en  introduisant  dans  les 
formules  générales  du  déplacement  Sx,  Sj^etâ;;,  au  lieu  Ae  x,  y  el  z. 
Ces  expressions  sont  très  compliquées.  Couiuk;  nous  n'aurons  pas 
à  nous  en  servir  dans  ce  qui  suit,  nous  nous  dispenserons  de  les 
développer.  Il  en  est  de  même  des  formules  qui  donnent  la  torsion 
et  la  courbure  géodésiques. 

Remarques.  —  1.  Les  formules  précédentes  se  simplifient  beau- 
coup lorsque  les  hélices  mobiles  conservent  même  direction  d'axe. 
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Nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  on  peut,  en  effet,  supposer  nulles 
les  rotations  y?,  q  et  /'. 

2.  Il  est  à  peine  besoin  de  faire  observer  qu'une  surface  quel- 
conque peut  toujours  être  considérée  comme  engendrée  par  une 
hélice  mobile,  et  cela  d'une  infinité  de  façons. 

II.    —   Etuoe  de   quklques   problèmks  généraux.    Recherche   oes 

SURFACES    DONT    UNE    FAMFLLE    p'asYMPTOTIQUES    OU    DE    GÉODÉSIQUES 
EST    FORMÉE    PAR    DES    HÉLICES. 

Problème  I. —  Délerminer  les  surfaces  dont  une  famille  cVa- 
symplo  tiques  est  formée  d'hélices  de  même  direction  d^axe.  — 
Pour  que  l'hélice  mobile  soit  constamment  une  asymptotique  de 
la  gurface  qu'elle  engendre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  condition 

COSTiT  =  O 

soit  réalisée  pour  tout  point  de  chaque  position  de  la  courbe  mo- 
bile, ce  qui  revient  (Tableau  II,  formule  VI),  à  exprimer  que 
l'équation 

(i)  4'(ï^  cos)( -f- M  siny  )  —  N  =:  o 

est  vérifiée  identiquement. 

Différenlions-la  deux  fois  par  rapport  à  5,  en  tenant  compte, 
bien  entendu,  de  ce  qu'on  a 

p  =  q  =  r  =  o, 

et  en  remplaçant  chaque  lois  —■,  —^  par  leurs  valeurs,  lesquelles 
ne  contiennent  pas  de  signe  d'intégration  (jJOf'r  Tableau  I  les  expres- 
sions de  L  et  M). 

Nous  trouvons  ainsi  les  deux  relations  (') 

(7.)  4^-jJ(M  cosx— Lsinx)  =  «V'. 

(3)      'l'[^(Mcosx  -Lsinx)-(^)'(Kcos)c  +  Msinx)  +  ^^]=o, 

qui  doivent  également  être  vérifiées  identiquement. 

(')  ij/'  représente  la  dérivée  -J-.  De  même,  dans  ce  travail,  nous  réservons  les 
lettres  accentuées  aux  dérivés  des  fonctions  figurant  dans  la  question. 
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Laissons  de  côté  la  solution  •];  =  o  qui  coiiduirail  à  des  surfaces 
réglées  dont  les  génératrices  reclilignes  seraient  les  hélices  en 
question  ;  nous  tirons  alors  de  l'équation  (3)  la  suivante  : 


=  o. 


(4)  ^(Mcosx-Lsinx)-(^y(Lcosx-f-Msin;<;)  +  g^  = 

En  remplaçant  dans  celte  dernière  relation  les  binômes 
M  cos)(^  —  L  sin)(,         L  s\n/^  -+-  M  cos/^ 

par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (  i  )  et  (2)  et  N  par  w  -t-  J>'s, 
on  obtient  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(5)  7:ïTT7-(r'-^0i  +  ïï7i=" 


qui,  ^  et  w  étant  données,  définit  la  fonction  7.  La  solution  de  ce 
problème  dépend  donc  d'une  équation  à  caractéristiques  confon- 
dues. 

Les  calculs  qui  conduisent  à  l'équation  (5)  supposent  ^  ^  o. 

Nous  verrons  que  dans  le  problème  actuel  il  n'y  a  aucun 
intérêt  à  supposer  d»  constant.  Celte  remarque  permettrait  de 
prendre  la  fonction  <|'(f)  pour  variable  indé|)endante,  ce  qui  sim- 
plilierail  un  peu  l'écriture. 

Je  me  propose  de  montrer  maintenant  (pi'à  une  hélice  définie 
par  une  solution  de  l'équation  (5)  correspond,  iv  étant  donné 
ainsi  que  tj/,  un  mouvement  et  un  seul,  par  lequel  elle  engendre 
une  surface  satisfaisant  à  la  question. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
puisse  déterminer  les  fonctions  u(t)  et  i>(t)  correspondantes. 
Or,  u  et  (^  sont  données  sans  ambiguïté  en  fonction  de  L  et  M  par 
les  formules 

(6)  «=L-h/     '^s'inids,         i>  =  M  —  I     ^cos/^/a, 

et  les  fonctions  L  et  M  sont   elles-mêmes  données  |)ar  les  for- 
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l    1-   =  -7-  I  1  —  +  «  I  cos 

(7) 


M  = 


J;'  r/u'  \     .  cosxl 


obtenues  en  tirant  L  et  M  des  équations  (i)  et  (2),  après  rempla- 
cement de  N  par  w  +  <\>' s. 

Ces  valeurs  étant  parfaitement  déterminées  dès  que  y^  est  donnée, 
il  en  sera  de  même  de  u  et  v.  Si  ces  fonctions  ne  dépendent  que 
de  t  seul,  elles  satisferont  à  la  question  et  l'on  aura  déterminé  un 
système  uvwh/  satisfaisant  aux  conditions  du  problème.  Mais, 
en  apparence,  u  el  v  dépendent  de  s.  Par  la  façon  même  dont  nos 
équations  ont  été  obtenues  (en  supposant  uelv  indépendant  de  t), 
on  peut  prévoir  qu'inversement  la  réciproque  est  vraie. 

Toutefois,  elle  n'est  pas  évidente.  Pour  la  démontrer,  il  suffit 
de  véiifier  que  les  dérivées  partielles  par  ra|)porl  à  la  variable  s 
des  fonctions  a  cl  c  tii-èes  des  équations  (6)  sont  nulles  identi- 
quemenl. 

Faisons  la  vérification  pour  (/,  par  exemple. 

On  a,  en  différentianl  la  première  équation  (6), 

()u        âL        à'/    . 
ds         ds         01         '- 

mais,  d'après  la  première  équation  ('y'),  on  trouve 

r  ^    T 

r     ^  1 

et,  par  suite, 


—  n  - 

Le  crochet  fadeur  de  sin  y  esl  visiblement  nul  lorsque  y  est  une 
solution  de  l'équation  (5).  Ce  qui  démontre  la  proposition. 

Toute  la  difficulté  de  la  question  consiste  donc  à  en  trouver  une 
intégrale.  Mais  si,  mallieureusemenl,  ce  problème  sous  sa  forme 
générale  paraît  inabordable,  au  moins  sans  avoir  recours  à  des 
dévclop[)ements  en  série,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  la  considé- 
ration de  l'équation  (5)  conduit  à  des  applications  inléressaules, 
ainsi  que  nous  le  montrerons  bientôt  par  un  exemple. 

Auparavant,  faisons  quelques  remarques  générales. 

Kkmakques.  —  1.  Puisque  a  et  v  ne  dcpendent  pas  de  s,  on 
peut,  pour  les  calculer  en  fonction  de  (■),  ^  et  /,  donner  à  .v,  dans 
la  formule,  une  valeur  arbitraire.  En  faisant  5  =  0,  on  obtient,  en 
particulier,  les  formules  plus  simples  et  sans  signe  de  quadrature  : 


(8) 


d/'  r  iv  ,        ,        sin  y  (o,  t) 

I  as 


ds  ^ 


1^1, 

0,0  J 
0,0  J 


2.  Nous  avons  laissé  de  coté  le  cas  où  •}'  est  identiquement 
nul,  c'est-à-dire  où  te  pas  est  constant;  il  est  évident,  géomé- 
triquement, que  ce  fait  no.  peut  se  présenter  que  pour  les  généra- 
trices d'une  surface  réglée  dont  le  cône  directeur  est  de  révolution 
autour  de  la  direction  perpendiculaire  au  plan  de  base.  Il  n'y  aiua 
de  véritable  hélice  satisfaisant  à  celle  question  que  si  ces  droites 
ont  une  enveloppe,  c'est-à-dire  si  la  surface  est  d'égale  pcnie. 
Celle  hélice  en  sera  l'arête  de  rebroussemenl. 

11  est  intéressant  de  voir  comment  le  calcul  pourrait  nous  per- 
mettre de  retrouver  ces  résultats. 

Les  équations  (  1  )  et  (2)  donnent  (absiraclion  faite  de  la  solution 

(j;-^  =0,  (|ui  conduit  à  des  génératrices  reclilignes)  les  deux  équa- 
tions suivantes  : 
(9)  et  (10)      IM  cos/ —  L  sin/ =  o,  M  siny  -f- L  cosy  =  t- ' 

en  indi(juant  par  la  notation  (j/,)  (jue  le  pas  est  constant. 
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On  tire  de  là 
(il)  M  =     -  sin/(:y, /),  L=      -cos/(s,  O, 

mais  la  somme 

L  H-   /     ^  siny  <h 

doit  représenter  //  fonction  de  /  seul;  d'où  la  relation  de  condition 

dL         .       d/ 

on,  en  vertu  de  la  deuxième  équation  (  1 1  ), 

IV    .        &/        0/    . 

—    7-  SI  11  7  -^   H ~  SI  n  7   =  o , 

4/0  as         ôt         '■ 

et,   en  metlant   de  côté   la   solution   siny=ro,  qui   conduit  à  des 
génératrices  rectilignes,  il  reste 

^   ^  dt         'lo    as 

La  considération  de  v  conduit  d'adieurs  à  la  même  conclusion. 
L'équation  (12)  est  facilement  inlégrable.  Si  l'on  pose 

w   _  d\{ I ) 

on  obtient,  F  désignant  une  fonction  arbitraire, 
(i3)  7  =  F[6-(-X(0], 

et,  en  remarquant  qu'on  a 

w  ^  w    . 

"=   .-cosx(o,  0,  V  =  ç^  sinx(o, /), 

on  trouve 

(i4)  a=  ^cosF[X(0],  (^=  ■î^sinF[X(01- 

YO  Y» 

Les  formules  du  déplacement  d'un  point  de  la  génératrice  de^ 
viennent  ici 

"^x  =  cos  F  (  s  -4-  X  )  (  du  -\-  -     dt  \ , 

rjy  =  siil  I''  f.v  +  X  )  I  ds  -l-         dt  \  , 


as  =  <]>«  ,  \  <h  -+-     ^/  ) , 
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d'où  l'on  lire 

oar  ov  oz 

(l5)  ,,   =  - — r;   ==    ,     • 

'  cosi*         SI  11  h         4^0 

Le  point,  ainsi  défini  n'esl  autre  (jiie  le  point  inOniineul  voisin 
sur  la  position  initiale  de  la  eourbe.  Done,  quels  que  soient  ds 
et  t//,  on  trouve  toujours  un  point  situé  sur  une  position  fixe  de  la 
courbe.  Autrement  dit,  cette  solution  amène  à  ne  trouver  qu'une 
hélice  fixe.  C'(;sl  bien  conforme  à  nos  prévisions,  les  génératrices 
reclilignes  ayant  été  écartées  dans  le  cours  des  calculs. 

2.  l*KOBj.Èi\iK  11.  —  Chercher  les  sur/aces  satisfaisant  à  la 
question  précédente  et  pour  lesquelles  la  projection  de  l'hélice 
mobile  sur  son  plan  de  base  correspond  à  une  fonction  /{s,  t) 
du  type  défini  par  la  relation 

(i6)  ■/.(*,  0  =  ^i^v;aO  +  aO, 

^{t),   'f](t),   Ç(/)  désignant    des  fonctions    quelconques    de    la 
variable  t. 

Nous  reriiai(nieroiis  tpie  les  hélices  circulaires  rentrent  dans 
cette  lamillc,  dont  nous  donnerons  plus  loin  un»;  définition  géo- 
métrique. 

L'équation  (5),  si  l'on  pose  pour  abréger  p  =  t^  ,  devient 

(>7)  ^  =  (.-H^)v?^-  p.^(-ir+!:')- 

Dillérenlioiis  par  rapport  à  .v  ;  on  obtient  récjuation 

Mulli|)lions  l'éipiation  (17)  par  tj",  l'éfjuation  (18)  par  — t)'  et 
ajoutons;  nous  trouvons 

(•9)  pa'{V-- vi")-  ;-^'^/-^-pU'V'=  A 

ou 

(19')  ^p(.)'(r/2—  TIT)"')  —  W7)'2-  p5CV'=  ^, 

eu  posant 

(.0,  .=î..     .=(3:y_v(i). 
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Différentions  l'ér|ualioi)  (ig)  par  rapporta  ^^ comme  le  deuxième 
membre  dépend  de  la  variable  s  seulemenl,  il  en  esl  de  même  dn 
premier,  et  l'on  auia 

(21)  ^[p^'J^-V'-'^/TQ")  — w'^''— (p^Ç')''l"=o. 

Différentions  l'équation  (21)  par  rapportât;  nous  obtenons 

(22)  -(pi,i'y(ri'ri"—7iri"')  —  9.ui'-t]'ri'—{pit,')'-fl"'=o, 

et,  en  éliminant  (p^s')'  entre  (21)  et  (22),  on  trouve  l'équation 

(pCOj  7)     T,    —  2T)^ 

Comme  le  premier  membre  de  celle  égalité  est  fonction  de  t 
seul  et  le  deuxième  de  s  seul ,  on  doit  avoir,  en  désignant  par  a  une 


(  ^  )  Cette  condition  suppose  que  7^'  n'est  pas  nul.  Or  pour  ti'  =  o  les  hélices  cor- 
respondantes se  réduisent  à  (les  droites.  Nous  écartons  celte  solution.  D'autre  part, 
en  toute  rigueur,  la  forme  adoptée  |)ar  la  condition  (23)  suppose  que  les  dénomi- 
nateurs des  deux  membres  sont  dillerciits  de  zéro.  En  fait,  les  conclusions  sui- 
vantes tirées  de  l'équalion  (24  )  seraient  en  défaut  si  les  deux  ternies  de  l'un  ou  de 
l'autre  des  deux  membres  de  l'éiiuation  (2.5)  S(ml  nuls.  Nous  aurons  dans  le  cours 
des  développements  dés  conséquences  de  l'équation  (a'i)  à  revenir  sur  le  cas  où  ce 
fait  se  présenterait  pour  le  second  membre.  Or,  d'autre  part,  il  ne  peut  évidem- 
ment se  produire  pour  le  premier  membre  que  si  u' est  nul,  c'est-à-dire  si  Ç^'  est 
nul.  Or  supposer  Ç  nul  revient  à  adjneltreque  |cs  génératrices  sont  des  droites; 
reste  l'hypotlièsc  ^  =  Ço ^"  désignant  par'>^„  une  constante  non  nulle.  Nous  termi- 
nerons par  l'étude  directe  de  ce  cas  la  solution  de  la  présente  question.  Remar- 
quons de  suite  que  le  cylindre  principal  de  la  génératrice  est  alors  indéformable. 

Enfin,  si  l'on  suppose  nul  l'un  des  dénominateurs  sans  que  le  numérateur  cor- 
respondant le  soit,  la  compatibilité  des  équations  (21)  et  (25)  exige  que  l'autre 
dénominateur  soit  nul.  Nous  avons  donc  à  envisager  l'Iiypothése  où  l'on  a 

(pw')'=;0,  f\"'t\' —  2  7\"^=:o; 

ces  deux    équations  donnent   aisément,   ol  el  "k  désignant  deux  constantes  arbi- 
traires, 

(a)  r{'  -  ay\'\         ?l^' -  \- 

L'équation  (i-;)  devient,  dans  ces  conditions, 

a  =  (■•>•  -<-  T7  j  '^i'  ?'  —  ■''X  -  P^C- 
Diiïérenlions  celle   relation   et   remplaçons  dans  le    résultat   r,     par  sa   valeur 
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constante  arbitraire, 

(24)  7 rr7  =  «,  -lîj—, -,^a- 

La  première  de  ces  équations  s'intègre  immédiatement  et  donne 

(i5)  u)  =  -  poj  4-  G, 

C  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Posons,  pour  simplifier  la  notation,  7i'=  0  ;  la  seconde  équation 
(24)  devient 

(26)  0'2— ^()6"=o. 


en  posant 


k=  ^"' 


•la  —  I 

La  nouvelle  équation  suppose  expressément 

•ia  — 1^0. 
Voyons  d'abord  ce  que  donne  la  supposition  a  =  -.  La  deuxième 
équation  (a4)  se  réduit  à  ■fi"-f\'^=^  o;  l'hypothèse  V  donnerait  des 

donnée  par  la  première  des  formules  (a);  nous  obtenons 

^'  r '*'  V  "^  ^)  °''^'^'~  ^°  J  ^  "* 

En  laissant  de  cote  la  solution  ■r\' =  o,  il  reste  une  relation  de  la  forme 
[s -h  77  )  ^  =  fonction  de  t. 

En  différentianl  cette  relation  et  remplaçant  t,"  en  fonction  de  t,',  on  trouve  (la 
solution  T^'^o  étant  abandonnée) 


a  (  ij*'  s  -f-  'V  ; 


dont  il  est  facile  de  voir  rinconi|)alil)ilité,  lir»rs  le  cas  sans  intérêt  où  <^'  est  nul, 
avec  la  première  des  équations  a.  L'Iiypotlièso  dont  nous  sommes  partis  ne  conduit 
donc  à  aucune  solution  du  problème. 

L'é(|uation  (3o)  ci-dessous  donnerait  lieu  à  ties  observations  du   même  genre  et 
qui  conduiraient  éi;alemenl  à  des  solutions  déjà  rencontrées.  Les  calculs  sont  ana-. 
logues  à  ceux  qui  précédent  et  je  n'y  reviendrai  pas. 


I 


-  77  - 
hélices  réduites  à  des  droites.  Reste  yj"'=  o.  Donc 

Tl"=  Go, 
Co  désignant  une  constante  arbitraire. 
A  se  réduit  alors  à  -4—  et  l'on  a 


CJ,  et  C'y  désignant  de  nouvelles  constantes. 

Mais  alors,  en  remplaçant  dans  l'équation  (19)  yj,  ■f\'  el  y\"  par 
les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver,  nous  obtenons  la  rela- 
tion 

3GI 

'" )^ 


(Co5 


j  I 


identité  (jui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  (^=0.  Donc,  enfin,  yj"=o. 
Le  numérateur  et  le  dénominateur  du  deuxième  membre  de 
l'équation  (aS)  sont  identiquement  nuls;  c'est  d'ailleurs  le  seul 
cas  où  cette  particidarilé  se  présente.  Nos  calculs  sont  en  défaut, 
mais  nous  étudierons  directement  le  cas  où  'r\   ^  o. 

Revenons  au  cas  où  «  ^z^  -• 

'^    1 

Nous  devons  encore  étudier  un  cas  spécial,  celui  où  «  ^  o,  car 
dans  cette  h_ypotbèse  A"  =  i  et  l'intégrale  de  l'équation  (26)  prend 
une  forme  qui  diffère  de  la  forme  générale.  Mais  alors  la  prennère 
des  équations  (24)  donne 

w'  =  o,         w  =  G,  * 

C  désignant  une  constante.  La  dérivée  (pw')'  est  nulle  et  l'équa- 
tion (21)  donne 

d'où  nous  tirons  :  soit  ^'=1  o,  hypothèse  que  nous  étudierons  plus 
loin,  soil 

c'est-à-dire 

C(  est  une  constante  et  l'équalion  (19')  se  réduit  à 

—  Gr/2-  G,r)"=  A. 

xxxvii.  6 
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D'aiilre  part,  on  reniarquera  que 

Tj'Tf)'"—  r/'2=o, 

vertu  de  la  deuxième  équation  (24)  et  que  A  se  réduit  à  — 7^ 
Il  résulte  de  là  que  0  doit  vérifier  les  deux  relations 


C0-^  +  C,0'  =  -2-, 

(27)  j  6' 

(       00"— 0'2=o. 

La  dernière  s'intègre  immédiatement  et,  les  y  désignant  des 
constantes,  admet  pour  solution  la  fonction  0  définie  par  la  rela- 
tion 

0  =  YpY.^. 

Portant  cette  valeur  dans  la  première  des  relations  (27),  on  ob- 
tient la  condition 

qui  entraîne  y,  =  o  avec  y  =  o  ou  C  =  o. 

Si  y,  =  Y  =  o,  on  a  yi'=  o,  solution  sans  intérêt,  comme  on  a  vu  ; 
Si  y,  =  G  ^  o,  on  a  0  =  v,  to  =  o  et,  par  suite, 

y  se  réduit  à  une  fonction  de  t.  C'est  encore  le  cas  limite  des  hé- 
lices réduites  à  des  droites. 

Passons  maintenant  au  cas  où  a  n'est  ni  nul  ni  égal  à  ■  La  pre- 
mière des  équations  (24)  donne 

(28)  (pa.')'=^, 

a 

et  les  é(juations  (21)  et  (22)  deviennent,  après  substitution  de  celte 
valeur  de  (p(o')', 


(29) 


elles    conduisent,   comme    il    fallait   s'y  attendre   puisqu'on  avait 
efiectué  l'élimination,  à  la  même  valeur  pour  o^J^'. 


(3o) 
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On  peut  écrire  la  première  des  relations  (^9)  sous  la  forme 


(PCO'         ir)'2(i-a)-7)r;' 


j^e  deuxième  membre  est  fonction  de  s  seul,  le  premier  de  t  seul  ; 
cette  équation  équivaut  donc  aux  deux  suivantes,  où  6  désigne  une 
constante  arbitraire 

(3i)  ■t\'{a  —  hr\)-\-f('^b{a  —  \)  —  o,         a)'=  6(p^Ç')'. 

La  première  s'écrit 

(3.)  ?;-(«-0      '^' 


■t\  b-t\  —  a 

D'autre  part,  l'équation  (a6)  donne 

h 

d'où 

(33)  ■0=.(C..-4-C,)"+C2, 

en  faisant  rentrer  le  facteur  p  (-7 )  résultant  de  l'intégration 

dans  les  constantes  arbitraires  C  et  C|. 

Portons  cette  valeur  de  r;  dans  l'équation  (32)  ;  en  posant 

a  =  Gs  -f-  Cl, 


on  obtient 


6  ct"  -H  6  Gj  —  a 

Si  nous  laissons  de  côté  la  solution  C  =  o  de  cette  équation, 
pour  laquelle  r,  se  réduit  à  une  constante  et  l'iiélice  génératrice  à 
une  droite,  et  si  nous  divisons  par  (a —  i)  les  deux  membres  de 
la  relation  précédente  (*),  nous  obtenons 

1 
(34)  26(T«-(- 6Gi— a  =  o, 


(')  On  laisse  ainsi  de  côté  le  cas  où  a  =  i.  Mais  la  seconde  équation  (24)  im- 
pose la  condition  t,"=  o.  On  retombe  ainsi  sur  une  étude  déjà  réservée. 


ce  qui  exige  évidemment 

b  =  o.         a  ^  o. 

On  est  conduil  ;"i  une  conlradiclioii,  car  a  a  élé  supposé  difTé- 
reul  de  zéro.  Donc  pas  de  solution  possible  en  dehors  de 


On  a  vu  directement   (|ue  <z  =  o  ne  mène  à  rien  d'intéressant. 

Les  deux  autres  hypothèses  possibles  a=-  et  «=1  exigent 
'f\"  =  o.  Donc  : 

Si  le  pi'oblème  admet  une  solution,  celle-ci  sera  nécessaire- 
ment une  surface  engendrée  par  une  famille  d'hélices  circu- 
laires. 

Pour  achever  la  question,  il  suffit  de  chercher  s'il  existe  effecti- 
vement une  solution  du  problème,  correspondante  •/]''=  o.  Alors 
on  aura 

7)    =   h  (s  .Soj, 

h  et  .Ço  étant  deux  constantes  arbitraires.  Mais  on  peut  faire  ren- 
trer /^  dans  le  facteur  \  el  hs^  dans  s,  ce  qui  revient  à  dire  que, 
sans  diminuer  la  généralité  du  problème,  on  peut  prendre 

Cette  remarcpie  simplifie  les  écritures  et  les  calculs. 
L'équation  (ly)  devient  alors 

(36)  -l'Kpr-O^^o. 

Or  les  hypothèses  T|'^o  et  i  =  o  ne  donnent  aucun  résultat 
intéressant.  Il  reste  donc  une  seule  solution 

(3?)  pr-$  =  o, 

et,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur,  on  trouve  par  une  intégration 
facile 

(38)  $=^^>  "  =  ^' 

l  désignant  une  constante  (il  est  aisé  de  voir  (juc  c'est  une  lon- 
gueur). 
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Pour  f|iie  le  problème  soit  résolu,  il  reste  encore  à  vérifier 
l'équalion  (17),  ce  qui,  en  tenant  compte  des  valeurs  données 
pour  ^  el  o)  par  les  relations  (38),  donne  la  condition 

(39)  cv  =  C7. 

On  peut  donc  se  donner  le  pas  'l  et  w  ou  ^'.  La  formule  (39) 
détermine  la  troisième  de  ces  fonctions.  Nous  savons  par  la  théorie 
générale  du  problème  qu'on  peut  déterminer  les  fonctions  w 
et  V  convenables.  Ainsi  le  problème  admet  une  solution. 

Reste  à  trouver  la  nature  géométrique  de  cette  solution.  Pour 
fixer  les  idées,  donnons-nous  ^.  La  formule  (39)  donne  w.  D'ail- 
leurs ^  se  réduit  à 


sUt. 


d'où 


[  z  =^  s<\>, 
et,  par  la  formule  (8)  du  problème  précédent,  on  obtient 
(40  «  =  -T-cos^  —  ^sinÇ,  t;  ^  —sinÇ  + -L_  cosÇ. 

•il  y-  y  ij;- 

Soient  alors  X.,  Y,  Z  les  coordonnées  rapportées  à  des  axes  fixes 
parallèles  à  nos  axes  mobiles;  considérons,  en  particulier,  la  droite 
(axe  de  l'Iiélice  génératrice)  , 

la  vitesse  absolue  de  sa  translation  est 

d\o        dxa  d\o        dy^ 

dt  dl  dt  dl 

OU,  en  effectuant  les  calculs, 

rfXft  dXf, 

—r-  =  «1  — r^  =  <>• 

dt  dt 

Cette  droite  est  fixe  :  toutes  les  génératrices  ont  même  axe. 
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Pour  achever  le  problème,  nous  remarquerons  que  les  coordon- 
nées X,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  surface  sont 

{.\->.)      X  r^  -^%in  (^  s  ^  X,J  -  X^,        ^  :^  _       cos  U  5  -f-  ^  j  — ^„,        z=^s, 

et  par  suite  nos  coordonnées  X,  Y,  Z,  rapportées  atix  axes  fi\cs 
dont  l'axe  commun  des  hélices  est  Os,  seront 

(/,3)     X=;^sin(i.H-c),  Y=-|co.(i.v-t-c),  Z  =  ^s; 

SOUS  cette  forme,  on  reconnaît  les  équations  d'un  hélicoïde  gauche 
à  plan  directeur. 

Cas  où  la  fonction  Ç  se  réduit  à  une  constante  ^o-  —  H  nous 
reste,  pour  terminer,  à  étudier  l'hypothèse  où  la  fonction  ^  se 
réduit  à  une  constante  ^o-  i'  résulte  d'une  remarque  antérieure 
que,  dans  le  problème  actuel,  il  n'y  a  pas  lieu  de  supposer  le 
pas  constant.  On  peut  alors,  ce  qui  simplifie  les  calculs,  prendic 
pour  variable  indépendante  t  le  pas  'h  lui-iiièmc.  L'é(|iiation  (i '^) 
devient  alors 

(•7  ^")  :\  =  (* -1-  "'j'i'^S  -  KU- 

'/  ■ 

Différentions  cette  relation  par  rapport  à  •]/ ;  nous  irouvons 

Si  on  laisse  de  côté  le  cas  étudié  précédcmmonl  où  ri"  est  idon- 
ti(|ucmcnt  nul,  cette  é<|ualioM  exige  (|u'<)ii  ait  séparément  les 
relations 

obtenues  en  joignant  à  (17  ter)  la  condition  résullant  do  la  dillV'- 
rentiation  de  cette  équation  par  rapport  à  ,v  ou,  en  désignant 
par  Wq,  a  et  P  trois  constantes, 

(A)  w  =  Wo,         Ç  =  aLogP<}/     («). 


(  '  )  Si  a  est  nul,  il  n'est  pas  possible  de  mettre  l'intégrale  de  l'équation  (  ij'Ç  ï  =  o 
sous  la  forme  adoptée  dans  le  texte.  Cette  intégrale  se  réduit  à  li„=  eonst.  Mais, 
étant  donnée  la  signification  de  ^,  il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  particulariser  cette 
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Mais  alors  l'équation  (17  bis)  devient 

(B)  \  — (s  +  <^o)^|'l'  =  — a?o. 

L'('^qnation  (B)  détermine  la  forme  de  la  section  droite  du  cy- 
lindre indéforinahle  portant  l'hélice  généraliice.  A  toute  solution 
de  l'équation  B,  étant  données  les  constantes  Wq,  a  et  j3,  corres- 
pondra :  1°  une  famille  d'hélices  génératrices  dont  le  déplacement, 
par  rapport  aux  axes  mobiles,  est  donné  par  la  seconde  des  for- 
mules A;  2"  un  mouvement  des  axes  mobiles  donné  par  la  pre- 
mière des  relations  A  et  par  les  relations  qui  donnent  u  et  v^  ainsi 
qu'il  a  été  expliqué  plusieurs  fois  ci-dessus. 

Il  nous  faudrait  étudier  les  sections  droites  déterminées  par 
l'équation  (B)  et  les  mouvements  correspondants.  Nous  nous  bor- 
nerons sur  ce  sujet  aux  remarques  suivantes  : 

1°  Les  hélices  définies  par  l'équation  (B)  ne  sont  jamais  circu- 
laires. Cette  remarque  permettra  d'énoncer  immédiatement  le 
théorème  II  lorsqu'on  sera  parvenu  à  démontrer  que  les  axes  des 
hélices  circulaires  dont  il  est  question  dans  ce  théorème  conservent 
une  direction  fixe. 

2°  Si  l'on  suppose  a  nul,  l'équation  (B)  s'intègre  immédiatement 
et  d'une  façon  très  sim[)le.  L'étude  de  ce  cas  parait  devoir  être  in- 
téressante, mais  nous  entraînerait  trop  loin.  Nous  signalerons  plus 
spécia!(MTient  encore  les  solutions  (correspondant  à  a  =  (ï'^  =  o. 

3°  Dans  le  cas  général,  l'éqnalion  (B)  déterminant  7)'  est  du 
premier  ordre  et  rentre  dans  le  type 

dy  , 

-^  =a(.r-4-6).>'3+cX- 

(«2,  A,  c  désignent  trois  constantes),  qui  appartient  à  une  classe 
ayant  fait  l'objet  des  études  de  plusieurs  géomètres.  {Cf.  R.  I^iou- 
viLLE,  Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  année  1887,  p.  189.) 


conslantc  cl  spccialeinent  à  la  supposer  nulle.  De  la  sorte,  on  peut  dire  que  la 
forme  adoptée  s'applique  encore  lorsque  a  est  nul.  Rnfin  cette  formule  suppose, 
si  l'on  veut  éviter  l'introduction  d'imaginaires  inutiles  ici,  que  pi}/  est  positif.  Il 
est  aisé  de  modifier  la  formule  pour  éviter  la  difficulté  pour  les  valeurs  de  4^  de 
signe  contraire  à  p.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette  question  dont  la  solution 
est  tout  à  fait  élémentaire. 
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De  celle  discussion  résulle  le  ihéort'ine  stiivanl  : 

Théorème  I.  —  Les  seules  sui'f aces  engendrées  par  des  hélices 
de  même  direction  d^axe  et  dont  la  base  varie  d'après  la  loi 
définie  par  la  relation 

x_{.v,  o  =  ?(o  'I  («)  +  !;(  n, 

et  qui  admettent  ces  hélices  comme  asymptotiques,  sont  :  i"  des 
hélicoïdes  gauches  à  plan  directeur  ;  2°  une  famille  de  sur- 
faces engendrées  par  des  hélices  dont  le  cylindre  principal  est 
indéformable  et  appartient  à  un  type  défini  par  l'équation  (lî). 

Il  esl  inléressanl  de  donner  la  signification  géométrique  de  la 
loi  de  variation  précédente.  On  remarcjue  que  la  coiirlxire  de  la 
projeclion  de  l'hélice  sur  son  plan  de  hase  a  pour  expression  -^, 
et  |)ar  suiie  celle  courbure  y  esl  ici 

el  inversemenl,  si  la  courbure  de  la  projeclion  de  l'hélice  se  ré- 
duilau  produit  d'une  lonclion  de  t  par  un(;  (onclion  de  a",  la  fonc- 
tion 7  aura  la  forme  spécifiée  dans  l'énoncé  i\\\  théorème  i. 

Comme  d'autre  part  la  courbure  de  l'hélice  ne  diU'èi'c  de  celle 
de  sa  projeclion  que  par  un  facteur  fonction  de  /,  on  voit  qu'au  lieu 
de  parler  de  la  projection  dans  l'énoncé  précédent  on  j)eut  lui 
subslilncr  l'hélice  elle-même.  La  courbure  des  hélices  généra- 
trices est  de  la  forme  F(0  x  F,  (.s).  Y  et  F,  étant  deux  fondions 
quelconques  et  inversement,  loulc  généralrit-e  dont  la  courbure 
répond  à  celle  délinilion  esl  du  type  considéié.  ("t'sl  (;e  (pie  nous 
exprimerons  en  disant  (pie  nos  hélices  génératrices  varient  en 
conservant  même  loi  de  courbure  en  fonction  de  l'arc,  à  un 
facteur  prés. 

Les  hélices  circulaires  rentrent  dans  celle  calégorie.  On  pour- 
rait imaginer  d'autres  exemples  ;  un  cas  simple  est  celui  où  la  pro- 
jection de  la  génératrice  sur  son  plan  de  base  serait  une  S[)irale  de 
M.  Cornu.  Les  hélices  indéformables  rentrenl  aussi  évidemment 
dans  ce  type. 

3.  PnoKLÈMF.  [IL  —  Rechercher  les  surfaces  admettant  une 
série  d^ hélices  quelconques  comme  famille  d' asymptotiques. 
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La  mise  en  équation  dn  problème  est  la  même  que  celle  du  pro- 
blème I.  On  doit  ebercher  à  réaliser  l'identité 


(44) 


N  =  J;(M  sin/  +  Lcos-/^). 


Nous  simplifierons  un  peu  les  calculs  en  prenant  les  axes  mo- 
biles tels  que  Ox  soit  parallèle  à  la  caractéristique  du  plan  xOy. 
(Nous  laissons  de  côté  le  cas  des  plans  de  base  enveloppant  le 
cercle  de  l'infini.)  Alors  ^  =  o.  Deux  difïérentiations  successives 
pai-  rapport  à  5,  efl'ectuées  sur  l'équation  (44)j  donnent 

p  sin /^(<V"" -^  i)  -^  'Y 


(43) 


40)     Lcosx-t-Msinx_=  -^^ 


<)-/^  p  sin/(4'--(-  i)  -+-  «l*' 


'^ 


ds  ) 


^  ds 

ôs 


/>cos'/^(  J/^+  0 

^  ds 


Une  troisième  différentialion  conduit  à  la  relation 


jDCOSX(4'^ 


—  -r^  —  P  siii  ■/  -=— i (  -r= 

d.v2         ^         ^       At        \ds 


(47)^ 


_^(Meosx-Lsmx) 


3  — ^'  ^  (  I-  cos  Y  -f-  M  sin  7  )  H-  2 


c)s"'    ds 


c^s  \  dt  as  '  ^        '■  ôs  )        \ 


ds"' 
as 


r  —  p'\i  cos  / 


dt  J 


(M  cos/  —  L  siny  )• 


La  substitution  dans  l'écpiation  (47)  des  valeurs  données  par  les 
relations  (45)  et  (46)  pour  les  binômes  L  cos  ^ç^  +  M  sin^  et 
M  cos  y  —  Lsiny  conduit  à  l'équation  suivante,  qui  définit  y  en 
fonction  de  p,  r  et  (|/  fonctions  arbitraires  de  l  : 

p  cnsy(<\>--¥-  i)  d^y 
^  (Js- 

d-^y    p  f.tny(<h''  -\-  i)  -+-  'Y 


ds^ 


J/ 


ds 


—  3 


d^y 
ds"- 

ds'^ 


r  ^ 

ds'^       p  s\oy{<\i^- 


i)-f-<V' 


-(-  /•—/?(}/ cos/  +  ^ 


dt 


/?(<];"-  -t-  I  )  cos  / 


Js  \  dt  ds 


v'*^i..xï)-(g)'|- 


1 
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Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que,  si  l'on  fait  dans 
cette  équation 


=  r  =  o. 


on  obtient,  comme  on  doit  s'y  attendre,  l'équation  du  troisième 
ordre  résultant  de  l'élimination  par  difïerentiation  de  la  fonction 
w  dans  l'équation  fondamenlale  du  problème  I. 

L'équation  (4^)  sera  utilisée  comme  il  a  été  dit  pour  l'équation 
analogue  du  problème  I.  Dans  le  cas  général,  la  résolution  de  celle 
équation  est  inabordable  pratiquement. 

Gomme  dans  la  question  précédente,  on  montre  que,  si  par  un 
moyen  quelconque  on  a  pu  déterminer  une  fonction  -j^,  il  lui 
correspond  une  surface  solution  de  la  question.  Cette  fonction  dé- 
finit en  effet  la  génératrice;  de  plus,  les  équations  (45)  et  (46) 
donnent  sans  ambiguïté  des  valeurs  correspondantes  pour  L  et  M. 
On  en  déduit  u  et  v. 

L'équation  (44)  donne  N  et  par  suite  w.  On  voit  toujours  comme 
précédemment  que  les  valeurs  trouvées  pour  m,  c  et  iv  sont  bien 
indépendantes  de  5  et  par  suite  caractérisent  un  mouvement  bien 
déterminé  de  la  génératrice. 

Remarque.  —  La  fonction  y^  dépend  des  fonctions />,  /',  <];.  Ou 
peut  les  éliminer  par  differentialion  et  obtenir  une  équation  aux 
dérivées  partielles  en  y  qui  ne  contient  plus  aucune  fonclion  ar- 
bitraire. Ce  sera  l'étpialion  générale  des  fonctions  y  aux(pielles 
correspondra  une  solution  du  problème.  Etant  donnée  la  conq)lica- 
tion  des  calculs,  cette  remarque  n'a  qu'un  intérêt  lliéori<|ue.  Elle 
s'applique  évidemment  au  problème  précédent  :  d'ailleurs  l'équa- 
tion (48)  dans  laquelle  on  aura  lait  p  =:  r  =  o  esl  un  exemple  de 
cette  transformation,  exemple  correspondant  à  rélimlnaliou  de  «' 
dans  le  problème  L 

A.  Nous  ferons  une  application  intéressante  de  l'équation  (48) 
en  l'utilisant  à  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Théouème  il  —  V hé licoide  gauche  à  plan  directeur  est  la 
seule  surface  admettant  pour  asymptotiques  une  famille  d'hé- 
lices circulaires. 

On  a,  dans  ce  cas. 
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Ij'équation  (48)  devient  simplement 

et  abandonnant  ^  =  o,  qui  donne  la  génératrice  d'une  surface  ré- 
glée, il  reste 

(A)  2/>4>^in(.$  +  0  =  ?|-r; 

le  second  membre  est  fonction  de  t  seul  ;  il  doit  en  être  de  même 
du  premier,  ce  qui  exige 

P^^  =o 
et  par  suite 

Laissons  de  côté  les  solutions  t|^=  o  ou  ^  =  o  qui  conduisent  à 
des  génératrices  rectilignes  d'une  surface  réglée.  Il  faut  donc 
prendre/)  =  o.  Comme  par  hypollièsc  ^  ==  o,  les  hélices  circulaires 
doivent  avoir  une  direction  d'axe  fixe  et,  comme  elles,  appar- 
tiennent à  la  classe  objet  du  théorème  I,  la  surface  qu'elles  en- 
gendrent doit  se  réduire  à  un  hélicoïde  gauche  à  plan  directeur.  On 
pourrait  d'ailleurs  continuer  les  calculs  en  portant  la  condition 

à  laquelle  se  réduit  l'équation  (A),    mais   on   reiomberail-  sur  une 
question  déjà  traitée. 

5.  Recherche  des  surfaces  admettant  comme  lignes  géodé- 
siques  une  famille  d^ hélices  variables. 

On  doit  avoir 

cos^ra  =  I 

OU  (formule  VI,  Tableau  II) 

(49)  M  cos/^  —  Lsinj(^  =  o. 

Comme  dans  le  problème  précédent,  nous  prendrons  g  =z  o. 
Différenlions  deux  fois  par  rapport  à  s  l'équation  (49)  et  rem- 
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1  <)L       OM  ,  ,  .  .  -Il 

plaçons  —  ol  -,— par  leurs  valeurs;    nous  oblciions  ainsi  les  deux 
^     '         as        os   ' 

relations  suivantes  : 


(5o)  L  cos)(^  H- M  sin/ = 


as 


et 


>    1   ^-1 — r=-  — P't'  cosy 

'^  n  III    ciii  *y     I        


(5.)      (—Lsin-x  +  Mcos/)-^  -/^<}/sinx=  -  ^^ 

'(h 

Ij'éliminallon  de  L  et  M  se  fait  immédialemenl  en  inlroduisanl 
dans  la  relation  (5i)  la  condition 

L  sin  j(^  —  IVl  cos^  =  o 

donnée  par  l'équation  (49)- 

On  obtient  ainsi  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Si  l'on  connaît  une  solution  v  de  cette  équation,  il  lui  correspon- 
dra un  mouvement  déterminé  et,  par  suite,  une  surface  répondant 
à  la  question.  L  et  M  seront  déterminés  par  les  éqnnlions  (49) 
et  (5o)  qui  donnent 


M 


(53) 


siiix  r     'V      I      1 


1  ds 


Des  expressions  de  1^  et  M  on  déduit  a  et  v  ;  on  démontre  que 
les  fonctions  u  et  v  ainsi  trouvées  sont  bien  indépendantes  de  s  de 
la  même  façon  qu'il  a  été  indiqué  par  le  premier  de  ces  pro- 
blèmes ('). 


(')  On  peut  faire  une  remarque.  Si  les  relations  précédentes  sont  des  équations 
vérifiées  par  les  fonctions  qui  y  figurent,  considérées  comme  fonction  de  5,  mais 
pour  certaines  valeurs  isolées  de  t,  on  aura  écrit  que  les  positions  de  la  généra- 
trice correspondant  ;\  ces  valeurs  sont  des  géodésiques.  Celte  remar(iue  s'applique 
évidemment  aux  problèmes  précédents. 
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6.  Rf.mahques  géométriques.  —  Nous  ferons  quelques  remar- 
ques i;éométriques  évidentes  : 

i"  Si  une  hélice  est  géodésique  d'une  surface,  le  cylindre 
principal  de  l'hélice  est  circonscrit  à  la  surface  ; 

2°  Si  une  hélice  est  la  courbe  de  contact  d' une  surface  et  de 
son  cylindre  principal,  c'est  une  géodésique  de  la  surface; 

3"  Si  la  courbe  de  contact  d' une  surface  et  d'un  cylindre 
est  une  trajectoire  des  génératrices  de  celui-ci,  c' est  une  hélice 
et  une  géodésique  de  la  surface. 

Ces  remarques  conduisent  immédiatement  au  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  III.  —  Les  cylindres  sont  les  seules  surfaces  ayant 
comme  géodésiques  une  famille  d'hélices  de  même  direction 
d'axe. 

Il  est  intéressant  de  retrouver  ce  résultat  comme  application  de 
l'équation  (Sa).  En  _y  introduisant  riiypothèse  nouvelle 


celle-ci  devient 


qui  s'écrit 


/?  =  /•  =  <), 
dtds   ds         ôs^    dt  ' 


m 


os       /  &/ 


m 


d'où  l'on  tire, /désignant  une  fonction  arbitraire  de  t  dont  /'  est 
la  dérivée, 

ds 
et  en  désignant  par  F  une  (onction  arbitraire 
(54)  X  =  F[*->-/(0]- 

Par  un  choix,  convenable  de  l'origine  du  trièdre  mobile,  on  peul 
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évidemment  ramoner  celle  équalion  à  la  forme 

qui  définit,  étant  donnée  la  signification  de  '^,  un  cylindre  princi- 
pal indéformable.  Mais  on  peut  directement  arriver  au  résultat 
que  nous  avons  en  vue. 

Revenons  à  la  forme  générale  (54),  si  l'on  définit  s  en  fonction 
de  t  par  la  relation 

ds-^f'(t)dt  =  o. 

Le  point  correspondant  à  chaque  système  de  valeuis  de  s  et  de  i 
décrit  sur  la  surface  une  courbe  telle  qu'à  chaque  instant 

Zx  =  ^y  =  o. 

Comme  le  plan  de  base  est  fixe  en  direction,  cette  courbe  est  une 
parallèle  à  la  direction  d'axe.  La  surface  est  bien  un  cylindre. 

7.  Nous  utiliserons  cette  proposition  à  la  démonstration  du 
théorème  suivant  : 

Théorî^me  IV.  —  Le  cylindre  circulaire  droit  est  la  seule 
surface  admettant  comme  géodésiques  une  famille  d'hélices 
circulaires. 

On  a  en  effet  ici 

et  l'équation  (Sa)  devient 

(55)  ?./ji|/Çsinx  +  ^'  =  o. 

Or  ^'  est  fonction  de  l  seul  et,  d'après  une  remarque  déjà  faite, 
nous  devons  supposer  nécessairement  (|ue  y  dépend  réellement 
de  5.  Dès  lors  l'identité  (55)  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a  sépa- 
rément 

(56)  p'^  —  o,         $'=  o. 

Si  nous  laissons  de  côté  le  cas  de  tj^  ^  o  qui  correspond  à  des 
hélices  réduites  à  des  cercles,  question  connue  (on  trouve  les 
surfaces  canaux).  11  reste 

y?  =  0,  ^'=0. 
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On  pourrait  achever  la  question  en  partant  de  ces  deux  relations, 
mais  le  théorème  résulte  immédiatement  de  la  première  et  de  l'ap- 
plication du  théorème  précédent. 

8.  Déterminer  les  surfaces  admettant  pour  géodésiques  une 
famille  de  courbes  planes. 

On  peut  démontrer  géométriquement  d'une  façon  très  simple 
que  la  courbe  en  question  doit  être  indéformable  et  que  chacun  de 
ses  points  décrit  une  trajectoire  normale  à  son  plan.  On  est  con- 
duit ainsi  aux  surfaces  de  Monge.  On  démontre  également  ce  ré- 
sultat en  remarquant  que  les  surfaces  en  question  sont  des  sur- 
faces à  lignes  de  courbure  planes  dont  le  plan  est  à  chaque  instant 
normal  à  la  surface.  Ces  propriétés  ne  sont  pas  neuves;  aussi  ne 
développerons-nous  pas  ces  démonstrations  et  nous  bornerons- 
nous  à  montrer  comment  on  peut  arriver  au  résultat  par  l'emploi 
de  notre  méthode. 

En  introduisant  la  condition  '|  =  o  dans  l'équation  (52),  on  ob- 
tient, par  une  intégration  facile. 


(•>7) 


=  ^[s  —  F(0]  —  /     r{t)cù, 


OÙ  F  et  <  représentent  des  fonctions  arbitraires. 

Si    l'on   remarque  qu'en   remplaçant  les  axes  choisis  par  ceux 
que  l'on  obtiendrait  en  les  faisant  tourner  d'un  angle 


cp  =    /     r(t)  dt, 


l'équation  (57)  se  réduit  au  type  (54);  on   en  conclut  que  la  gé- 
nératrice est  indéformable. 

Ceci  posé,  si  l'on   détermine   la  conrbe  de  la  surface  satisfai- 
sant à  l'équalion  diflerentielle 

''^Ot 
ds  H ■ dt  =  o, 

ds 
on  vérifie  immédiatement  que  les  déplacements  ùx  et  8j  corres- 
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pondants   sont    nuls.    Celle   propriété,   jointe  à  l'indéformabililé 
de  la  génératrice,  caractérise  les  surfaces  de  Monge. 

9.  Sur  une  surface  quelconque  on  peut  tracer  une  infinité 
d'hélices  de  pas  donné,  tangentes  à  une  courbe  déterminée. 
Cette  propriété  est  à  peu  près  évidente  et  nous  avertit  que 
sur  la  surface  engendrée  par  une  hélice  quelconque  munie 
d'une  enveloppe,  celle-ci  n'est  pas  nécessairement  une  courbe 
spéciale.  Toutefois,  si  l'on  se  donne  a  priori  une  hélice  mobile 
munie  d'une  enveloppe,  celle-ci  sera  en  général  une  arête  de  re- 
broussemenl;  celte  n^marque  et  la  suivante  s'appliquent  à  une 
courbe  mobile  quelcon<|ue.  Dans  le  cas  où  l'enveloppe  ne  serait 
pas,  exceptionnellemenl,  une  ligne  de  singularités,  la  représenta- 
tion de  la  surface  par  un  système  de  coordonnées  conjprenant  ces 
génératrices  serait  en  défaut  sur  les  points  de  l'enveloppe  de 
celles-ci.  Nous  allons  maintenant  cliercher  les  conditions  pour 
qu'une  famille  d'hélices  définies  comme  précédemment  ait  une 
enveloppe.  Celte  condition  s'écrit  immédialcment 

(58) 
ou 

(5«j) 

ou,  sous  une  autre  forme  j)lus  commode  dans  certaines  applica- 
tions, 

L  sin)(^  —  INI  cos/^  —  o, 


03? 

or         03 

7i:i-  "" 

1J^^  TTz 

L 

M 

cos/ 

si  11/ 

(6o) 

(  IN  =  4/(  M  sin/ -t- L  cos/J. 

Si  ces  deux  équations  admettent  une  solution  commune 

/(«,  0  =  «. 

la  courbe  que  définit  celte  dernière  constitue  une  branche  d'en- 
veloppe. La  considération  de  la  forme  des  é(|uations  (()o)  conduit 
immédiatement  au  théorème  suivant  : 

Théouîcme  V.  —  Si  une  famille  d'hélices  mobiles  engendre 
une  surface  dont  ces  hélices  sont  constamment  des  asympto- 
li(jues  ou  des  géodésiques,  ces  hélices  admettent  une  enveloppe. 


i 
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Gela  tient  à  ce  que  l'une  ou  l'autre  des  équations  (60)  est  véri- 
fiée en  tout  point  de  la  surface  quand  on  se  place  dans  l'une  ou 
l'autre  des  hypothèses  du  théorème  V. 

Remarque.  —  Celte  enveloppe  peut  se  réduire  à  un  point  ou 
être  rejelée  à  l'infini.  I.a  considération  d'une  famille  d'hélices  tra- 
cées sur  un  cylindre  donné  comme  cylindre  principal  fournit  im- 
médiatement des  exemples  simples  de  tous  les  cas  possibles  cor- 
respondant à  une  famille  d'hélices  géodésiques. 

Cas  des  hélices  indéformables.  —  L'emploi  du  procédé  qui 
fait  l'objet  de  ce  Mémoire  conduit,  quand  on  l'applique  à  une  hé- 
lice indéformable,  à  des  résultats  particulièrement  intéressants  sur 
les(|uels  nous  nous  réservons  de  revenir. 


DES  ÉQUATIONS  MAJORANTES . 
Par  m.   a.   Pellet. 

1.   Étant  donnée  l'équation 

X'n_f(^X,  .r,,   ...,  x„)  =  o, 

nous   appellerons   équation  majorante  de  cette  équation    toute 

équation 

X'«_F(X,  Xi,  ...,  X„)  =  o, 

où  F(X,  X, ,  ...,  X„)  est  une  fonction  majorante  de /(;r,  a;,,  ...,  J7„) 
supposée  holomor|)he. 

Considérons  le  système  des  n  équations  à  n  inconnues 

i    Xx—fiiXi,  X-i;  ..  .,   Xn)  =  0,  X2—ft{Xi,...,Xn)  =  0,  ..., 

1      Xi— fi{xu  •■•,  Xn)  =  ^'>->  •••^         a;„— /„(.ri,   ...,  a:„)  =  o. 

Si     les    premiers    membres    de     leurs    écjuations    n)ajorantes, 

X,-  —  F,(X|,  . .  . ,  X„),  «'=  1 ,  2,  . . . ,  n,  sont  nuls  ou  positifs  pour 

le  système  de  valeurs  positives  X",  X^,  . . . ,  X",  les  équations  (i  ) 

admettent  un  système  de   solutions,  x'^,  . . . ,  or"    satisfaisant   aux 

XXXVII.  7 
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inégalités 

On  pourra  l'oblenir  par  la  série  de  Ncwlou,  en  négligeant  dans 
les  équations  (i)  les  termes  d'un  degré  supérieur  au  premier, 
résolvant  les  équations  du  premier  degré  ainsi  obtenues,  posant 

m"  étant  la  valeur  obtenue  pour  x,  et  opérant  sur  les  équations 
en  x'-  comme  on  a  fait  sur  les  équations  (i).  On  obtient  ainsi 
n  séries  absolument  convergentes  pour  x'^^  . . . ,  x^^  : 

En  effet,  en  opérant  de  même  sur  les  équations  majorantes 

(2)     Xi— Fi(X,,  . . .,  X„)  =  o,         ...,         X;,— F,j(X,,  . . .,  X„)  =  o, 

on  obtient,  vu  l'hypothèse  faite,  des  (piantités  U  toujours  posi- 
tives et  supérieures  aux  modules  des  quantités  a  correspondantes. 
D'ailleurs,  les  limites  des  séries 

sont  inférieures  respectivement  à  X".  De  j)lus,  les  transformées 
successives  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  des  équations  (2).  Il 
en  résulte  que  pour  des  systèmes  de  valeurs  X(,  ...,  X«,  inférieures 
respectivemenl,  mais  infiniment  voisines  de  ^^  ...,  ^„,  et  par  con- 
séquent pour  ces  dernières  mêmes  si  le  déterminant  fonctionnel 
des  équations  (2)  n'est  pas  nul  pour  ^,,  . .  .,  ^„,  les  équations  du 
premier  degré  en  j, ,  • . . ,  JK«, 


y 


i-aî-Vj^f;.(^,,  ...,ç„)  =  o, 


admettent  pour  solutions  des  valeurs  positives,  les  quantités 
A",  . . . ,  A"  étant  toutes  positives.  Or,  ces  solulions  sont  des  fonc- 
tions entières,  linéaires  et  homogènes  des  quantités  A",  . . . ,  A"^,  à 
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coefficients  positifs  ;  si  donc  on  substituait  aux  quantités  A  des 
quantités  négatives,  les  solutions  en  y  seraient  toutes  négatives. 
De  Jà  résulte  l'impossibilité  d'un  second  système  de  solutions  des 
équations  (2),  o^', ,  ...,  jf^^,  satisfaisant  aux  inégalités 

Çl  =  I  ^1  |i  •  •  • ,  Çj:=  I  ^i  \,  ç«i  I  ^n  !• 

En  eflet,  on  aurait 
mais 

iû^l/l?.(?l,    ■■■,kn)-^----^dnfkjkl>    •■■An), 

di  représentant  le  module  de  la  différence  x'^  — x\  : 

di    =       \      Xi  Xi  'y 

d'où 

di+Bf-^djF'^l-a,,  ...An)  =  o, 
i 

B"  étant  des  quantités  positives  ;  et  nous  avons  vu  qu'on  ne  peut 
satisfaire  à  ces  équations  par  des  valeurs  positives  des  d. 

2.  De  là  on  déduit  facilement  le  théorème  des  fonctions  impli- 
cites. Supposons  que  les  fonctions  _/  des  équations  (  1  )  aient  pour 
coefficients  des  fonctions  holomorphes  d'une  variable  <,  les  termes 
indépendants  des  inconnues  x  et  les  coefficients  des  termes  du 
premier  degré  par  rapport  à  ces  inconnues  s'annulant  avec  t\  soit 

F(T,  X„  X^,  ...,X„) 

une  fonction  majorante  de  toutes  ces  fonctions  y, (a;,,  . . . ,  x„),  où. 
le  terme  indépendant  des  X  et  les  coefficients  de  X,,  X2,  ..., 
X„  s'annulent  avec  ï.  Le  système  des  solutions  positives  des 
n  équations 

X,— F(T,,  X„  ...,X„)  =  o, 

donné  par  la  série  de  Newton,  est  fourni  par  le  système 

X(  =  X2  =  Xj  =  .  .  .  =  \„  =  A, 

X-F(T,X,  ...,X)  =  o; 
T  étant  très  petit,  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation 
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prend  des  valeurs  posilives  pour  certaines  valeurs  positives  de  X  ; 
en  général,  elle  aura  deux  racines  positives  pour  les  valeurs  de  T 
inférieures  à  une  certaine  valeur  positive  t  pour  laquelle  elle  aura 
deux  racines  posilives  égales,  ^.  Pour  les  valeurs  de  l  ayant  un 
module  inférieur  à  t,  les  équations  (i  )  auront  un  système  de  solu- 
tions donné  par  la  série  de  Newton  ;  on  aura 

et,  en  prenant  pour  ^"  la  valeur 


Ak) 


on  commettra  une  erreur  ayant  un  module  inférieur  à  ula'*"^"!, 
^}k+\)  étant  le  terme  ayant  le  plus  grand  module  dans  la  suite  des 
n  termes 

"1  5  "2  ^  •    •    -l  "-Il 

D'ailleurs,  il  est  clair  que  x^-  est  développable  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  ^,  et  le  rayon  de  convergence  est  au  moins 
égal  à  T. 

3.   Soient  l'équation 

x'^  —  f{x)  =  0, 
où 

/{x)  =  tti)-}-  aïo-  -h  .  .  .-h  ai^x''  -t- . .  . ; 

F(X)  =  Ao-f-  A,X  -4-.  . .+  y\;tX^-4-.  . . 

une  fonction  majorante  de  f{x),  A>,>\a/,\.  Si  X"  —  F(Xo)>o, 
Xo  étant  une  quantité  positive,  Téqualion  X"  —  F(X)=o  a  une 
racine  positive  ^  inférieure  à    Xq,  et,  x  ayant  un  module  compris 

entre  ^  et  Xq,  le  logarithme  de   i  — '^—  est  développable  suivant 

les  puissances  posilives  et  négatives  de  x  : 

H  '  —  ^~-  \   =  S-i)-^  .i,'i  r  -+-g-i  xi -{-...-+-  fricxf^- 


G(.).n(l), 


G.(a?)  =  .^j  a-  -H  ^ja^ï  -+- . . .  -f-  .^a  x^  -+- . 
Hix)  =  hiX  -+-  hiX*-h. . .-(-  hkx'^-h, 


-  07  — 
On  a 

e-So-Gi.r)[x"—/{x)]  =  x"e    ^•"-'^  P„(:r), 

Prt(x)  étant  une  fonction  entière  algébrique  de  degré  n  : 

P„(ar)  =  a7"  +  /),.r"+»-4-..  .  +  /)„. 

Les  coefficients  de  P,^(a:)  sont  fondions  liolomorphes  des  quan- 
tités ao,  Ui,  . . . ,  «A>  ...  et  l'équation  P„  (x)  =  o  a  toutes  ses  racines 
dans  le  cercle  de  rayon  ^.  Si  l'on  suppose  que  les  coefficients  a  de 
la  fonction  f{x)  sont  fonctions  holomorplies  d'une  variable  t, 
les(n+i)  premiers  «q^  <^i>  •••»  ^«  s'annniant  avec  t,  on  pourra 
assigner  un  nombre  positif  t,  tel  que,  t  ayant  un  module  inférieur 

à  T,  on  ail 

x'^—f(x)  =  es<>  +  G(j)  P„(a;) 

pour  les  valeurs  de  x  de  module  inférieur  à  un  certain  nombre 
positif  ^,  ce  qui  constitue  une  démonstration  élémentaire  d'un 
théorème  de  Weierstrass  [^Mémoire  sur  la  théorie  infinitésimale 
des  équations  et  les  fonctions  implicites  [Bulletin  de  la  Société 
mathématique,  i8y5)]. 

4.  Considérons  une  fonction  entière  de  genre  o,  ayant  pour 
zéros  les  quantités  a:) ,  x-ii  .-.,  Xk-,  •••  dont  les  modules  2,,  ^2?  •••? 
Zfc  •  •  ■  lormenl  une  suite  non  décroissante 

^<^>=(-i)(-,r,)-(-i)-- 

% 

Supposons  Zn<,z,tJ^^.  On  a 

S{x)  =  {-ir  ^  J"  ^  Q, 

<J=(-^^)(-?)-(--?)(-£:>- 

le  coefficient  d'une  puissance  de  x  dans  Q  a  un  module  au  pins 
égal  au  coeflicienl  de  la  même  puissance  de  z  dans  le  produit 

et  l'équation   majorante  de  .r,;(^  =  o  a  deux  raciues  positives  si 
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[)oiir  une  valeur  de  z  comprise  entre  z,i   et  z,,^^    ce  produit  est 
inférieur  à  2,  ou 


en  prenant  s  =  y/j,,  ;;,^^, ,  il  vient 

,.  j,    >  >.  /  -2n    f-si-f-.  .  .+  :;„  /     I  \"1 

(1)  /('-i)^!/:: —    : H;:„+ih:^ ^-••-      • 

Si  5^(:z;)  est  algéhricpie  et  de  degré  m,  le  crochet  est  plus  petit 
que  m.  Désignons  par  r'7p.(^)  la  fonction  ayant  pour  zéros  x\^  . . . , 
x\\  l'é(jualion  majorante  de  degré  n  de  l'équation  ^^^(a:)  =  o 
aura  deux  racines  positives  pour  les  valeurs  de  pi  satisfaisant  à 
l'inégalité 


Dans  le  cas  où  ^{x)  n'est  pas  algébrique,  cette  dernière  condi- 
tion (lcvier)l 


A  étant  une  quantité  indépendante  de  n  et  de  ix  ;  et  il  semble  bien 
que  pt  est  de  l'ordre  de  grandeur  de  /?,  quand  n  augmente  indéfi- 
nirncnl,  à  moins  (jue  !^{x)  soit  d'ordre;  o,  c'est-à-dire  la  série 


[  I 

2  Zfc 


convergente  pour  toute  valeur  positive  de  p. 

Lorsque  les  équations  majorant(;s  de  tous  les  degrés  d'une  équa- 
tion ont  des  racines  positives,  ce  qui  suppose  l'équation  complète, 
toutes  les  racines  de  l'é(piation  sont  séparées  et  peuvent  s'ex|)rinier 
en  fonctions  holomorphes  des  coefficients. 

11  en  est  ainsi  pour  l'équation 


X 
o  =  I  H (- 


où  le   module  de  «„,  A.,,,  est  égal  au  produit  C"   '  C'J  "...C/i^i, 
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les  quantités  C  étant  comprises  entre  o  et  i,  et  ^>-y/5.  En  effet^ 
si  dans 

■  +    ,^--..-H..-^+..-i--^x^-+... 


on  rem 


place  X  par  t  /  fj^~^  q^"^-,  en  observant  qu 


X'< 


on  voit  qu'on  obtient  une  quantité  négative  si 

I>2(-î--+-^-H...-l-4î-h-...), 

inégalité  satisfaite  si  ^>>\/5. 
Pour  l'équation 

o  =  H f--a«— +...H -i  -+-... , 

q        -1        q'*  i  .2.  .  ./i  </" 

OÙ  an  a  la  même  expression  que  précédemment,  et  q  est  compris 
entre  sfZ  et  y/5,  formons  la  transformée  en  y  =  —  x"^.  Le  coefficient 
dejKrt  est 

{y.i..  .ny^q^"'' 
où 

6„  =  I ^; h- .  . . 

Il  +  I  q- 

a  un  module  compris  entre 

IH-2(-^-t-  —  4-...+  -57;  -+-•••) 

et 

/  I         (  I 

on  retombe  sur  le  cas  précédent  si 

(n-t-i)-  0,7 


5.   Le  module  de  Q,  pour  \x\-=z-=\J Zn^nj^K-,  est  supérieur  à 

(-f:)(-ï)-(-?)(-ê;)- 


100 


et  le  logarithme  de  ce  inodiile  à 


+  -3/(+l 


I 

■2/1-1-2 


•■)]<■  Vê; 


Ce  logarithme  est  négatif  et  en  général  dépasse  infiniment  en 


valeur  absolue  la  parlie  réelle  de  / 


Xi  X^..  .  X, 


lorsque  n  est  in(ini. 


Mais  le  module  de  Q  varie  avec  les  arguments  de  a:,  a7, ,  . . . ,  x^^  •  •  • , 


tandis  que  le  module  de 


en  est   indépendant  ;   et  dans 


certains  cas,  on  peut  donner  aux  arguments  des  zéros  :c,,  a^a,  •  ••  , 
Xk,  •••  des  valeurs  telles  que  le  rapport  des  logarithmes  des  mo- 


dides  de  Q  et  de 


a?" 


Ou  \  **^^  •  •  •  Ou  fi 


soit  inférieur  à  l'uniié  en  valeur  absolue 


quel  que   soit  l'argument  de   x.,  et  pour  une   infmilé  de  cercles 

Par  exemple,  posons  x„  = /^^'•e'"'^',  «étant  racine  d'une  équa- 
tion du  second  degré  à  coefficients  entiers  ou  plus  généralement 
défini  par  une  fraction  continue  dans  laquelle  les  quotients  incom- 
plets sont  tous  inférieurs  à  un  nombre  donné.  On  aura 

Ka  =  K,  -I-  e. 
K  et  Ki  étant  des  nombres  entiers  et 


'>hl 


0  quantité  positive  indépendante  de  K.  Pour  R,   pair  et  K  (piol- 
conque  entier  positif  ou  négatif,  on  a 


I gAani — , 


fj,K, 


bt  nombre  positif  indépendant  de  K..  11  en  résulte 


"^1+. 


«+2 


•) 


<BK. 


B  étant  un  nombre  indépendant  de  K  et  de  a?,  en  s'appujant  sur 
l'inégalité 


|«o-t-rt,y 


Ojf/J 


.-^-«„,«/'"  I  < 


h-y| 
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les  quanlités  a  étant  positives  et  allant  en  décroissant,  q  une  quan- 
tité imaginaire  de  module  égal  à  i.  Par  suite, 

|/Q|<B ^==B 


Or,  / — —~^]kn\   il   suffira  donc  de  satisfaire  à  l'inégalité 


^(ii_!iii^l+...)>B, 


ou  plus  sini[)lemcnt 


Ainsi,  pour  jj.  >>  2\/B^  la  fonction  1  1  (  i ^^^^;.  1  est  du  même 

n 

ordre  de  grandeur  que  z^  quel  que  soit  l'argument  de  x,  quantité 
de  module  égal  à  z^  et  cela  pour  une  infinité  de  valeurs  de  z. 

M.  Maillet  a  demandé  un  exemple  d'une  telle  fonction  :  Inter- 
médiaire, 1904,  page  8,  question  2716. 


RECHERCHE  EFFECTIVE  DES  RACINES  RÉELLES 
DES  SÉRIES  HYPERGÉOMÉTRIQUES; 

Paix  M.  R.  dk  iMontessus  ('). 
Soit  à  résoudre  l'équation  (,, 

„  =  F(,.  p. -,,-.)  =  ,- îÊ  H- «-ii±4MiO  ,,  ^. .. . 

La  série  F  (a,  p,  y,  — x)  converge  si  —  i<;x<;i;  elle  prend  une 
valeur  positive  si  .z<;o;  nous  avons  donc  simplement  à  calcidcr 
les  racines  comprises  entre  o  et  1. 


(')  Cf.  Klein,  Matliematische  Annalen,  t.  XXXVII.  —  Hurwitz.  Ibid., 
t.  XXXVIII  et  XLIV.  —  Hii.itERT,  Journal  de  Crelle,  t.  CIII.  —  Stikltjes, 
Comptes  rendus,  t.  C    —  R.  dk  Montbssus,  Ibid.,  1909. 
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Rappelons  quelques  formules  (')  : 

(F)  j^  ' =  ^F(a  +  i,  3  +  1,  Y  +  i,^), 

(II)  a(i  —  ar)  F(a  -(-  I,  p,  y,  t)  -h  ['{  —  '>.o.  —  f  [i  —  a  ).r]  F(  a,  p,  y,  a:) 

—  (Y  — a)F(a  — I,  p,Y,a')  =  o, 

(III)  y['^  -  (y  -  P)^-J  l'C'^',  p.  T,  ^)  -  aT(i  -  :r)  F(a  +  I,  p,  y,  ^) 

^-(Y  — ^)(ï  — P)-^F(a.  P,  Y+i,  ^)  =  o. 

(IV)  y(y  — ')(^-«)F^=«.  ?.Y— '•^)  +  Y[y-'— (^-Y  — =«  — ?— OJ"! 

X  F(a,  f3,Y,-^)-f-(Y  -a)(Y  +  P)3^r''(«J^.  Y^i'^)  =  »' 

(V)  F(a,  p,Y,.r)-F(a,  [i,Y-i,.r) 

^-yT?^''^'"^''^'^'''"*"'"^' 

(VI)  F(a  +  i,  p,  Y,  a;)  — F(a,  p,  Y,a7)=  ^F(a  +  i,  p  +  i,  y  +  i,  a:). 

Nous  allons  appliquer  à  l'équalion  proposée  le  théorème  de 
Sturm,  sous  la  forme  généralisée  qu'en  donnent  les  Traités  d'Al- 
gèbre moderne;  il  suffit  de  supposer  que  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée  est  continu,  ce  qui  a  lieu  ici,  dans  les  limites  de 
convergence  de  la  série. 

Nous  aurons  à  faire  diverses  hypothèses  sur  l'ordre  des  gran- 
deurs réciproques  et  sur  les  signes  de  a,  (3,  y. 

Hypothèse  I.  —   o  <  a  <<  i ,   <•  -<  [^  <  y- 

Ici,  I  >>  —  et,  a  fortiori,  x  étant  moindre  que  i, 

«P 

considérons  les  deux  termes  consécutifs 

_  a(a-t-i)...(a  +  9.At  — i)P(P  +  i)...(p-^  rn  —  \)  ^^^^ 
^"~~  (  .2.3. .  .?./iY(Y  + ')■  ■ -(y  + '^'^~M 

_  g(a-M)...(a-t-2/t  — 0(a ->-?,«  )p(P-n).. .(P-f- -2/1  — i)(P-f- an) 

«2n+l—  I  ^3     _2,j(.;„  _^  ,).^(^  _^  ,).  .  .(y  _^  ,„  _  ,)(Y  -+-  2«) 


(')  Gauss,   Werke,  B.  III  :  Disquisitiones,  etc. 


—  103  — 
de  la  série;  leur  rapport  a  pour  expression 

or,  puisque 

a  S 

on  a  aussi 

el,  ^  étant  moindre  que  i, 

U2n+t        a -h  in        fi  -H  2 n 
= h  J- X  <  I. 

«2ra  1-1-2/1  Y  +  2/1 

c'est-à-dire 

(2)  "2/2  +  1  <C   "2rt  5 

la  série  pouvant  s'écrire 

-+-  (?/2—  «3)  -t-  (  "4—  "5)-+--  ..-(-(M2«—  «271+1  )  +•  .0 

il  résulte  des  inégalités  (i)  et  (2)  que  l'équation 

n'a  pas  de  racines  réelles  dans  son   domaine   de   convergence    si 
a  <;  I ,  P  <  Y  ;  alors,  quel  que  soit  x,  compris  entre  —  i  et  -|-  i , 

F(a,  p,  Y, -3r)>o. 

Hypothèse  II. —   o<:^a<^i,    [i^y>>o. 
Théorème.  —  La  suite 

dF{ct,  [3,  Y,  a-) 


(S,) 


F(a,p.Y,-),  ^,  ^ 

F(a,  (3,  Y-Hi,ar),     F(a,  (3,  y -1-2,  ar),     ...,     F(a,  [3,  y -4-p,  a?), 

Y-+-/>  — i<  P  <  Y-t-/" 


e^f  anc  sarVe  de  Sturm,  sous  réserve  de  changer  les  signes  de 
quelques-uns  de  ses  termes. 
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Nous  venons  de  voir  que  F(a,  j3,  y-h^,  x)  ne  change  pas  de 
signe  dans  l'intervalle  de  convergence  ( —  i,  -f-  i)  de  la  série. 
On  sait  de  plus  (IV)  que 

(A)  (Y-f-/0(Y  +  /'-')(^-')F(a,  (i,  Y-H/'-i,a7) 

-f-(Y-f-/i)[Y-t-/*  — I  — (2Y  —  a— P-1-2A  — i)a7j  F(a,  [3,Y-l-/?,x) 

-+-  (^  —  a-h  h)('{  ~  ^  -h  h)xF{cx,  <^,y  -h  h  ->r  i,x)  =  o; 

établissons  maintenant  une  relation  entre 

F(a,p,Y,a7),     'JJ  "     ',      F(a,  p,  y  +  ^  ^); 

d'après  la  formule  (I),  on  a 

^  F'(a,  p,  Y,  a-)  =  F(a +  1,  p -f- .,  Y  +  I,  ar); 

donc,  en  vertu  de  Téquation  (V), 

^F'(a,  p,Y,:r)=. ^Ë£_F(a  +  i,  p-i-i,  Y  +  i.r) 

=  F(a,  [3,  Y,  37)  —  F(a,  P,  Y"  '.  ^)\ 

exprimant  F(a,  P,y — i,x)  à  l'aide  de  F  (a,  ^,y,x)^  F(a,  (i,  YH-i,a:), 
par  la  formule  (IV),  il  viendra 

(B)  ^!{i-x)F'{:l,  p,Y,a:)-^Y(Y-«-  P)F(«.  P.Y.^) 

-(Y-^)(Y-P)f(=''P^Y  +  '^^)  =  "- 

De  cette  relation,  on  déduit  sans  peine  une  rclalion  entre 

F'(a,  P,  Y>^^     F(a,  p,  Y  +  i,.î^),     F(o(,  p,  y  +  2,  a:); 

on  a,  en  elTel,  d'après  la  relation  (IV), 

(Y-4-i)y(«  — ^)F(2^  p,  Y,a:) 

=  (Y-'-OfY  — ('-^Y  — «—  P  +  Oa:-]  F(a,  P,  Y-^-'.^) 
-t-  (y  —  a  -t-i)(Y  —  P-4-  i)arF(a,  p,  y-4-  2,  ar); 

portant  celte  valeur  de  F(a,  [i,^,x)  dans  (A),  il  viendra 

(G)    (Y-+-i)Y('--^)'^F'(='.P,  Y.^) 

_[ap_(Y-a-P)Y''  +  (Y-a-P){Y-t-0(iY-«-P-^Oa^l 
X  F(a,  p,  Y-Hi,  .r)-+-(Y-ï  — P)(y  — «-*-0(Y-  P ->- 0^ 

X  F(a,  P,  Y+2.  *)  =  o. 
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En  veitu  (les  relations  (A),  (B)  et  (C),  la  suite  (S,)  est  bien 
une  suite  de  Sturm. 

Hypothèse  JÏI.  —   a>i,    [î^y^o. 
Théorème.  —  La  s  aile 

ctx 

(S2)     ^    F(a-(,  p,  Y,  ar),      F(oe  —  2,  p,  y,  ^),      ••.,      F(a  -  t,  p,  y,  ar), 
F(a— t,  p,  Y  +  i,  a:),    F(a  —  t,  p,  y-i-'2,  37),    ...,    ^"(a  —  t,  [i,  y-f- A,  a;), 
o<a  —  i<t,         -^  -ir  h  — i<_'^j  <i^  -^  h 

est  une  suite  de  Sturm,  sous  réserve  de  changer  les  signes  de 
quelques-uns  de  ses  termes,  ces  changements  résultant  d'ail- 
leurs du  simple  examen  des  termes  de  la  suite  ('). 

Il  nous  suffit  d'établir  qu'il  existe  une   relation  de  récurrence 
linéaire  entre  chacun  des  termes  de  cette  suite. 
Les  formules  (II)  et  (VI)  donnent 

-lF'(a,  p,  Y,a^)  =  F(a  +  i,  [B  +  i,  y  +  i,  a^), 
P5F(a  +  i,  p-j-.,  Y  +  i,a7)  =  F(a^i,p,  Y)-F(a,  p,Y,^); 


donc 


F'(a,  p,Y,a7)  =  F(a  +  i,p,Y)-F(a,  p,Y,:r); 


eu  égard  à  la  relation  (H), 

a(a;  — i)F(a-t-i,  p,  y) 

=  [y  — 2a  — ([i-a)a;j  F(a,p,  Y,  a:)  — (y  — a)F(a  — I,  p,  Y,  ar); 

on  en  déduit 

(D)         ix-i)xF'('x,Ç>,y,x) 

-  (y  -  a  -  P)  F(a,  p,  Y,  07)  +  (Y  -  a)  F(a  -  I ,  p,  Y,  a:). 

Mais  (II)  donne 
(a  -  i)(a7  —  I)  F(a,  p,  Y,  37)  =  [y  -  2a  +  2  — (P  —  a -i- i)a7] 

X  F(a  — i,P,y)-+-(y  — a-+-OF(a— 2,  p,Y,^). 


(')  On  pourra  voir  à  ce  propos  :  H.  de   Montessus,    De  l'usage  pratique  du 
théorème  de  SLurni  {N.  A.,  i<>o9). 
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Substituons  dans  (D);  il  vient 

(E)  (x-iyia-j)x^ 

=  i[(ï-«)(ï-«  +  ')-P(Y-2a  +  '^)]-P(Y-.3-i):r| 
X  F(a-i,p,Y,a7)-(Y-a-p)(Y-a  +  i)F(ct-a,  ^,y,x); 

ensuite  la  formule  (II)  donne 

(F)  (a-2)(a'-i)F(a-i,3,Y) 

=  IY  —  2a  +  4  —  {?  —  oi  -h  2)x] 

X  F(a  — 2,  p,Y,  a:)-(Y  — a-i-2)F(a-3,  ^,y,x), 

et  ainsi  de  suite.  Si  (3  <<  y,  nous  arrêterons  la  suite  à 

F(a  —  î,  p,  Y,a;),         o<a  — i<i; 

sinon,  nous  prendrons  (Sa)  en  entier. 

Il  nous  faut  alors  de  nouvelles  relations  de  récurrence. 
D'après  l'é(juation  (111)  nous  avons 

Yla  —  i  — (y—  P)^|F(a-<,  p,Y,.i^)  -(a-  i)^[{i  —  x) 

X  F(a  — t+i,  i^,-(,x)-{-(-{  —  a  -h  i){-(—li)xF{!x  —  i,  ^,'{-+-1,  a;)  =  o 

et,  d'après  la  relation  (IV), 

(G)     (y  -+-/>)(  Y  -(-/?  — i)  (a:  —  i)  F  (a  — t,  p,  Y  -H/î  —  1,  x) 

+  {^(  -i- P )['(  -^ P  —  i  —  ii-{  +  -ip  —  a  -+■  i  —  ?  -  i)x] 
X  F(oc  —  i,  p,  Y  +yD,  x)-\-{y-hp  —  a-^i){y-^p  —  ^)x 

X  F(a  — i,  p,  Y-t-/o-t-i,  X)  =o, 

la  proposition  est  démontrée. 

Hypothèsk  IV.  —  L'un  au  moins  des  nombres  a,  p,  y  est  négatif. 
Nous  avons  la  formule  bien  connue 
dH^oL,  p,  Y,  ^) 


(x  —  x'')- 


dx^ 


+  [Y-(a-^p  +  ,):r]^^^^^^^Il^>-apF(a,p,Y,a.)  =  o 


et,  par  dérivation, 

d^F 
dx^ 


d^V  d^F  dF 
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Nous  prendrons 

rfF       c[2F       ^  «MF 

^^^  '     dx'     'dôc^'     ~d3^i'      "■'     "S^ 

comme  premiers  termes  d'une  suite  de  Sturm  ;  nous  nous  arrête- 
rons à  l'indice  n,  défini  comme  suit. 
On  a 


(I) 
d'où 


^  =  Y^Ca  +  K  [3  +  1,  Y  +  i,:r), 

! 

et  nous  choisirons  /i  de  manière  qu'on  ait 

a  -h  n  >  o,         [i  H-  n  >  o,         y  +  n  >  o  ; 
nous  prolongerons  alors  la  suite  (cr)  comme  il  suit  : 
i"   Si  a  H-  /i  >>  I ,  nous  lui  adjoindrons 

/  F(a  -4-  ft  —  I,  [i  +  «,  Y  -I-  «,  a^), 

i  F(a  +  n  —  2,  P  +  n,  Y  +  '*>  ^)i 

(^i)  I  > 

I  F(a  -+-  Il  — p,  p  4-  /i,  Y  -i-  'i,  x)i 
\  o<a-)-/i  —  /><i; 

dans  le  cas  o\x  p  -\-  n  est  <:^  y  -4-  n,  (a),  (o-,)  est  une  suite  de  Sturm 
complète,  car  F(a  +  n  — p,  [5  H-  n,  y  -)-  n,  x)  ne  change  pas  de 
signe  quand  x  varie  de  —  i  à  -h  i .  Si  (3  +  /i  >»  y  +  n,  il  faudra 
prolonger  (a,)  par  la  suite 

/   F (  a  -f-  rt  —  />,  ^  +  n,  Y  H-  «  +  1 1  a: ), 

i   F(a  -+-  «  —  /j,  jâ  -h  rt,  Y  -t-  «  -f-  ■>-,  37), 

(^î)  I    ' 

I  F(a-|-/i  — p,  (i-h/i,  Y  + «  +  </', a;), 

\  Y-t-«-t-7~'<p-<-«<Y  +  '*'+"7 

et  la  suite  {'^\)i  (<3'2)i  (^3)  sera  une  suite  de  Sturm  complète. 

2"  Si  a  -f-  n  -<  I ,  mais  [i  H-  /i  >>  y  4-  /i ,  nous  adjoindrons  à  ((7) 
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la  suite 

F(a.  -+-  n^  ^  -h  n,  v-i-n  +  i,  x), 

F(a  -+-  n,  |ï  -+-  «,  Y  H-  /i  -h  -i,  x), 

('3)  j   

I  F(a  -i-  //.  p  -f-  «,  Y  -t-  «  4-  /f,  j;), 

'   Y-i-/i  +  /.  —  I  <  ^-i-/t  <  Y -)-/i-t-A-, 

et  (a),  («ïs)  sera  une  suite  de  Suirni  complète. 
3"  Enfin,  si  a  +  /i  <<  I ,  [i  -j-  /i  <^  y  4-  n,  la  série 

F ( a  +  n.  ^  -f-  n,  Y  -t-  «,  ^ ) 

ne  change  pas  de  signe  quand  x  vaiie  de  —  i  à  -f-  1 ,  et  (a)  est  une 
suite  (le  Sliirm  complète  pour  F(a,  [i,  y,  x). 

Nous  avons  écril  les  relations  de  récurrence  liant  les  termes 
de  ((t).  Les  relations  de  récurrence  qui  lient  (o-)  à  (o-,  )  ou  à  (T3) 
s'écrivent  sans  peine;  celles  qui  lieni  [a,)  à  (0-2)  également. 

Les  suites  de  Sturm  indiquées  résolvent  le  problème  du  calcul 
effectif  des  racines  de  la  série  livpergéométrique. 


SUR  LA  CROISSANCE  DES  COEFFICIENTS 
DES  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES  ANALYTIQUES; 

Pau  m.   a.  Buhl. 


1.  IjCs  séries  Irigonoinéli  iqucs  délinissenl  en  ^'cvtr'/Y// des  (onc- 
tions non  analytiques:  la  variable  étant  réelle,  elles  ne  supportent 
pas  qu'on  y  substitue  une  variable  complexe.  Mais,  en  dehors  de 
ces  généralités,  il  y  a  cependant  le  cas  très  imporlanl  où  l'on  cons- 
truit une  série  de  Fourier  en  partant  d'une  fonction  analytique 
définie  dans  une  eerlaine  couronne  de  Laurent;  nu  cliangenient  de 
variable  exponentiel  fait  correspondre  à  la  série  de  Laurent,  valable 
dans  sa  couronne,  une  série  de  Fourier  valable  dans  une  bande  de 
champ  complexe. 

Ce  sont  là  des  résultats  exposés  dans  tous  les  Traités  d'Analyse  ; 
j'em|)runle  la  rédaction  précise  (jui  suit  à  celui  de  M.  C.  Jordan 
(2^  édition,  t.  Il,  p.  276)  : 
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Soit  f  {z)  une  fonction  satisfaisant  à  la  relation 

/(2-+-2W)   =,/(2) 

et  qui  n'ait  aucun  point  critique  dans  la  bande  comprise  entre 
deux  droites  parallèles  L,^  \J ^  faisant  avec  Vaxe  réel  un  angle 
égal  à  l'argument  de  2o>.  On  aura  dans  cette  bande 

(I)  /(-)=-^    n  1-^2  y  cos  — (a-^)     /(a)t;a, 


—    /    I  I  -t-  2    7    cos (  a  —  ^  )  I 


/  désignant  une  droite  de  longueur  -îw  parallèle  à  L  et  L',  et 
située  arbitrairement  dans  la  bande. 

Je  me  propose  ici  d^éludxer  directement  ce  théorème;  il  n'en  a 
nul  besoin  en  lui-même,  mais  Tétude  fait  rencontrer  certaines  rela- 
tions concernant  la  croissance  des  coefficients  de  (i)  auxquelles  il 
ne  me  paraît  pas  inulilc  d'arriver  par  une  voie  élémentaire. 

Pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  toujours  w  =  tc  et  n'envi- 
sagerai que  des  séries  à  coefficients  a„  et  b,i  réels. 

2.    Soit  la  série 

(2)       ~  ay-t-  ai  cos 37  -h  Uî  cos 2 a;  +. . .  +  61  sina;  -f-  62  sin2a7  -h. .  . . 

Essayons  de  poser  directement  x  =^  u  ->r  iv. 
On  a 

sin       ,  .  ^        sin  ,    cos  .     .  » 

//i( a -t- il')  =         inu  cos imv±    .     musinimi', 
cos  cos  sm 

■i    cos  . 
2tsin 

la  série  (2)  reste  bien  trigonométrique  par  rapport  à  m,  mais  elle 
a  alors  des  coefficients  exponentiels  dépendant  seulement  de  v,  les- 
quels, si  ç^o,  menacent  de  croître  indéfiniment  avec  m;  la  con- 
vergence n'est  donc  plus  assurée,  et  c'est  là  en  somme  la  manière 
la  plus  directe  de  montrer  que  l'introduction  d'une  variable  com- 
|)lexe  dans  la  série  (2)  lui  fait  perdre,  en  Igénéral,  toute  signifi- 
cation. 

S'il  y  a  des  cas  où  il  en  est  autrement,  c'est  qu'on  a,  dans  ces 
XXXVII.  8 
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(3)  lim      '"  e*'"*'=  quantité  finie. 

Ce  sonl  là  deux  conditions  dislincles  suivant  qu'on  prend  l'un 
ou  l'autre  des  signes  de  l'exposant  zb  mv;  elles  ne  sont  d'ailleurs 
pas  suffisantes  pour  assurer  la  convergence,  mais  elles  sont  néces- 


saires 


On  peut  remarquer  tout  de  suite  que  les  séries  irigonométriques 
qu'on   forme   d'ordinaire  comme   premiers  exemples,  telles  celle 

qui  représente-  de  — ira  +7:,  celle  qui  représente  —  y  île  — Ta 

zéro  et  H de  zéro  à  -h  tt,  etc.,  ne  peuvent  être  assujetties  à  des 

4 
conditions  du  type  (3);  les  coefficients  am  ou  />,„  j  sont  compa- 
rables à  —  ;  ils  décroissent  rationnellement  et  non  cxponentielle- 

m. 


m 
ment. 


3.  Étudions,  pour  fixer  les  idées,  la  première  des  conditions  (3), 
c'est-à-dire  prenons  le  signe  +  pour  Texposanl.  Supposons  d'abord 
qu'on  ait  trouvé  une  valeur  v^  de  v  pour  laquelle  la  condition  soit 
satisfaite.  Alors,  si  l'on  remplace  v  par  t",  — e,  e  étant  positif  et 
aussi  petit  qu'on  veut,  on  a 

(4)  lini     '"  e"''''i-s'=  (]uaiililt-  liiiic  X  liiiic    '"'-. 

Cette  fois,  quand  m  croit  inJéfiniment,  rex|>iession  en  litige 
tend  vers  zéro  (;omme  terme  d'uiK!  progression  géomélri(|ue 
convergente,  et,  pat-  suite,  la  convcrgeni^e  des  termes  de  (2)  con- 
cernés par  la  condition  précédente  est  rigoureusemenl  assurée, 
ces  termes  étant  de  la  nature  de  ceux  d'une  progression  géomé- 
trique convergente,  à  cela  [)rès  qu'ils  contiennent  des  sinus  ou  des 
cosinus  en  nni  toujours  réels  et,  par  suite,  ne  sortant  jamais  des 
limites  —  1 ,  H-  1 . 

Géométri(|uement,  la  |)icmièie  des  (conditions  (3)  astreint  la 
variable  .r  =  11  -\-  /V  à  rester  dans  le  cliamp  complexe  au-flessous 
d'une  certaine  droite  e  ==  r,  parallèle  à  l'axe  réel.  Aux  a„t  et 
aux  b,n  pourront  correspondre  deux  droites  :  rester  au-dessous 
d'elles,  c'est  rester  sous  la  droite  inférieure. 


i 
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On  verrait,  d'une  manière  tout  à  fait  identique,  que  la  seconde 
des  conditions  (3)  astreint  x=^u-\-iv  à  rester  au-dessus  d'une 
autre  droite  p  =  t^^  parallèle  aussi  à  l'axe  réel. 

L'espace  compris  entre  ces  deux  droites  sera  la  bande  de  con- 
vergence du  développement  (2). 

Supposons  qu'on  sache  directement  que  la  série  (2)  représente 
une  fonclion  sans  singularités  sur  l'axe  réel,  et  môme  dont  toutes 
les  sini^ulariLés  sont  à  distance  finie  dudil  axe.  Alors,  pour  établir 
la  bande  de  convergence,  on  peut  tracer  deux  parallèles  de  pail  et 
d'antre  de  l'axe  réel  et  d'abord  très  voisines  de  cet  axe,  puis  cher- 
cher à  les  en  écarter.  Chacune  sei'a  arrêtée  par  les  points  singuliers 
d'ordonnée  minimum  (');  mais,  pour  bien  comprendre  cette 
dernière  alfirmalion,  il  faut  se  reporter  au  numéro  suivant. 

4.  Dérivdbiliié.  —  vVdmeltons  délinilivement  pour  tout  ce  qui 
suit  que  la  série  (2)  ait  une  bande  de  convergence  j)arallèle  à  l'axe 
réel  et  conlenanl  cet  axe. 

Je  dis  que  les  dérivées,  formées  terme  à  terme  et  juscju''à  un 
ordre  quelconque  k,  du  développement  (2)  admettent  la  même 
bande  de  convergence. 

En  effet,  dans  de  telles  dérivées,  les  coefficients  a,n  ou  b„i  sont 
multipliés,  au  signe  près,  par  /;?*;  par  suite,  le  second  membre 
de  (3)  devient  le  produit  d'une  quantité  finie  par  /«*,  ce  qui  ne 
reste  pas  fini  rpiand  m  croît  indéfinimenl,  mais  ce  qui  donnera 
dans  (4)  un  second  membre  tendant  tout  de  même  vers  zéro. 
Donc,  pour  les  séries  dérivées,  l' intérieur  de  la  bande  de^conver- 
gence  sera  exaclemcnt  le  même  que  pour  la  série  primitive;  la 
seule  diflerence  est  que  la  série  primitive  pourrait  converger  sur 
certaines  portions  des  droites  limitrophes  sans  qu'il  en  soit  de 
même  pour  les  séries  dérivées. 

0.  Intégrabililé.  —  Les  inlégrdles^  formées  terme  à  ternie,  et 
jusqu'à  un  ordre  quelconque  Ix,  du  développement  {:>.)  ad  mettent 
la  même  bande  de  convergence.  (7est  là  un  résultat  tout  à  fait 
analogue  au    précédent.    InlégranI   (2)  k   l'ois,  les  coefficients   ?/„, 


(')    \  cause  de  la   périodicité,  ces  points  se  répètent  évidemment  en  n..ml)re 
infini  sur  une  parallèle  à  l'axe  réel.  * 
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ou  bm  sont  miikipliés  par  m~*;  il  en  est  de  même  du  second 
membre  de  (3)  qui  tend  alors  vers  zéro  quand  m  croît  indéfini- 
ment; mais  malgré  cela,  si  l'on  remplace  v  par  r,  +  s,,  t',  ayant  la 
même  signification  qu'au  n°  3,  le  second  membre  de  (3)  sera  le 
produit  d'une  quantité  finie  par  /n~*  et  par  e'"-,  ce  qui  croîtra 
indéfiniment  avec  m  et  fera  diverger  la  série  intégrale  considérée. 
Donc  l'intégration  ne  peut  augmenter  d'une  quantité  finie,  si 
petite  soit-elle,  la  largeur  de  la  bande  de  convergence  d'une 
série  (2);  il  peut  arriver  tout  au  plus  qu'une  série  non  convergente 
sur  les  droites  limitrophes  donne  une  série  intégrale  convergeant 
sur  ces  droites  ou  du  moins  sur  certaines  portions. 

6.  Il  est  maintenant  facile  de  justifier  l'affirmation  qui  termine 
le  n°  3.  Les  points  singuliers  d'une  fonction  analytique  sont  des 
points  pour  lesquels  la  fonction  ou  ses  dérivées,  à  partir  d'un 
certain  ordre,  cessent  d'être  finies  ou  bien  déterminées.  Dans  ces 
conditions,  si  une  série  (2)  représente  une  telle  fonction  f{x)^ 
la  série  ou  certaines  des  séries  dérivées  devraient  cesser  d'être  finies 
ou  bien  déterminées  en  certains  points,  tous  également  propres  à 
limiter  la  largeur  de  la  bande  de  convergence,  car,  d'après  le 
numéro  précédent,  limiter  celle-ci  pour  une  série  dérivée  entraîne 
une  limitation  identique  pour  la  série  primitive. 

7.  Application.  —  Il  est  bon  d'éclaircir  tout  ce  qui  précède  par 
le  choix  de  quelque  exemple.  On  en  trouve  facilement  de  très 
élégants. 

Considérons  l'égalité 


X 


î'"  dz 


qui  résulte  immédiatement  du  théorème  de  Gauchj,  si  C  est  un 
cercle  de  rayon  1  ayant  l'origine  pour  centre  et  si  a  est  un  nombre 
réel  <;  1 .  Soit  maintenant  une  intégrale  analogue  où  a  sera  rem- 
placé par  un  autre  nombre  réel  ^  >  i  ;  cette  seconde  intégrale 
sera  nulle. 

En  la  retranchant  de  la  première,  on  aura 

/z"'  dz 
— _ j  =  -iiTza'". 
Z''— (a-t-  b)z-ir  ab 
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Posons  maintenant  z  =  e'-^,  a6  =  i ,  et  prenons  la  partie  réelle 
de  l'intégrale;  il  viendra 


*J  n 


I  — a2 

cos/na;  dx  =  i-tza'"-. 


—  xa  cos:r  -i-  a^ 


a  étant  une  constante  réelle  quelconque. 

L'existence  d'une  telle  intégrale  définie  entraîne  celle  de  la 
série 

(5) =^i  +  iaco%x  -\-  ia^  co%i.x  -^. . . 

I  —  la  cosa;  +  a^ 

qu'on  aurait  d'ailleurs  pu  obtenir  par  d'autres  méthodes. 
Cherchons  la  largeur  de  la  bande  de  convergence. 
La  première  des  conditions  (3)  s'écrit  ici 

lim  a"'e'"''=  lim  e'" <"  +  '<»!?«)=  quantité  finie  ; 

elle  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  t^ -|- loga^  o  ;  donc  i>  est  un 
nombre  dont  les  valeurs  positives  ne  peuvent  dépasser  —  loga 
(n'oublions  pas  que  a  <  i). 

La  seconde  dos  conditions  (3)  montrerait  de  même  que  les 
valeurs  négatives  de  v  ne  peuvent  tomber  au-dessous  de  logà. 
Donc  la  bande  de  convergence  du  développement  (5)  s'étend  de 
part  et  d'autre  de  l'axe  réel  sur  une  largeur  égale  à  —  log«.  Si  ces 
résultats  sont  exacts,  on  doit  trouver,  sur  chacnne  des  droites 
limitrophes,  des  singularités  de  la  fonction  (5).  Or,  résolvant 
l'équation  i  —  2a  cos  x  -j-  a-=  o,  on  trouve 

X  ~  2k-K  ±  j  log«; 

donc  (5)  est  une  fonction  méromorphe  dont  tous  les  pôles  sont 
sur  les  droites  considérées. 

Dans  ce  qui  précède,  les  quantités  ^'i  et  ^2  du  n"  3  sont  égales 
et  de  signes  contraires  ;  géométriquement,  la  bande  de  convergence 
admet  l'axe  réel  pour  axe  de  symétrie.  Il  serait  aisé  de  trouver  des 
cas  différents.  Ainsi,  pour  la  série 

I  —  «2 

; rr- =  I  ^-  2  a  costS  COS  a?  -H  2  a^  cos'iiS  cos  2  a:  -I-  . . , 

I  —  2acos{x  —  ip) -\- a^  '  ' 

+  2a  sin  ipsinx  -h  ?.a^  sin  2i[î  sin  2a"  -*-..., 
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les  conditions  {  3)  se  réduisent  finalement  à 

Mm  a'"  e- '"Pc-"'"  =  qiiantito  finie: 

on  dédiiil  de  là 

log«  —  3 -f- «'     o         ou         lof^a -I- 3  —  V     n. 
d'où  l'on  eonclul 

i^i  =  S  —  log«         et         (^2  =  (3 -I- loga. 

On  retrouve  la  bande  de  l'exemple  précédent,  mais  élevée  de  [B, 
ce  à  quoi  l'on  devait  évidemment  s'attendre. 

8.  Séries  lri((onomét?-ir/ues  va/ah/es  dans  tout  le  champ 
complexe.  —  Ce  qui  précède  se  rapporte  surtout  aux  séries  (2) 
dont  les  coefficients  décroissent  comme  de  certaines  exponentielles 
et  qui  ont  une  certaine  bande  de  convergence.  Si  la  croissance  est 
d'un  type  moins  rapide,  comme  on  l'a  vu  ou  à  la  fin  du  n"  2,  la 
bande  se  réduit  à  l'axe  réel.  Inversement,  à  une  décroissance /?/wa- 
rapide  correspond  une  série  (2)  valable  dans  tout  le  plan.  Alors 
le  second  membre  de  (3)  est  toujours  nul,  le  raisonnement  du 
n"  3  est  inutile,  la  série  convergeant  toujours,  non  par  compa- 
raison avec  une  progression  géomélrnuie,  mais  avec  une  série 
encore  plus  convergenl<î  (pi'une  telle  progression. 

Ainsi,  à  des  coefficients  a,,,  ou  h,,,  de  la  forme 


correspondraient  certainement  des  séries  (  2  )  ronveigcant  dans 
tout  le  cbamp  complexe.  La  reclierclie  de  telles  séries  est  ilouc 
liée  à  celle  des  fonctions  de  wi  (croissant  plus  rapidement,  au  moins 
pour  les  valeurs  entières  et  positives  de  la  variable,  (pi'une  expo- 
nentielle. 

9.  Prolongement  analytique.  Analogies  avec  les  séries 
sommables  de  M.  Borel.  —  Supposons  que  la  fonction  f{x)  ait 
des  points  singuliers  Aq  et  B^  sur  l'axe  imaginaire,  lesquels  se 
reproduisent  en  A,,  B,,  A_,,  B_,,  ...,  à  cause  de  la  périodicité. 
Traçons  la  bande  de  convergence,  le  cercle  taylorien  (>,  de  centre  O, 
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et  le  polygone  borélien  qui  sera  ici  un  hexagone  obtenu  en  menant 
en  A)  une  perpendiculaire  à  OA,  et  en  faisant  de  même  en  B, ,  B_, , 
A_,.  On  suppose  qu'en  dehors  des  points  singuliers  mentionnés,  il 
n'y  en  ait  pas  d'autre,  K  tel  que  la  perpendiculaire  en   K  à  OK 


diminue  l'hexagone.  Dès  lors,  f{x)  est  développable  en  série 
entière  dans  C,  en  série  trigonométrique  (2)  dans  la  bande  com- 
prise entre  la  droite  des  A  et  celle  des  B,  en  série  de  polynômes 
tayloriens  Sn-,  sous  la  forme 


(6) 


f{x)  =  lim  V  £^, 

2  =  00-^^     e? 


dans  Ihexagone.  Je  rappelle  que  Su  est  la  somme  des  n  -j-  1  premiers 
termes  du  développement  laylorien  obtenu  dans  C  et  que  c„  est 
le  (/j  +  lyt'ue  iQYvne  de  la  série  e^. 

Dans  ces  conditions,  la  série  (2)  effectue  un  véritable  prolonge- 
ment analytique  hors  de  C;  la  série  borélienne  en  fait  autant  et 
est  ici  |)ratiquenient  équivalente,  car,  |)Our  connaître  f{x)  dans 
toute  la  bande,  il  suffit,  en  vertu  de  la  périodicité,  de  connaîtie  la 
fonction  dans  l'un  des  rectangles  AoA,B,Bo  ou  A_,A„HoB_,. 
Quoi  qu'il  en  soit,  dans  l'hexagorte,  y(.z')  est  représentée  soit  par 
une  série  (2),  soit  par  une  série  (6);  c\'st  un  exemple  élémen- 
laire  et  explicite  (quoique  évidemment  j)articulier)  de  fonction 
analytique  représentée  dans  une  portion  bien  définie  du  champ 
complexe,  soit  par  une  série  de  polynômes,  soit  par  une  série 
d^  autres  fonctions  continues. 
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UN  THÉORÈME  DE  LA  THÉORIE  DES  ENSEMBLES; 

I*AK     M.     L.     ZORETTI. 

On  peur,  se  proposer  de  rechercher  dans  quels  cas  l'ensemhle 
limite  d'un  ensemble  continu  variable  est  lui-même  continu.  Soit 
E„  le  continu  variable  (je  suppose  qu'il  y  en  a  une  infinité  dénom- 
brable);  un  cas  très  sim[)le  est  celui  où  chaque  E,.  contient  tous 
les  suivants.  Il  y  a  alors  un  ensemble  commun  à  tous  les  E„,  et  il 
est  continu. 

Quand  les  E„  n'ont  pas  de  points  communs,  la  question  est  plus 
délicate.  J'en  ai  étudié  un  cas  dans  ma  Thèse  et  suis  arrivé  au  ré- 
sultat suivant  :  S'il  existe  un  point  a  gui  est  limite  pour  tous 
les  E„,  l'ensemble  limite  est  continu. 

J'ai  montré  aussi  que  l'existence  d'un  point  limite  pour  tous 
les  E/,,  c'est-à-dire  tel  que  dans  un  cercle  de  centre  a  il  v  ait  des 
points  de  tous  les  E,,  à  partir  d'une  cerlaiue  valeur  de  n,  semblait 
essentielle  pour  permettre  d'énoncer  un  théorème  général.  Ce 
sont  des  recheiches  sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques  qui 
m'avaient  conduit  à  cet  énoncé.  Des  recherches  analogues  m'ont 
conduit  depuis  à  me  poser  la  question  qui  fait  l'objet  de  cette  Note. 

Quand  un  ensemble  continu  E„  a  pour  limite  un  continu,  il 
n'existe  pas  forcément  de  point  (pii  soil  liinilc  potir  tous  les  E„, 
comme  le  montre  l'exemple  suivant  : 

Prenons  pour  ensemble  E„  l'ensemble  des  points  de  coordon- 
nées x,y  définies  par  les  égaillés  ou  inégalités  suivantes  : 


I 

J^-^n' 

1 

37<^<37^' 
1           II           '1 
n        S  n             n         Sn 

1 

P          '               P          ' 
n         i  n             n         .5  n 

—         (p^n  —  i). 


En  d'autres  termes,  sur-  chaque   droite  d'ordonnée  -  nous  dlvi- 

T  n 

sons  le  segment  o-i  en  n  parties  égales  et  nous  prenons  pour  for- 
mer un  ensemble  E„  le  tiers  moyen  de  chaque  segment.  Sur  chaque 
droite  nous  aurons  n  enseuîbles  E„,  tous  continus.   L'ensemble 
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limite  est  le  segment  o-i  de  l'axe  des  x,  et  11  n'y  a  aucun  point 
sur  Ox  qui  soit  limite  de  tous  les  E„. 

La  question  que  je  me  pose  sera  la  suivante  :  Caractériser  les 
cas  où  l'on  peut  affirmer  l'existence  de  points  limites  par  tous  les 
En,  et  notamment  les  cas  où  l'ensemble  limite  de  tous  les  E„  est 
continu  lui-même.  La  question  est  étroitement  liée  à  la  suivante  : 
Peut-on  prendre  parmi  les  E^  un  ensemble  (dénombrable)  d'en- 
sembles (c'est-à-dire  une  infinité  de  valeurs  de  n)  de  telle  façon 
que  l'ensemble  limite  reste  continu  et  que  ses  poinls  soient  limites 
pour  tous  les  nouveaux  E„.  L'exemple  précédent  montre  que  ce 
cas  n'est  pas  le  cas  général.  Dans  cet  exemple,  on  peut  même 
choisir  des  E„  de  façon  que  l'ensemble  limite  ne  soit  pas  continu. 

Je  dis  que  le  choix  précédent  est  toujours  possible  dès  qu'il 
existe  un  point  a  limite  pour  tous  les  E,,. 

Je  le  démontre  d'abord  dans  le  cas  particulier  où  l'ensemble 
limite  E  (qui  est  continu)  est  ce  que  j'appelle  un  continu  iri'é- 
ducdble  entre  deux  points  a  et  6,  c'est-à-dire  un  ensemble  tel 
qu'on  ne  puisse  pas  en  extraire  une  portion  continue  contenant  a 
et  b.  Prenons  alors  ceux  des  ensembles  E„  qui  ont  h  pour  limite; 
il  est  facile  de  les  déterminer  (et  même  d'une  infinité  de  façons). 
Leur  ensemble  limite  ser?i  un  continu  contenant  a  et  6,  c'est-à-dire 
sera  E  lui-même.  De  plus,  tout  point  de  E  est  limite  pour  tous  les 
nouveaux  E„,  car,  si  l'on  pouvait  trouver  une  infinité  de  valeurs 
de  n  indéfiniment  croissantes  telles  que  les  E„  correspondants 
s'écartent  du  point  c,  ces  E„  auraient  un  ensemble  limite  continu 
ne  contenant  pas  c  et  contenant  a  et  b.  II  y  aurait  donc  nne portion 
de  E  continue  contenant  a  et  6,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

J'arrive  au  cas  général  où  E  est  quelconque  (continu)  et  je  re- 
marque d'abord  que,  quelle  que  soit  la  façon  de  choisir  g?<?5  valeurs 
de  n  croissant  indéfiniment,  les  ensembles  E«  ainsi  extraits  auront 
toujours  un  ensemble  limite  continu,  puisque  a  sera  toujours  limite 
pour  tous  les  E^. 

Supposons  les  E„  etE  bornés;  traçons  un  carré  contenant  E,  et 
nous  aurons  dans  la  suite  à  diviser  ce  carré  C  en/?^  carrés  égaux,  C;,, 
par  des  parallèles  aux  côtés;  j'appellerai  ces  carrés  C^  ceux  de  la 
^ièm«  subdivision.  Donnons-nous  également  une  suite  de  nombres 

positifs  s«  tendant  vers  zéro  avec  —  (par  exemple  c„=  —  )• 
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Deux  cas  se  présenlenl  :  ou  bien  tous  les  points  de  E  sont  limites 
de  tous  les  £«,  alors  le  théorème  est  établi  ;  ou  bien  ily  a  au  moins 
un  point  6,  (intérieur  à  Ci  )  qui  n'est  pas  limite  pour  tous  les  E„. 
Traçons  un  cercle  de  centre  6,  et  de  rajon  s,  ;  considérons  uni- 
quement; ceux  des  ensembles  E„  qui  ont  des  points  dans  ce  cercle, 
et  parmi  ces  ensembles  (en  nombre  infini)  choisissons-en  une  infi- 
nité dénombrabic  de  façon  que  Z>,  soit  limite  |)Our  tous  :  la  chose 
est  évidemment  possible.  J'appelle  les  nouveaux  ensembles  les  E'^,. 
Leur  ensemble  limite  est  continu  (portion  de  E)  et  deux  |)oinls  a 
et  ht  sont  limites  pour  tous  les  E,',.  Soit  E,  cet  ensemble  limite. 

Ou  bien  tous  les  points  de  E,  sont  limites  pour  tous  les  E,',,  ou 
bien  on  peut  trouver  des  points  de  E|  qui  ne  sont  pas  limites  de 
tous  les  E,'^.  L'ensemble  de  ces  derniers  points  pénètre  à  l'intérieur 
d'un  certain  nombre,  fini,  de  carrés  Gj.  Soient  ya  ces  carrés.  Pre- 
nons, parmi  les  points  de  E,  (pu  ne  sont  pas  limites  de  tous 
les  E|^,  un  point  b-t  intérieur  à  un  des  ya-  Traçons  un  cercle  de 
rayon  t^  et  de  centre  62.  Considérons  ceux  des  E,^  (il  y  en  a  une 
infinité)  qui  pénètrent  dans  ce  cercle  et  choisissons-en  parmi  eux 
une  infinité  telle  que  ^2  soit  limite  pour  tous.  Soient  E^^  leur  en- 
semble, E2  l'ensemble  limite.  11  est  continu,  contient  «),  bf  et  60, 
et  ces  trois  points  sont  limites  pour  tous  les  E,",.  Alors  on  bien  lotit 
point  de  E2  est  limite  de  tous  les  E^,  ou  bien  il  y  a  des  points  Fa 
de  Eo  qui  ne  sont  pas  limites  de  tous  les  E').  Si  ces  points  ne  sor- 
tent pas  du  carré  Y2  où  nous  avons  pris  bi,  nous  passerons  à  la  troi- 
sième subdivision  C3,  nous  prendrons  les  carrés  ys  de  cette  subdi- 
vision (pii  contiennent  les  |)oints  non  limites  de  tons  les  E)),  nous 
choisirons  un  point  b^  dans  un  des  ys  ;  si  au  contraire  des  points 
de  F2  sont  dans  un  autre  carré  yo  que  celui  (|ui  conlient  b.,,  nous 
prendrons  b^  dans  un  de  ces  carrés  ya.  Dans  les  deux  cas,  nous 
tracerons  un  cercle  de  centre  63  de  rayon  £3.  Nous  excluons  les 
ensembles  E,^  qui  ne  pénètrent  pas  dans  ce  cercle,  et  nous  prenons 
parmi  les  ensembles  conservés  ceux  qui  tendent  tous  vers  ^3,  soient 
E,^  et  ainsi  de  suite. 

En  général,  nous  ne  passerons  à  la  considération  des  carrés  y^ 
pris  parmi  les  C^  de  la  ^""'«  subdivision  que  lorsque  parmi  les 
points  F^  (non  limites  de  tous  les  E,^)  de  E,,  il  n'y  en  aura  plus 
dans  un  carré  fp-i  qni  n  aurait  pas  tléjà  vlé  utilisé. 

Alors  en  continuant  indclinimrnt,  ou  bien  la  première  hvpolhèsc 
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se  présentera  pour  un  Eç  (tous  les  points  en  seront  limites  de  tous 
lesE,^),  ou  bien  c'est  indéfininieut  la  seconde  hypothèse  qui  se  pré- 
sentera. Dans  le  premier  cas,  le  théorème  est  démontré. 

Dans  le  second,  prenons  les  ensembles  E^  dans  l'ordre  où  on  les 
trouve  E,,  Eo,  .  •  •  jusqu'à  ce  (|ue  nous  trouvions  pour  la  piemière 
fois  un  ensemble  E',,  (M"^  j^  P"'''  ^(>peler  E,  )  ;  prenons  les  en- 
sembles E', ,  E!,,  ...  jusqu'à  trouver  un  E,"^,  soit  E^.  Prenons  E^, 
Ej,  ...  jusqu'au  premier  E,^,  soit  E^,  et  ainsi  de  suite.  Je  définis 
ainsi  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  G„i  pris  p.'irini  les  E„. 
Leur  ensemble  limite  est  un  continu  G  qui  contient  la  partie  com- 
mune à  tous  les  Eq  (celte  partie  commune  comprend  au  moins  a 
et  bi,  et  par  suite  ne  se  réduit  pas  à  un  point).  Je  disque  tous  les 
points  de  G  sont  limites  de  tous  les  G,„.  En  eirel,  un  point  de  G, 
ou  bien  apparlient  à  l'une  des  portions  d'un  des  E^  qui  est  limite 
de  tous  les  E^^,  alors  il  sera  limite  de  tous  les  F,„  qui  pour  m 
assez  grand  sont  pris  parmi  les  E,/ ;  ou  bien  notre  point  ^  de  G„j 
n'est  pas  un  tel  point,  alors  à  chaque  subdivision  en  carrés  C^  il 
apparlient  à  un  des  y^.  Il  est  donc  limite  de  points  bp  ;  je  veux  dire 
qu'il  y  a  une  infinité  de  valeurs  de  p  indéfiniment  croissantes 
(mais  non  toutes)  telles  que  notre  point  soit  infiniment  voisin  des 
bp  correspondants.  En  toul  cas,  il  est  inq)ossible  de  supposer  une 
infinité  de  valeurs  de  m  telles  que  F,„  ne  pénètre  pas  dans  un 
cercle  O  de  centre  u,  car  dans  ce  cercle,  quel  qu'il  soit,  entrent 
des  points  bp  pour  lesquels  e^  est  assez  petit  pour  que  le  cercle 
de  centre  bp  et  de  rajou  e^  soit  intérieur  à  O;  et  comme,  pour 
m  assez  grand,  F,„  pénètre  dans  ce  cercle  quel  que  soit  m,  il 
pénètre  également  dans  O. 

Dans  tous  les  cas,  nous  aurons  donc  bien  formé  une  suite  F^ 
prise  parmi  les  E„  dont  Tcnsemble  limite  sera  continu  et  dont  tous 
les  points  limites  sont  limites  pour  tous  les  F„j. 

On  comprend  que  cela  puisse  avoir  un  certain  intérêt  si  l'on 
réfléchil  que  l'ensemble  limite  sera  invariable  si,  au  lieu  de  prendre 
tous  les  F„j,  on  en  prend  quel(|ues-uns  seulement  (une  infinité, 
bien  entendu). 
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SUR  LES  SYSTÈMES  NON  HOLONOMES; 
Par  m.   Dautheville. 

On  sait,  depuis  les  travaux  de  M.  Appell,  que  les  équalions  du 
mouvement  d'un  système  non  holonome  peuvent  être  mises  sous 
une  forme  analogue  à  celle  des  équalions  de  Lagrange,  les  seconds 
membres  contenant  des  termes  correctifs.  On  a  ainsi  les  équa- 
tions de  Lagrange  corrigées.  Si  Ton  se  propose  de  ramener  ces 
équations  au  premier  ordre,  on  obtient  les  équations  canoniques 
corrigées,  qui  diffèrent  des  équations  canoniques  par  des  termes 
correctifs  ajoutés  aux  seconds  membres.  Certains  théorèmes  de  la 
Dynamique  des  systèmes  holonomes  subsistent  pour  les  systèmes 
non  holonomes;  d'autres  doivent  êlte  modifiés.  En  particulier,  le 
théorème  de  Poisson  ne  s'applique  pas  aux  syslènies  non  holo- 
nomes sous  la  forme  qui  convient  aux  svslèmes  holonomes.  Lorsque 
l'on  connaîtra  deux  intégrales  des  équations  canoniques  corrigées, 
on  pourra  encore  en  former  une  troisième.  Mais  il  faudra,  pour 
cela,  trouver  une  solution  particulière  d'un  système  d'équations 
diflerentielles  linéaires;  en  outre,  l'intégrale  formée  n'a  plus  la 
forme  simple  qui  convient  aux  systèmes  holonomes.  Nous  nous 
proposons  d'attirer  l'attention  sur  ces  divers  points. 

I.    —  Equations  caivoiviques  corrigées. 

Nous  considérerons,  pour  plus  de  simplicité,  un  système  non 
holonome  dont  les  liaisons  sont  sans  frottement  el  indépendantes 
du  temps,  et  qui  sera  sollicité  par  des  forces  dérivant  d'une  fonc- 
tion des  forces  U,  (pii  ne  contiendra  pas  explicitement  le  temps. 
Kappeloiisd'abord  les  résultats  (|u'on  doit  à  M.  Appell  (  '  ). 

Soient  ^,,  ry2,    ...,   q„  les  parainèties   indépendants  dont  l'ex- 


(  '  )  Bemarques  d'ordre  analytique  sur  une  nouvelle  forme  dei  équations  de 
la  Dynamique  (  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  5°  série,  l.  VII, 
1901,  p.  5). 
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pression  en  fonction  du  temps  détermine  à  chaque  instant  la  posi- 
tion du  système. 
Posons 

Si  l'on  appelle  2T  la  force  vive,  et  2 S  l'énergie  d'accélération, 
on  a 

(2)  i  ^  ^'fi^^'i'^'^'  •••'  '?'«)' 

OÙ  CD,  est  une  forme  quadratique  en  q' \  cpo  est  la  forme  ce,  où  l'on  a 
remplacé  les  q'  par  les  q"  \  les  (|>  sont  des  formes  quadratiques 
en  q']  ^  est  une  forme  du  quatrième  ordre  en  q' .  Les  coefficients 
de  ces  diverses  formes  sont  des  fonctions  de  ^,,  q^-,  .  .  . ,  qn-,  qui 
ne  contiennent  pas  explicitement  le  temps.  Mais  ces  coefficients 
ne  sont  pas  indépendants  les  uns  des  autres.  On  a  en  effet  l'identité 

(3,  E  =  t,ï',-H...+  .K,;,  =  ^,',+...+  |i7;,. 

Le  mouvement  du  système  est  alors  donné  par  les  équations  de 
Lagrange  corrigées  : 

dt\dq'i)         dqi        dqi  '         ^  ».         1      ;> 

OÙ 

(5)  A',=  £^_o^_^, 

dq'i  dqi 

Les  équations  (4)  admettent  l'intégrale  des  forces  vives.  Multi- 
pliant, en  efi'et,  ces  équations  par  q\^  q\^  ...,  q\^  et  ajoutant,  on 
obtient 

(6)  dl  =  dV  H-(Ai^', -f-...-(-  \'„q'„)dL 
Mais  on  a 

Remarquant  que  E  est  une  forme  du  troisième  ordre  en  q\   et 
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tenant  coinplc  de  l'identité  (3),  il  vient 

V  a;  fy;  =  3  E  —  2  E  —  E  =  o. 

L\''(jiiation  (6)  donne  alors  l'intégrale  des  forces  vives 

T  =  U  +  A. 
Keniarqiions  l'identité 

(7)  y^A'iq',=  o. 

i 

Tels  sont  les  résultats  donnés  par  M.  Âppell. 

Applifjuons   aux    équations   (4)   la   Iranslorniation   de   Poisson- 
Hamilton.  Posons 

H  =  T  -  U. 


(t  =  i,  2,  ...,  n), 


Le   laisonncinent   cjui  s'appli((nc  aux  systèmes  holononies  |)eul 
se  répéter  dans  le  cas  (jni  nous  occupe,  et  il  conduit  aux  équations 


(8) 


dqt       ùW  dpi  c)H 


dt 


1-  A/         (  f  =  r ,  2,  .  .  . .  n  ), 

0(1  i 


dt         Opi 

où   A/  désigne  la   fonction  en    laquelle  la   substitution   précédente 
li-ansfornie  A).  L'identité  ('j)  s'écrit  mainlenan! 

V  K'  '''^ 


(y) 


Les  écpiatioiis  (<S)  >onl  les  (''(/nations  Cdnoniqucs  corrigées. 
Cherchons  la  condition  |)Our  que  l'équation 

/( /,   7i,    .  .  .,   (/„,  P\,    .  •  .,  Pn)  —  CDIlSt. 

soit  une  intégrale  de  (8).  On  a 

df  ^0/  ^   Y^    J/    dru  _^^    <)£    d_pj_ 
dl  Ôt  Jm^  iit/i     dt  Mmà  dpi     dt 


^^s 


=  l-'/-">-2:|;>'- 
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La  condition  cherchée  est  donc 

i 

On  déduit  de  là  que,  si  J  =  consl.  est  une  intégrale,  j-  =  consl. 
en  sera  une  autre. 

En  effet,  les  liaisons  étant  indépendantes  du  temps,  aucune  des 
(onctions  cp,  et  i{;  ne  contient  explicitement  le  temps;  il  en  est  de 
même  pour  les  A  et  pour  E,  en  vertu  de  (3)  et  (5);  les  fonctions  T 
et  U  ne  contenant  pas  explicilemenl  le  temps,  il  en  est  de  même 
pour  H.  On  a  alors,  en  prenant  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  t 
du  premier  membre  de  (lo), 

i 

relation  qui  montre  que  ~  =  const.  est  une  intégrale. 

On  voit  d(;  mérue  cpie  si  f=  coiist.  est  une  intégrale,  et  si  H  et 

les  A  sont  indépendants  de  (/k  ou  àc  p/,.  -^r—  =  const.,  ou  v—  =  const., 
^  ^  ^      àqk  àpk 

est  aussi  une  intégrale. 

On  a  ainsi  des  théorèmes  relatils  aux  systèmes  holonomes  qui 
se  conservent  pour  les  systèmes  non  holonomes  que  nous  considé- 
rons. Mais  le  théorème  de  Poisson  ne  s'applupie  [)lus,  du  moins 
sous  la  forme  qui  convient  aux  systèmes  holonomes. 

Suivons  le  raisonnement  par  leqin;l  on  a  coutume  d'él,al)lir  ce 
théorème.  Soient  y^=  const.  et  es  =  const.  deux  intégrales  des 
équations  canonicpics  corrigées.  On  a  id(;nti(pien)ent 

\ij\'^),  ll|  +  |('^  ll),/|-f-[(ll,/;,  9J  =  o. 

Mais,  puisfpie  (lo)  s'applique  aux  fonctions  y  et  cp,  on  a 

et,    par    suile,    en     iililisaul    les    propriétés    des    parenllicses    de 
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Poisson, 


On  trouve  de  même 


i  I 

En  substituant  dans  (lo),  on  obtient 

l  I 

ce  qu'on  peut  écrire 


,(/.?)+ ((7.  ï),  ^^'^^y.^'^y't^ 


+2  [|;<^'f'-;^<^'' /■']=»• 

En  rapprochant  celte  identité  de  la  condition  (lo),  on  voit  que 
(y,  es)  =:  consl.  ne  sera  pas,  en  général,  une  intégrale.  Le  lliéo- 
rème  de  Poisson  ne  s'applique  [)as.  Il  subsisterait,  si,  étant  donnée 
l'intégrale  y=const.,  on  pouvait  choisir  la  seconde  intégrale 
cp  =  const.  de  manière  à  avoir  identiquement 

< 

Nous  laisserons  de  côté  l'examen  de  ce  cas  particulier. 

IL    —   Ïhi^ouème   de    Poisson   coiuik;!^.. 

Dans  son  Mémoire  sur  le  problème  des  trois  corps  (Acta  mathe- 
rnalica,  l.  XIII,  p.  /^G),  M.  Poincaré  a  fait  connaître  les  é(|ualions 
qu'il  a  appelées  équations  aux  variations  des  équations  cano- 
niques. Il  a  montré  (pie  deux  solutions  des  équations  aux  varia- 


-  125  — 

lions  sont  liées  par  une  cerlaine  relation,  et  que  si  les  solutions 
sont  connues  celle  lolalion  constitue  une  intégrale  des  équations 
canoni(]ucs.  Ou  peut  Lrouvei'  une  solution  des  équations  aux 
variations  quand  on  en  connaît  une  intégrale,  et  réciproquement. 
Enfin,  si  l'on  connaît  une  intégrale  des  équations  canoniques,  on 
peut  trouver  une  solution  des  équations  aux  variations,  et  le  lliéo- 
rènic  de  Poisson  est  la  conséquence  immédiate  de  cette  dernière 
remarque.  En  suivant,  pour  un  système  non  holonome,  la  méthode 
de  M.  Poincaré,  on  obtient  la  généralisation  du  théorème  de 
Poisson . 

Reprenons  les  équations  canoniques  corrigées 

dqi        ù\\  dpi  dH 

(i)  — f-   =  - — .  -y-   =  — h  A(  (t  =  I,  ■?-,..  .,   11). 

^  '  dl         <)pi  dt  dqc  ^  '     '         '      ' 

Considérons  deux  solutions  infiniment  voisines  de  ces  équations 
qi,  Pi  et  qi-\-^i,  pi-\-'r\i,  les  ^,  fj  étant  assez  petits  pour  qu'on 
puisse  négliger  leurs  carrés.  Les  ^,  ■i\  satisfont  alors  aux  équations 
différentielles  linéaires 


~dt 


2u  Ùpi  dq,,  '''  '^2^  ùqt  dpi, 


•^z.- 


(2) 


dr„  X7     fPW     ,        v^     «^'H 


(|ui  sont  les  équations  aux  variations  des  écjuations  (i).  Soit  ç^  ,  y\' 
une  autre  solution  des  équations  (2),  do  sorte  que 


(^') 


dt     "       ZdûqiOqir''       jL^Oqiôpir        ^<)q,r        ^Op,,^'' 


k  k 


Multiplions  res|)cctivement  les  équations  (2)  et  (::>/)  par  yj^,  — ^^ , 
—  T|,-,  Ç<,  et  faisons  la  somme  de  tous  les  résultats  obtenus;  il 
viendra 

i  ik 

^mi      \      ôqu  OpiJ 


ik 
XXXVIF. 
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ce  qu'on  peut  écrire 


^,>::«^,-è;v)+2:k^'157--I;) 


/* 


ik 


OU  encore 


i 

On  (icdint  de  là 

(3)     ^{rûb-^'iT^i) 


Telle  est  la  relation  (jui  existe  entre  deux  solutions  des  équa- 
tions aux  variations.  Cette  relation  n'est  plus  algébrique,  comme 
cela  arrive  pour  les  systèmes  holonomes.  Si  tous  les  A  sont  nuls, 
on  retrouve  bien  la  relation 


2  ^'^'l^i—'^i'^i)  =  COnSt., 


donnée  par  M.  Poincaré. 

Dans  le  cas  où  ^,-,  -/j,-;  Ç'^-,  v^'^-  seraient  connues,  la  relation  (3) 
serait  une  intégrale  des  équations  canoniques. 

Si  l'on  suppose  (jue  ^^  ,  Y|',  désignent  une  solution  particulière, 
connue,  des  équations  (?, ),  et  ^/,  tj,-  leur  solution  générale,  la  rela- 
tion (3)  devient  une  intégrale  des  éqtialions  aux  variations.  Ainsi 
la  connaissance  d'une  solution  particulière  de  ces  équations  en 
fournit  encore  une  intégrale. 

Réciproquement,  supposons   que   nous  connaissions   une  inté- 
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grale  des  équations  (2), 

(4)      ^(Aiki+B,r^i) 

i      1  k 

où  les  A,  B  sont  donnés.  On  aura,  en  dilTérentianl,  et  remarquant 
que  ^i,  t\i  vérifient  (2), 


i  I  \     /i  /, 

On  |)eul  écrire  cette  relation 

5:Ht-2:[«'-G7f-^47)-^"¥îJ| 

j^        V  àqiOqk  àpidqic  dqt  dpi  ) 


ik 
ou  encore 


/  \  *  A-  k  k  y 

V       /  ^B,       V  R      '^^  "  Va       '^^  "     \ 


D'où  l'on  déduit,  en  identifiant, 

dt    ~      Zd        <)qidpk       Zd     '' ôqidqi,       Zd     '' dqu       Zd'  '' ùpk 


dBj  _      Y  B      ^'"     _  V  V      ^'" 

dt     "      .^mà     ''dpidqu       ^''Opidpk 
k  k 


Si  l'on  pose 
on  trouve 
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Ht 


Au  ()pi  (hji, 


f[Pi=_V 


dt 


,r-\\ 

Ô(]i  ÔCj, 


1-1.  -H 


ï/. 


V 

,r-  w 

k 

dpi  iXi>u 

V 

r)2H 

dqi  à  pi, 


^h-. 


p/. 


Vi^.„.^V^« 


«^^A 


a/;- 


àpk 


H/.1 


et  l'on   voit  que  a,,  ^/  conslitiienl  bien   une  solution  particulière 
des  équations  aux  varialions. 

Il  reste  à  examiner  si  la  connaissance  d'une  intégrale  des  équa- 
tions canoniques  peut  conduire  à  une  solution  des  équations  aux 
variations.  Soit 

/(y»  P->  O  =  const. 

une  intégrale  des  équations  canoniques. 

Celte  relation  subsiste  si  l'on  y  remplace,'  </,  p  par  q-\-\,  p  -\-i\\ 
^,  Yj  élanl  une  solution  quciconcpie  des  équations  aux  varialions. 
On  a  donc  l'intégrale  des  équations  aux  variations 


,)p, 


•fu  =:    <). 


Si  l'on  peut  mettre  celte  intégrale  sous  la  l'ornie  (4),  on  en 
déduira,  par  ce  qui  précède,  une  solution  des  é(piations  aux  varia- 
tions. En  désignant  par  w/,  P,-  des  inconnues  auxiliaiies,  l'intégrale 
précédente  peut  s'écrire 


Mais  on  a 

"'^(=     /    {Uid\i-^r  \idUi) 

--I 


«,y 


t>2  H     ,  ù-^W 

?'.-+-   ..,    .„    ^i< 


'V'  '^V' 


dpi  ôpu 


'  t]  - 


^\i^ 


et 


«'/■^K^  /(«',  c?Tr),-H  r^idvi) 


=  /  h^< 


,//. 
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On  a  donc  l'intégrale 


2((|*-)<-C|"-)- 


/?[■• 


i'iZj   —  -> — 7—  ^A -  :, — r-v.  +  T^U^T^  'n'.- )  ^  -ni  -77  \  dt  =  o. 

Ji^\       Oqiôpj,  dqiOpu  àq,,  ùpu       I  dt 


Le  coefficient  de  dt^  sous  le  signe    /  ,  peut  s'écrii 


V^  l y  dui  dv, 

vn  /    .     ()2ii  dm 

ik 

ôqidq/,-  Oqidpi,  Oqi,  Opk 

OU  bien,  en  permutant  les  indices  i,  k  dans  la  somme  double  et 
niellant  ensuite  \i  et  r\i  en  facteurs, 

et  l'iiilégrale  s'écrit  sous  la  forme 

Si  l'on  prend  pour  m,,  t'^  des  solutions  des  équations  difTéren- 


lielles  linéaires 
dui 

k 
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Ô'-H 


d\L' 


dfjjdp/,  "qiàqu  '  <^q  i  / 

A- 


"/, 


os.,- 
àpk 


d'^H 


-  t^/,- 


(.^--) 


àpi  Opi,  '  àpi  ôqi, 

d\i, 


ôpi 


ôpi 


qui  s'écrivent,  en  simplifiant, 

^1     ''XOqiôpu         Opi,)  ''\àq,àq/, 

ç   dp    i)\/. 


dt 


dq 


:}\ 


(5) 


dvi 
Tt 


•'1      V  /         ^^^H     _         ^>-H    \   _^  of 
7       ^\    '^dpiOpi,  ''dpiôqt,/    ~Z^dpu 


of    d^ 
dpi 


rii)légrale  se  présente  sous  la  forme  (4),  où  l'on  a 


dqi 


dp, 


\)i\  là  résulte  que,  étant  donnée  rintéj;rale  /{q-,  p)  =  const.  des 
équations  canoniques  corrigées,  si  l'on  |)eut  Irouver  une  solution 
des  équations  (5),  on  aura  une  solution  des  écpiations  aux  varia- 
tions, à  savoir 

'!/ 

dqi 


dpi 


Pour  les  systèmes  liolonomes,  tous  les  A  étant  nuls,  les  équa- 
tions (5)  admettent  la  solution  évidente  «/=  «"ji^  o,  et  l'on  retrouve 
la  solution  connue  des  équations  aux  variations 


^r 


i^.  ...  =  _^ 


dpi 


dqi 


Pour  les  systèmes  non   holonomes,   on    n'apeiçoit  pas,   a  priori, 
une  solution  des, équations  (5). 


i 
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Laissant  de  côté  la  délerininalion  d'une  solution  particulière 
des  équations  (5),  supposons  que  nous  connaissions  deux  inté- 
grales y  =  const.  et  z>  =  const.  des  équations  canoniques  corrigées; 
une  solution  ui,  Vi  de  (5),  et  une  solution  ;/, ,  v-  des  équations  (5) 
dans  lesquelles  J  est  remplacé  par  cp.  La  relation  (3)  donne  alors 
une  intégrale  des  équations  canoniques  corrigées. 

Après  quelques  réductions  faciles,  cette  intégrale  peut  s'écrire 

(/.  ,).2"— ;'-2  ("'1.-  "^)  -1  {-'4.  -  "■I) 

i  i  i 


2[ 


(>cp    /      (>A/,  ù\k\  àf  (    .  â\/,  ,  d\/, 


\Oqi         ôqui  àpu  <^Pi  /  \  ( 


Telle  est  la  forme  dans  laquelle  se  présente  le  théorème  de 
Poisson  pour  les  s^'stèrnes  non  holonomes.  Si  les  A  sont  nuls,  on 
peut  prendre 


Ui  =   Vi  =    Uj  =   V;  =   O, 


et  l'on  relrouve  bien  l'intégrale  (_/,  cp)  =  const. 

On  peut  simplifier  les  résultats  précédents  en  s'appuvant  sur  un 
théorème  dû  à  M.  de  Donder  (').  Étant  donné  le  système 

(6)  î|^=X,-. 

dont  les  équations  aux  variations  sont 

A- 

si    l'on   connaît    une   intégrale  y  =  const.    des   équations  (6),  et 
si  ^  est  une  solution   des  écpiations  aux  variations  (^),   les  équa- 


(')   Étude  sur  tes  invariants  intégraux  {Hendiconti  del  Circolo  Matematico 
di  Palermo,  t.  XV  et  XM,  1901  et  1902). 
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lioDs  (6)  admettent  la  nouvelle  intégrale 

i  ( 

h 


(8)  2^J'=— • 


Dès  lors,  si  nous  supposons  connues  les  deux  intégrales 
y=  consl.  el  cp  =  const.  des  é(|ualions  canoniques  corrigées,  et 
une  solution  a,,  vi  des  équations  (5),  on  aura  la  nouvelle  intégrale 


k 

ou  bien 


\^V  0^       df  \  do       df  \-\ 


^^'^>^2(^."''-;^*'*)=^«'"^-' 


ce  qui  donne  une  forme  plus  simple  du  théorème  de  Poisson. 
On  peut  encore  écrire  la  nouvelle  intégrale 

«',  v'  étant  solutions  dos  équations  (5)  où  cp  remplace  /. 

Remarquons  enfin  (jue,  en  associant  à  l'intégrale /=  consl.  la 

solution  ^/=  -f-  -\-  <-,,  ri,=  —  -f-  -\-  m,,  on  obtient  l'intégrale 


k 


const. 

k 
OU 


Pour  un  système  liolonomc,  cette  dernière  intégrale  est  une 
identité. 

Heslerait  à  examiner  si  les  nouvelles  intégrales  sont  distinctes 
de  celles  qui  servent  à  les  former. 


—  133  - 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE     DU     27    .lANVIER     1909. 

PRÉSIDENCB    DE    M.    BIOCIIE. 

Commiinicalion  : 

M.  Hadamard  :  Sur  une  propriété  fonctionnelle  de  la  fonc- 
tion ^{s)  de  Riemann. 


SÉANCE     DU     10    FÉVRIER     1909. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BIOCIIE. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  certaines  discontinuités. 

M.  Rafij  :  Sur  les  transformations  qui  conservent  certains 
réseaux. 

M.  Montel  :  Sur  la  construction  de  certains  polygones  régu- 
liers. 


SÉANCE     DU    24    FÉVRIER     1909. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BIOCHE. 

Communications  : 

M.  Denjoy  :  Sur  certaines  inégalités  fonctionnelles. 
M.  Rafly  :   Sur  les  transformations  par  normales  concou- 
rantes. 

SÉANCE     DU     10    MARS     1909. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BIOCIIE. 

Communications  : 

M.  (jhazy  :   Un  théorème  sur  les  fonctions  uniformes. 

M.  liioclie  :  Sur  les  surfaces  desmicjues. 

M.  Lecornii  :  Sur  l'équilibre  des  aéroplanes. 


XXXVII. 
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SÉANCE    DU    24    MARS     1909. 

IMIÉSIDIÎNCE    DE    M.    BIOCHE. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  INI.  Cari  Hansen, 
présenté  par  MM.  Borel  et  Tannerj. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  une  rectification  approchée  de  la  circonfé- 
rence. 

M.  Chazy  :  Remarques  sur  certains  nombres. 

M.  Denjoy  présente  quelques  observations  au  sujet  de  celle 
communicalion. 


SÉANCE     DU    21     AVRIL     1909. 

PRÉSIDENClî    DE    M.    BIOCHE. 

Communications  : 


M.  RafTy  :  Sur  les  surfaces  quasi  de  révolution . 
M.   Bioche  :  Sur  les  centres  de  gravité  de  certaines  figures 
planes. 


SÉANCE     DU     28     AVRIL     1909. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BIOCIIK. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  surfaces  desmiques. 

M.  Denjoy  :  Sur  les  singularités  essentielles  des  fonctions 
analytiques  uniformes. 

M.  Monlel  préseule  quelc(ues  observations  au  sujet  de  celle  coni- 
municalioti. 
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SÉANCE     DU     12    MAI     1909. 

PnÉSIDENCE    DK    M.    BIOCHE. 

Communications  : 

M.  Denjoy  :  Sur  les  singularilés  essentielles  des  fonclion<i 
analytiques  uniformes. 

M.  MonLel  :  Observations  sur  le  même  sujet. 

M.  Raflj  :  Formules  relatives  aux  coordonnées  tangentielles 
et  aux  lignes  de  courbure. 


SEANCE     DU     26    MAI     1909. 

PRÉSIDENCE    UE    M.    BIOCHE. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Ludovic 
Zoretti,  présenté  par  MM.  Borel  et  Lebesgue;  M.  Drury,  présenté 
par  MM.  Raff\f  et  Monte!;  M.  Neovlus,  présenté  par  MM.  Darboux 
et  Picard. 

Communications  : 

M.  Chazy  :  Sur  les  équations  différentielles  d'ordre  supé- 
rieur dont  l'intégrale  générale  est  uidforme  et  dont  les  inté- 
grales  singulières  ne  le  sont  pas. 

M,  Monte!  :  Sur  les  séries  de  polynojnes. 

M.  Bioc!ie  :  Sur  les  surfaces  desmiques. 


SÉANCE     DU    9    .JUIN     1909. 

l'UÉSIDENCE    DE    M.     HIOCIIE. 

Élection  : 


Est  é!u,  à  l'unanimité,  membre  de  !a  Société,  M.  Bou!ad  (Farid), 
pi;t^senté  par  MM.  Appel!  et  d'Ocagns. 
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Communications  : 

M.  Raffy  :  Sur  la  déformation  des  sur/aces  spirales. 
M.  Fouché  :  Sur  les  formes  des  diverses  cyclides. 
MM.  Bioche  et  RafTj  présentent  quelques  observations  au  sujet 
de  cette  communication. 


SÉANCE     DU    23    JUIN     1909. 

PRÉSIDENCE    DU    M.    IlIOCHE. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  Lévy  (Albert), 
présenté  par  MM.  Fouché  et  Montel. 

Communications  : 

M.  Cliazy  :  Sur  la solutiond'un  problème  d'Analyse  indéter- 
minée traité  par  Halphen. 

M.  R.  Perrin  :  Sur  les  halphéniennes  {expressions  différen- 
tielles^ qui  se  déduisent  des  covariants  et  invariants  des  formes 
binaires. 


SÉANCE     DU     7    JUILLET     1009. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    BIOCHE. 

Communications  : 

M.  Denjoj  :  Sur  les  fonctions  uniformes  possédant  un  en- 
semble parfait  discontinu  de  singularités. 

M.  Ghazy  :  Sur  des  équations  différentielles  déduites  des 
invariants. 

M.  Bioche  :  Remarque  relative  aux  centres  de  gravité. 


I 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LES  MULTIPLICITÉS  INVARIANTES  PAR  UNE  TRANSFORMATION 
DE  CONTACT; 

Par  m.   s.   Lattes. 


NTRODUCTIOJV. 


La  déterminalion  des  courbes,  des  surfaces  ou,  en  général,  des 
multiplicités  invariantes  par  un  groupe  continu  de  transforma- 
tions (transformations  poncluelles  ou  transformations  de  contact) 
est  un  des  problèmes  fondamentaux  de  la  théorie  de  Lie  :  on 
obtient  ces  mulliplicilés  invariantes,  dans  certains  cas  par  des 
calculs  purement  algébriques,  et  dans  d'autres  cas  par  l'intégration 
d'équations  difTérentielles  ou  de  systèmes  complets  d'équations 
aux  dérivées  partielles. 

Si  l'on  considère,  au  contraire,  une  transformation  isolée,  la 
détermination  des  multiplicités  invariantes  se  fait  à  l'aide  d'équa- 
tions fonctionnelles.  J'ai  commencé  cette  étude,  dans  un  travail 
antérieur,  pour  les  transformations  j)onctuelIcs  à  deux  ou  trois 
variables  et  pour  les  transformations  de  contact  du  [)lan  (').  Cer- 
tains des  résultats  peuvent  s'étendre  aux  transformations  ponc- 
tuelles à  un  nombre  quelconque  de  variables,  ainsi  que  je  l'indique 
dans  la  deuxième  Partie  du  présent  Mémoire. 

Mais,  les  résultats  obtenus  à  ce  sujet  étant  encore  assez  incom- 
plets, le  but  que  je  me  propose  actuellement  est  surtout  de 
montrer  le  lien  qui  existe  entre  les  deux  problèmes,  le  premier 
relatif  aux  transformations  ponctuelles  et  le  deuxième  relatif  aux 
transformations  de  contact.  Pour  les  transformations  ponctuelles, 
les  ensembles  invariants  qu'on  se  propose  de  déterminer  sont  des 


{ '  )  Sur  les  équations  fonctionnelles  qui  cléjinissent  une  courbe  ou  une  surface 
invariante  par  une  transformation  {Annali  di  Matemalica,  190G). 
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variétés,  c'est-à-dire  des  familles  quelconques  de  points  dépen- 
dant d'un  certain  nombre  /•  de  paramètres;  pour  les  transfor- 
mations de  contact,  ce  sont  des  multiplicités,  c'est-à-dire  des 
familles  d'éléments  à  /■  paramètres  assujetties  à  vérifier  l'équation 
de  Pfaff  : 

dz  —  /?i  dxi  —  p-î  dx-i  — ...  —  p,i  dx„  =  o. 

Une  transformation  de  contact  T  de  l'espace  E  à  /?  -!-  i  dimen- 
sions porte  sur  un  élément  de  contact  (.z^i,  x-2,  ••.,  x„  ;  z; 
Pi,  Pi,  ...,  p„)  de  cet  espace  qu'elle  transforme  en  un  élément 
(X.|,  Xo,  ...,  X„  ;  Z;  P,,  Po,  ...,  P«  ).  Mais  les  formules  qui 
définissent  X,,  Z,  P/  en  fonction  de  Xi,  z-,  /?,  définissent  en  même 
temps  une  simple  transformation  ponctuelle  G  d'un  espace  vL' 
à  2  /î  H-  I  dimensions  pour  lequel  (Xi,X2,  •  •  .  ,x„;  z;  p^,  pi,  .  .  .,p„) 
seraient  les  in  -{-  i  coordonnées  d'un  point. 

Lorsqu'on  passe  de  l'espace  C  à  l'espace  E,  un  point  devient  un 
élément;  une  famille  de  points  formant  une  variété  OW-r  à  /•  para- 
mètres devient  une  famille  d'éléments  dépendant  de  r  paramètres  : 
mais  cette  famille  ne  constituera  pas,  en  général,  une  multipli- 
cité M;,  de  l'espace  E,  car  ses  éléments  ne  vérifieront  pas  Téquation 
de  PfafT. 

Or  il  se  trouve,  et  c'est  ce  que  je  me  propose  de  démontrer  par 
le  présent  Mémoire,  que,  lorsqu^ il  s'agit  des  variétés  OWr  inva- 
riantes par  S,  il  y  a  certaines  de  ces  variétés  qui  fournissent 
nécessairement  des  multiplicités  M,-  invariantes  par  T  :  la  rela- 
tion de  Pfajf  se  trouve  vérifiée  d'elle-même. 

Ces  variétés  sont  des  variétés  invariantes  passant  par  un  point 
double  de  la  transformation;  mais  toutes  les  variétés  invariantes 
passant  par  le  point  double  ne  remplissent  pas  la  condition  deman- 
dée, et  voici  par  quoi  sont  caractérisées  celles  qui  la  remplissent. 

Généralisant  un  résultat  que  j'avais  établi  précédemment  pour 
les  transformations  de  contact  du  plan,  j'établis  une  relation  entre 
les  racines  81,82,83,  ...  de  l'équation  caractéristique  relative 
à  un  point  double  :  les  racines  s'associent  deux  à  deux  de  façon 
(|ue  deux  racines  associées  aient  un  produit  constant  G. 

Je  démontre  cette  proposition  dans  la  première  Partie. 

Or,  à  cbaque  variété  011^  invariante  correspond,  ainsi  que  je  l'éla- 
blis  dans  la  deuxième  Partie,  un  i;roupc  de  racines  S| ,  8^,  ....  S/-  : 
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la  vaiiélé  correspondanl  à  ce  groupe  vérifie  Téqualion  de  Pfafif  si 
parmi  Jes  qiianlilés  S| ,  S2,  .  .  . ,  S;-  ne  figurent  ni  C,  ni  des  groupes 
de  racines  associées.  Tel  est  le  résultat  que  j'établis  dans  la  troi- 
sième Partie.  J'ai  nppliqué  enfin  ce  qui  précède  à  un  exemple 
relatif  à  une  transformation  de  contact  de  l'espace  (x,  y,  z)  ('). 

I.  —  Transformation  linéaire  tangente  a   une  transformation 

DE     CONTACT    EN    UN    ÉLÉMENT    DOUBLE. 

1.  Considérons  une  transformation  de  contact  T  faisant  corres- 
pondre à  l'élément  (a:, y,  z,p,q)  un  nouvel  élément  (X,  Y,  Z,  P,  Q) 
et  soient  (xo,jKo5  -oiPo^  Ço)  's''  coordonnées  d'un  élément  double 
de  la  Iransformalion,  c'est-à-dire  d'un  élément  qui  coïncide  avec 
son  Iransformé.  On  peut  toujours  supposer  que  les  cinq  coor- 
données de  cet  élément  sont  nulles  :  il  suffit  pour  cela  de  poser 
simultanément 

(  '  )        ) 

formules  d'une  transformation  [lonclueile  C|ui  donne,  lorsqu'on  la 
prolonge, 

,    ,  .  ,  \   P  =Po^Pi,  V  =  lo^yu 

(i  bis) 

En  appliquant  ces  formules  à  la  iransformalion  T,  elles  four- 
niront une  nouvelle  transfornialiou  T,  entre  les  élémenls 
(x,,j,,  Zt,pi,qt)  et  (X,,  Y,,  Z,,  l\,  Q,)  et  T,  sera,  comme  T, 
une  transformation  de  conlact;  en  outre,  T,  admettra  l'élément 
double  (o,  o,  o,  o,  o). 

Les  quantilés  X,,  Y,,/,,  P|,Q)  sont  des  fonctions  de  Xt^yt, 

(')  Dans  les  démonstrations,  j'ai  dû  supposer  les  données  el  les  solutions 
cherchées  analytiques;  certains  des  résultats  pourraient  être  établis  sous  des 
hypothèses  plus  larges,  mais  à  condition  d'admettre  certains  résultats  de  l'étude 
des  transformations  ponctuelles  que  j'indique  dans  la  deuxième  Partie  et  que  je  n'ai 
établis  jusqu'ici  que  dans  l'iiypotlièsc  où  je  me  place;  j'ai  cru  donc  indispensable 
de  faire  cette  hypothèse,  afin  de  n'avoir  à  m'uppuyer  que  sur  des  résultats  rigou- 
reusement établis. 

Un  résumé  de  ce  travail  a  paru  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  (  a vri  I  1 909  ) . 


uo 


Zftft,  q^  s'annulant  en  même  temps  qae  ces  dernières  :  suppo- 
sons, en  oulre,  que  ce  soient  des  fonctions  homolorphes  dans  le 
domaine  de  l'origine  el  considérons,  en  particulier,  les  termes  du 
premier  degré  en  a?), yi,  z,,/?,,  ^,  dans  les  trois  premières  quan- 
tités X,,  Y|,  Z,.  On  a,  en  se  servant  des  formules  (i)  et  (i  bis). 


X, 


Y, 


Z,    r^ 


rfX 


P^- 


<)\\  /à\  dX\  d\ 

d\\  /ÔY  ô\\  à\ 

po  -7—)  ^1-+"  -; — '-'/o  —  Kri+T— 

dza/  \()yu  "Zo/^         dzo 

A  07,-+-  Bj'jH-     C 

avec  les  valeur*  suivantes  de  A,  B,  C,  D,  E  : 

/  âZ  *<>1'\  /ô\  ù\\  f  d\  ÔY\ 

A=- '^Po^—  }  —pol-, ^  Po—-  )  —  qo  (  -, ^Po-—  ]  y 

\ôcco  àzo/  \àxo       '     OzoJ        ^     \dxo       '     Oz^j 

„        /  àZ  ÔZ\  1  d\  d\\  /  d\  d\\ 

\oyo  OzJ  VfJjo  àzo/  \dyo        ^    OzJ 


dZ              dX  d\ 

G  = Po- go--: 

dZ„  diu  OZa 


D  = 


àZ 

dpo 


d\ 


d\ 


■^«ÏÏT 7oT~' 

âpo  dpo 

àZ  d\  dX 

OHo  Oqo  dqo 


La  transformation  T  étant  une  transformation  de  contact,  on 
dofit  avoir  l'identité 

dZ  —  P  d\  —  q  dY  =  p{dz  —  p  dx  —  q  dy), 

où  p  désigne  une  fonction  de  x,y^z^p,(j.   On  déduit  de  là  les 
cinq  relations 


dx  dx 


^  dx 


PPi 


(■>■) 


dZ  d\  dY 

<^y        "y         ày         ^' 

dz  dz        ^  dz        ' 


dj)  d/j 


\  oq  dq  dq 
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Si  l'on  remplace  x^y^  ^iPi^  parles  coordonnées  To,jKo)  ^oi/^oj^o 
de  l'élément  double,  la  troisième  de  ces  relations  donne 

G  =  po, 

et  les  quatre  autres  relations  deviennent 

A  =  o,        B  =  o,         D  =  o,        E  =  o. 

De  là  résulte  la  forme  réduite  que  prend  la  transformation 
dans  le  domaine  de  l'élément  double  pris  pour  origine. 

Si  l'on  écrit,  pour  simplifier  l'écriture,  x,y,z^  .  .  . ,  X,  Y,  .  .  . , 
au  lieu  de  ar, ,  jKi  j  -Si ,  •  •  • ,  X, ,  Y, ,  .  .  . ,  cette  forme  réduite  est 
la  suivante  : 

1  X  ^  a  X  +  b'  y  -^  c'  z  -\-  l' p  -~  m' q  -^ .  .  . , 

(3)  }  Z  =  Cz  ^..., 

I  F=oix-h'iiy-h'(Z-\-\/j-h  u.  q  -\-.  .  ., 

\  Q  =  a'27  H-  <^'y  -H  y'^  -H  ^'z»  -T-   [Jl' q  -i-.  .  .. 

2.  Si  l'on  réduit  les  seconds  membres  des  équations  (3)  à 
leurs  termes  du  premier  degré,  on  obtient  une  transformation 
linéaire  T'  que  nous  appellerons  la  transformation  linéaire  tan- 
gente à  la  transformation  de  contact  T  en  l'élément  double 
(0,0,0,0,0). 

Les  coefficients  de  T'  ne  sont  pas  indépendants.  Les  seize  coef- 
ficients 

a,      b,      l,      m, 

a',     b',     /',     ni',  j 

a,       13,       X,       [1, 
a',      ^',     X',     iJ.'    ■ 

sont,   en  efl'et,   liés  par  six  relations,  de  sorte  qu'il  n'y  en  a  que 
dix  d'arbllraires. 

Pour  obtenir  ces  relations,   il  suffit  de  partir  des  relations  de- 
Lie   (')  (jui   expriment   les  conditions   nécessaires    et  suffisantes 
pour  (jue  T  soit  une  transformation  de  contact: 

[XY]  =  f  XZ]  =  [YZj  =  [XQ]  =  [YP]  =  [PQ]  =  o, 
[PX]-fQYl^p,         [PZl=:pP,         fQZl^-pQ, 

(')  Soi'iiL's  Lui,    Théorie  der  Tranx/ormationsgrii/ipen,  l.  Il,  rh;i[)    \'. 


—  U2  — 


et  de  remplacer  clans  ces  relations  x^y^  z-,  p,  q  par  zéro,  en  re- 
marquant que  Oo=  C.  Certaines  de  ces  relations  sont  alors  identi- 
quement vérifiées  et  les  autres  fournissent  les  six  relations  suivantes, 
qui  sont  les  seules  relations  que  doivent  vérifier  les  coefficients 
des  termes  du  premier  degré  de  (3)  pour  que  la  Uansformatioti 
soit  une  transformation  de  contact  : 


al  —  /  «  +  b  ni  —  m  6'  =  o, 
a  )>'  —  /  ol'  -h  b  [x  —  /»  i'  =  o, 
a'  À  —  /'  a  -h  b'  [X  —  /n'  !i  =  o, 
a  ),'  —  X  a'  -H  p  </  —  iJL  j3'  =  o, 
a  A  —  t  OL  -^  h  \x  —  /7J  p  =  C, 
a'  X'  —  /'  a'  +  b'  \x  —  ni  ^'  =  C. 


(4) 


On  peut  remplacer  le  système  (4)  par  un  autre  système  de 
relations  qui  lui  est  équivalent  et  qu'on  obtient  en  écrivant  que 
les  relations  (a)  vérifient  les  conditions  d'intégrabilité  relatives  à 

1      r  •         '/  Il  ,         <>îZ  ()2  7 

la  fonction  L,  telles  que,  par  exemple,  - — -  :=  — -  et  en  rempla- 

'  1      '   I  ^     ^  dxôy         OfOx  ^ 

çant  x,y,  c,  yo,  q  par  zéro  dans  ces  conditions  d'intégrabilité.  Ce 
nouveau  systèine  équivalent  à  (4)  est  le  suivant  : 


(5) 


«P 

-b  ot-^«'3' 

—  y 

t! 

afji 

—  nioi  -h  a!  \x 

—  m 

7. 

bl 

-l    ^  +-6').' 

— /' 

'f 

lix 

—  ml  -T-  /'  \x 

—  ni 

'/. 

al 

—  /    a  -+-  a'À 

-  /' 

a 

b[X 

—  «j  3  -H  b'  \x 

—  m 

3' 

=  o, 
=  o, 
=  o, 
=  o, 
=  C, 


Il  se  déduit  du  système  (4)  en  échangeant  les  lignes  et  les  colonnes 
dans  le  Tableau  des  seize  coefficients. 

Les  substitutions  linéaires  T'  forment  un  gioupe  G  :  cela 
résulte  immédiatement  de  ce  que  les  transformations  de  contact  T 
admettant  l'élément  double  (o,  o,  o,  o,  o)  forment  elles-mêmes  un 
groupe.  Le  grouj)e  (î  contient  d'abord  les  ciiH]  paramètres  c,  r',  C, 
y,  y'  (pii  sont  indépendants  et  il  contient,  en  oulrc,  seize  para- 
mètres liés  par  six  relations,  ce  qui  donne  dix  nouveaux  paramètres 
indépendants.  On  peut,  en  particulier,  se  borner  à  considérer  les 
transformations  de  contact  en  (x,  p),  c'est-à-dire  les  transforma- 
tions dans  lesquelles  n'inlervicnucnt  que  les  vaiiables  .i\  y,  p,  <j 
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el  X,  Y,  P,  Q.  Il  suffit  de  prendre  pour  troisième  équation  (3)  la 
relation  Z  =  C5  et  de  supposer  que  les  quatre  autres  équations  (3) 
ne  contiennent  pas  :;.  On  a  alors 


C  =  C   —  '!  =  •'   =  o 


et  le  groupe  des  subslitulions  linéaires  ï' devient  un  groupe  G' à 
dix  paramètres  et  à  quatre  variables. 

Les  propriétés  que  je  viens  de  signaler  [équivalence  des  sys- 
tèmes (4)  et  (5),  existence  du  groupe  linéaire  G']  se  sont  pré- 
sentées par  d'autres  côtés  dans  l'étude  des  transformations  de 
contact  et  aussi  dans  plusieurs  autres  questions  :  si  je  les  signale 
ici  avec  quelque  détail,  c'est  qu'il  était  indispensable  de  le  faire 
pour  la  suite  de  ce  travail.  JJans  un  article  publié  dans  ce  recueil  ('  ), 
M.  Goursat  a  montré  que  les  relations  de  Lie  prenaient,  avec  des 
notations  appropiiées,  les  formes  (4)  et  (5),  et  il  a  établi  l'équiva- 
lence de  ces  deux  systèmes  (4)  et  (5).  M.  Goursat  a  en  outre  si- 
gnalé un  rapprochement  curieux  :  un  groupe  tout  pareil  à  G', 
mais  à  coefficients  «,  b,  l  m  entiers,  n'est  autre  que  le  groupe  con- 
sidéré par  Flermile  dans  son  Ménioire  sur  la  transformation  des 
fonctions  abéliennes  [^). 

Le  groupe  G'  est  aussi,  aux  notations  près,  le  groupe  projectif 
qui  transforme  un  complexe  linéaire  en  lui-même,  groupe  étudié 
par  Soplius  Lie  (•')  (il  suffit  de  considérer  x^y,  p,  q  comme  les 
coordonnées  homogènes  d'un  point  de  l'espace  pour  identifier  les 
deux  groupes).  La  liaison  de  ce  dernier  groupe  avec  le  groupe  des 
transformations  de  contact  du  plan  a  été  mise  en  évidence  par 
Sopluis  Lie  ('').  Il  nous  apparaît  ici  comme  relié  également  au 
groupe  des  transformations  de  contact  de  V espace  ayant  un  élé- 
ment invariant  donné. 

3.   Considérons  la  transformation   du  contact  (3)  comme  une 

(')  GouusAT,  Hur  un  groupe  de  transfonnatiuns  {Bull.  Soc.  math.,  t.  \\\, 
1902). 

(-)  llKiiMiTE,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  i85j,  el  Œuvres 
complètes,  t.  I,  p.  44^- 

(^)  SoriiLs  LiK,  Géométrie  der  Bcriihrungstransformationen,  Chap.  VI,  §  3, 
Satz  22. 

(*)  SoPHUS  Lie,  Géométrie  der  Derithungstransformationen,  Cluip.  VI,  §  5, 
cl  Théorie  der   Tran.^formationsgruppen,  t.  II,  Cliap.  X\1V. 
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transforma  lion  poncliicllcde  l'espace  à  5  dimensions  (^^.z,  y,  z-,  p,  q). 
Lorsqu'on  veut  étudier  une  transformation  ponctuelle  dans  le  do- 
maine d'un  point  double  où  la  transformalion  est  régulière,  il  est 
nécessaire,  dans  la  plupart  des  problèmes  qui  se  posent  à  ce  sujet, 
de  considérer  les  quantités  qu^on  appelle  les  racines  de  Véqua- 
tion  en  S  relative  au  point  double,  ou  encore  les  multiplica- 
teurs (*)  de  la  transformation  relatifs  au  point  double  considéré  : 
ce  sont,  pour  la  transformation  (3),  les  racines  de  l'équation 


(o; 


Une  propriété  fondamentale  de  ces  mulliplicateurs  (vraie  pour 
une  transformation  ponctuelle  quelconque  à  n  variables)  est  la 
suivante  :  ce  sont  des  invariants  de  la  transformalion  à  l'égard 
du  groupe  des  transformations  ponctuelles  admettant  le  même 
point  double  que  la  transformation  donnée  et  régulières  en  ce 
point.  La  démonstration  de  cette  proposition  est  presque  immé- 
diate :  on  voit  de  suite  qu'on  peut,  pour  l'établir,  se  borner  à  con- 
sidérer les  transformations  linéaires  tangentes  et  l'on  tombe  alois 
sur  une  propriété  connue  des  substitutions  linéaires  et  bomo- 
gènes. 

Pour  les  transformations  de  contact  du  plan,  lVc| nation  en  S  est 
du  troisième  degré  et  j'ai  démontré  dans  un  travail  antérieur  (-) 
que  l'un  des  trois  mulliplicateurs  est  alors  égal  au  produit  des 
deux  autres. 

Une  propriété  analogue  peut  être  établie  pour  les  transforma- 
tions de  contact  de  l'espace. 

ThéouIîme.  —  Lorsque  la  transformation  (3)  ^5^  une  trans- 
formation de  contact,  i' un  de  ses  multiplicateurs  \^racines  de 


(')  C'est  ainsi  que  les  ilcsigue  M.  Levi-Civiia  clans  son  Mémoire  sur  la  stabililc 
des  transformations  ponctuelles  (Annali  di  Matemalica,  série  III,  t.  V,  iijoi). 

(')  Sur  les  égitations  fonctionnelles  qui  définissent  une  courbe  ou  une 
surface  invariante  par  une  transfornuilion  (Annali  di  Materna  tira,  i(jo*>, 
Chiip.  VI,  §  30). 
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V  équatidn  (6)]  est  C  et  les  quatre  autres  sont  de  la  forme 

S        S        ^        ^^ 

c' est-à-dire  qu'ils  s'associent  deux  à  deux  de  façon  que  le  pro- 
duit de  deux  multiplicateurs  associés  soit  égal  au  multiplica- 
teur C. 

En  effet,  l'une  des  racines  de  l'équation  (6)  est  évidemment 

S  =  C 

et  les  quatre  autres  racines  sont  racines  de  l'équation  obtenue  en 
supprimant  la  troisième  ligne  et  la  troisième  colonne  dans  le  déter- 
minant (6).  Dans  celte  nouvelle  équation  n'interviennent  pas  les 
coef(icients  c,  c',  y,  y',  et  ces  coefficients  n'interviennent  pas  non 
plus  dans  les  relations  fondamentales  (6)  :  on  peut  donc  les  sup- 
poser nuls  pour  établir  la  proposition.  Considérons  alors  la  sub- 
stitution linéaire 

\  Y  ~  a  X  -4-  6'  V  -t-  /'  «  -+-  m' q, 
i  P=aa;-+-j3_/H-X/)H-ii.  q, 
\   Q  =  a'ar  H-  '^' y  -H  h' p  -h  ;ji.'  q, 

dans  laquelle  les  seize  coefficients  sont  liés  par  les  relations  (4)  ou 
les  relations  équivalentes  (5),  et  soient  S,,  S2,  S.,,  S/,  les  q«uatre 
multiplicateurs  de  cette  substitution.  Si  l'on  résout  les  équa- 
tions (-y)  par  rapport  à  x,  y,  p^  q,  on  obtiendra  la  substitution 
inverse  de  (7)  et  les  multiplicateurs  de  cette  substitution  seront 

I         I  I         I 

v5l  O2  03  S4 

Cette  résolution  s'effectue  simplement  en  se  servant  des  rela- 
tions (5).  Pour  avoir  X,  par  exemple,  il  suffit  de  former  la  combi- 
naison linéaire  aX  -h  X' Y —  /P  —  /'Q  :  dans  cette  combinaison  les 
coefficients  dey,  2,  /?,  cj[  sont  nuls  en  vertu  des  relations  (5).  On 
a  d'une  façon  analogue  j',  z,  />,  q  en  se  servant  des  relations  (5)  et 
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la  subslilulion  inverse  de  (  7)  est  la  suivante  : 

Cx  =  /X-+- X'Y  - /' P  — /'  Q, 
C^  =  [i.  X  -t-  a'  Y  —  niP  —  ni'Q, 
Cp  =  —  u\  —  a'  Y  -^  a  V  -r-  a'  Q, 
C^  =— pX- 3'Y^6  P--6'  Q. 

Appliquons  à  celle  substitution  la  iransCormalion  linéaire  (') 

^  =  pi^      r==<7i>       p^  --Ti,       g=—yu 

X=P,,         Y-Q„        P=-X„         Q=-Y,. 

A  cause  de  la  propriété  d'invariance  des  multiplicateurs  signalée 
plus  haut,  la  nouvelle  substitution  aura  encore  pour  multiplica- 
teurs 

I  I         I  1 

Si        Sj       S3        bi 

Or  celte  nouvelle  substitution  est  la  suivante  : 


.,=  ^,._,iQ,-.gX,-.'^V„ 


„=gP,-£Q, 


^^.- 

-^■„ 

^''- 

^^v,. 

Çx,. 

-r^.' 

et  ses  multiplicateurs  sont  donnés  par  léqualiou 


(8) 


a  —  es           a'                 oL  ol' 

h  Ù'—CS           3  [i' 

/            II  —  es  X' 

/n              /II'               ji.  |j.' —  es 


(')  Celte  Iransforinalioc)  est  la  transformation  linéaire  tangente  à  la  Iransfor 
malien  par  polaires  réciproques  prise  sous  la  forme 

^  ^- Pv     y^Ço      -  = -=1  —  iO.-ï^i  — ^.ri»      p  =  —  ^i      7  =  -ro. 

cl-ile  transformation  de  Legendrc. 
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SI  l'on  échange  les  lignes  et  les  colonnes  et  si  l'on  pose 

GS  =  a, 

Inéquation  en  rr  est  identique  à  l'équation  en  S  prinaitive  [l'équa- 
tion (6)  dans  laquelle  on  a  supprimé  la  troisième  ligne  et  la  troi- 
sième «colonne].  Elle  a  donc  pour  racines 

Si,     S-2,     Sj,     Si, 

et  par  suite  l'équation  (8)  admet  pour  racines 

S,       S.       S,       Si 
G  '      G  '      G  '      G  ■ 

D'autre  part,  nous  \enons  de  voir  que  ces  mêmes  racines  sont 

aussi 

I         I         I  i 

sT'    si'    si'    s;' 

G 
Donc,  si  S,  est  racine  de  Féquation  (6),  —  est  aussi  racme,  et  le 

théorème  est  démontré. 

4.  Tout  ce  qui  précède  s'étend  immédiatement  aux  transforma- 
lions  de  contact  de  l'espace  à  «  +  i  dimensions,  et  c'est  unique- 
ment pour  simplifier  les  notations  que  j'ai  supposé  n  =  a  dans  ce 
qui  précède  :  les  raisonnements  et  la  marche  des  calculs  sont  les 
mêmes  dans  le  cas  général. 

Enonçons  les  résultats  pour  une  transformation  de  contact  quel- 
conque. 

Dans  le  domaine  diin  élément  double,  une  pareille  transforma- 
tion peut  être  ramenée  à  la  forme 

\i—  a]  Ti-{-aJ  X2-^...-k-a"  Xn-Ar-  CiZ-\-  Ijfi-h  If  pi-^...-+-  l'ipn-h..., 

Z^  G-  -I-..., 

(9)  {  , 

Pi=z  aj  Xi  -+-   OlJx-z-^...-^  u"  X,i-h-(iZ-+-  ViPi-~  X//?2-r-...-r-XÎV«-t-... 
(  l  =  I,  '2,  3,   .  .  .,  «). 

Les  /\n'-  coefficients  <?,,  /,,  a,,  a,  sont  liés  par  des  relatians  en 
nombre  n('>./i  —  i)  aux(juciles  on  peut  donner  deux  formes  é(|ui- 
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valcnlcs,  analogues  aux  formes  (4  )  et(5)(').  Les  transformations 
linéaires  langenles  aux  transformations  de  contact  en  un  élément 
double  forment  un  groupe. 

Enfin,  les  multiplicateurs  de  la  transformation  linéaire  tangente 

G 
sont  tels  que,  si  S  est  un  multiplicateur,  —  l'est  aussi  :  les  in  -+-  i 

multiplicateurs  sont  de  la  forme 

G,        Sj,        Si,        ...,       Sn,       ;v    >       Ô-'        •••>        F—* 


II.  —  Vauiétés  invariantes  par  une  transformation  ponctuelle. 

5.  D'après  la  méthode  indiquée  dans  l'Introduction,  nous  de- 
vons, avant  d'étudier  les  transformations  de  contact,  considérer 
d'abord  une  transformation  ponctuelle  à  un  nombre  quelconque /? 
de  variables  dans  le  domaine  d'un  point  double  et  recliercher  les 
variétés  à  un  nombre  quelconque  /•  de  paramètres  invariantes  par 
la  transformation  et  contenant  le  point  double.  Ce  sont  les  résul- 
tats ([u'on  possède  relativement  à  cette  question  que  je  voudrais 
indiquer  ici  pour  les  appliquer  ensuite  aux  transformations  de 
contact. 

6.  Eu  première  approximation,  le  problème  qui  nous  occupe 
peut  être  ramené  à  un  problème  analogue  relatif  à  des  tiansforma- 
tions  linéaires  et  homogènes. 

Soit,  en  efiel,  une  variété  DÏLr  à  /'  paramètres  invariante  par 
transformation  ponctuelle  5  à  /i  variables.  Nous  supposons  que 
:^]1r  est  définie  dans  le  domaine  du  j)oinl  double  de  G  pris  pour 
origine  et  que  n  —  /•  des  coordonnées  d'un  point  de  Û\ir  peuvent 
s'exprimer  par  des  fonctions  des  /•  autres  coordonnées,  holo- 
morphes  dans  ce  domaine  et  nulles  à  l'origine.  On  pourra,  pour 
plus  de  symétrie  dans  les  notations,  exprimer  les  n  coordonnées 
d'un   [)oinl  quelconque   de   OWr  en  fonction  de  /•  paramètres//,. 


(')  M.  Goursat  donne  ces  deux  systèmes  de  relations  et  déinonlie  leur  é(|ui- 
valcnce  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut. 
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«2»  •  •  •»  Ur  (coordonnées  curvilignes  de  ce  point)  : 

Xi  =  y.\  «t  -(-  aj  «2-^-.  •  •-(-  a'J  M, -I-. . ., 
a:2  =  î(J  ui  -I-  a|  W2  -f- ...-+-  a^  u,. -(-... , 


—  «1 


Si  l'on  réduit  ces  équations  à  leurs  termes  du  premier  degré,  on 
obtient  les  équations  paramétriques  de  la  variété  linéaire  D]V^  tan- 
gente à  CfïLr  à  l'origine.  On  peut  évidemment  énoncer  le  résultat 
suivant  : 

Si  la  variété  DKr  est  invariante  par  la  transformation  ponc- 
tuelle G,  la  variété  linéaire  OTL',,  tangente  à  dXLr  est  invariante 
par  la  transformation  linéaire  G'  tangente  à  E. 

Occupons-nous  donc  tout  d'abord  des  transformations  S'  et  des 
variétés  linéaires  OIL^  invariantes  par  G'. 

La  transformation  S'  fait  correspondre  au  point  (m),  M25  •  ••?  Ur) 
de  la  vaiùété  dVJ^  un  nouveau  point  (U,,  Uo,  .  . .,  U^-)  de  la  même 
variété,  et  U(,  Uo,  •••,  U,-  s'expriment  évidemment  en  fonction 
de  W(,  Mo,  ...,  Ur  par  des  relations  linéaires  et  homogènes  qui 
constituent  une  transformation  linéaire  0';  cette  transformation 
linéaire  est  tangente  à  la  transformation  ponctuelle  0  qui  relie  un 
point  de  OTL^  défini  par  («,,  «2»  •••>  «/-)  et  son  transformé  défini 
par  (U,,  U2,  ..  .,  U,.). 

A  la  transformation  0'  ainsi  définie  (ou  à  0)  correspondent  r 
multiplicateurs  a-,,  0-2,  ...,  o-^  racines  d'une  équation  de  dggré  r. 
La  théorie  des  transformations  linéaires  nous  permet  d'énoncer  le 
résultai  fondamental  suivant: 

Les  multiplicateurs  a-,,  o-o,  ...,  <Sr  de  la  transformation  0 
font  partie  de  l' ensemble  des  multiplicateurs  Si,  S2,  . . .,  S^  d'e 
la  transformation  T  ('  ). 

Bien  entendu,  les  transformations  0  et  0'  ne  sont  pas  complè- 
tement définies,  puisqu'elles  dépendent  du  choix  des  paramètres 
u^y  W2,  •  • .,  Ur]  mais,  si  l'on  change  de  paramètres,  les  niultiplica- 


(')  Voir,  par  exemple,  Pinchkrle  e  Amaldi,  Le  operazioni  distributive  e  le 
loro  applicaziuni  ali  analisi,  Chap.  IV,  §  83. 

XXXVll.  ij 
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leurs  0-,,  (To,  . . .,  <Sri  qui  sont  des  invariants  (§  3),  ne  changent  pas 
et  l'énoncé  précédent  a  un  sens  précis.  Nous  dirons  que  o-,, 
a2,  ...,  a^  sont  les  multiplicateurs  relatifs  à  la  variété  inva- 
riante ÎÏÏLr- 

7.  Voyons  maintenant  comment  on  procédera  à  la  détermination 
des  variétés  invariantes  dJLr  elles-mêmes.  Parmi  les  multiplica- 
teurs 

bl,         Si,  •  •   •  ,         S,i 

de  la  transformation  ponctuelle  T,  nous  choisirons  /•  multiplica- 
teurs, les  S  premiers  par  exemple, 

Sj,     S2,      •  •  • ,     S/-. 

La  variété  invariante  dWr  qui  admet  ces  multiplicateurs,  si  elle 
existe,  est  fournie  par  un  système  d'équations  fonctionnelles,  et,  si 
l'on  cherche  à  la  définir  par  les  développements  de  n  —  /■  des 
coordonnées  en  séries  entières  ordonnées  par  rapport  aux  r  autres 
coordonnées,  le  calcul  des  coefficients  des  séries  est  possible  et 
jd'une  façon  unique,  à  condition  : 

t°  Que  S| ,  S2,  •  . .,  S,  soient  distincts  ; 

2°  Qu'on  n'ait  aucune  égalité  do  la  forme 

(i  =  I,  2,  . . .,  n  —  r);  (a,  p,  . .  .,  X  entiers  >  o) 

«ntre  les  multiplicateurs  ('),  et  l'on  obtient  alors  des  développe- 
ments parfaitement  déterminés. 

Il  reste  à  voir  si  ces  développements  sont  convergents.  La  con- 
vergence peut  être  établie,  comme  je  l'ai  montré  pour  n  =  2, 
«  =  3  dans  le  Mémoire  indiqué  en  note,  si  l'on  suppose  |S,|, 
IS2I,  ...,  |Sr|  tous  inférieurs  ou  tous  supérieurs  à  1  et  dillerenls 
de  zéro  :  la  méthode  suivie  pour  n  =  2,  n  =  i  s'applique  entière- 
ment. Mais,  si  ces  r  multiplicateurs  sont  les  uns  inférieurs  à  i,les 
autres  supérieurs  à  i  en  module,  la  question  reste  en  suspens  et 


(')  Ces  conditions  s'oblienuetit  par  des  calculs  analogues  à  ceux  que  j'ai 
développés  pour  «  =  a,  n  =  3  dans  le  Mémoire  indiqué  plus  haut  (Sur  les  équa- 
tions fonctionnelles,  etc.,  Chap.  M,  §  17  el  18). 
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aucun  résultat  précis  à  ce  sujet  n'a  élé  établi  jusqu'ici  à  ma  con- 
naissance. 

On  voit  d'après  cela  que,  s'il  s'agit  des  courbes  (variétés  à  i  pa- 
ramètre r  =  i),  il  y  a,  sous  les  conditions  énoncées,  n  courbes  ana- 
lytiques et  n  seulement  passant  par  le  point  double  :  ici  une  seule 
quantité  |Sj|  intervient  et  c'est  pourquoi  on  peut  énoncer  un  ré- 
sultat précis  (  '  ). 

Pour  les  variétés  à  deux  paramètres,  il  faut  associer  les  n  multi- 
plicateurs deux  à  deux,  ce  qui  fournit  —^ solutions  possibles  : 

mais  ici  la  question  de  la  convergence  des  développements  formels 
reste  en  suspens  et  l'on  peut  dire  seulement  qu'il  y  a  "  ~  solu- 
tions au  plus,  les  seules  de  ces  solutions  dont  on  puisse  affirmer 
l'existence  étant  celles  qui  correspondent  à  deux  quantités  |S,j, 
|Sy|,  toutes  les  deux  inférieures  ou  toutes  les  deux  supérieures  à  i. 
C'est  ainsi  que,  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  on  peut  toujours 
affirmer  l'existence  d'une  surface  invariante  au  moins  et  de  trois 
au  plus  (sous  les  hypothèses  faites  plus  haut).  Dans  l'espace  à 
cinq  dimensions,  il  y  aura  au  plus  dix  variétés  OllL^  invariantes  et 
elles  existeront  sûrement  toutes,  si  les  cinq  multiplicateurs  sont 
tous  inférieurs  ou  tous  supérieurs  à  i. 

111.   —  Multiplicités   invariantes  par   une  transformation 

DE    contact. 

8.  Courbes  invariantes  par  une  transformation  de  contact. 
—  Avant  d'aborder  le  cas  général  d'une  multiplicité  quelconque, 
étudions  le  cas  particulier  des  courbes  (ou  plutôt  des  multiplicités 
à  un  paramètre)  invariantes  par  une  transformation  de  contact  et 
contenant  un  élément  double. 

Dans  mon  précédent  Mémoire,  j'ai  étudié  le  cas  des  transfor- 
mations de  contact  du  plan.  Les  variables  x,  y,  y'  étant  au  nombre 
de  trois,  on  est  conduit  à  considérer  d'abord  x^  y,  y'  comme  les 


(')  Le  problème  a  élé  posé  et  résolu  pour  «  =  a  par  M.  Poincaré;  j'ai  étendu 
la  solution  à  n  quelconque  dans  le  travail  précédent,  où  l'on  trouvera  des  rensei- 
gnements LibliograpLiques  à  ce  sujet. 
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C 
coordonnées  d'un  point  de  l'espace.  Soient  S,  ^  et  C  les  multipli- 
cateurs de  la  transformation  (§  3).   A  chaque  multiplicateur  cor- 
respond une  courbe  de  l'espace  invariante  et  contenant  le  point 
double.  J'ai  démontré  qu'en  général  chacune  des  deux  courbes 

correspondant  à  S  et  à  ^  fournit,  en  interprétant  x,y,y'  comme 

les  coordonnées  d'un  élément  du  plan,  une  courbe  invariante  par 
la  transformation  de  contact  et  contenant  l'élément  double.  En 
d'autres  termes,  si 

y=  0(:r) 
sont  les  équations  de  la  courbe  de  l'espace,  on  a  nécessairement 

La  démonstration  que  j'ai  donnée  de  cette  proposition  consistait 
en  une  simple  vérification  (').  Les  séries  qui  donnent  tj/(j:)  et 
8 (a:)  étant  calculées,  on  constate,  par  le  calcul  même  des  coeffi- 
cients de  ces  séries,  que  9(^)  est  la  dérivée  de  «{/'(^r). 

On  peut  établir  la  proposition  par  une  autre  méthode  qui  me 
paraît  plus  simple  et  plus  satisfaisante,  parce  qu'elle  n€  consiste 
plus  en  une  simple  vérification.  Cette  méthode  s'applique  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  :  c'est  pourquoi  j'abor<le  tout  de 
suite  le  cas  général. 

Soit  donnée  la  transformation  de  contact  (9)  de  l'espace  à  n  -\-  i 
dimensions  définie  dans  le  domaine  d'un  élément  double  pris  pour 
origine.  Soient 

Si        02  S/i 


Si,     s,, 


S„,     C, 


les  multiplicateurs  de  cette  transformation. 

Si  l'on  considère  Xt.,  Xj,  .  .  .,  x,,;  -;/>»,  P2,  .  .  .  ■,  Pu  comme  les 
coordonnées  d'un  point  d'un  espace  à  2  n -\-  i  dimensions,  on 
obtient,  en  général,  2  /i -j-  1  courbes  analytiques  (variétés  à 
un  paramètre)  invariantes  par  la  transformation  et  passant  par 
l'origine    (§  7).    Chacune    d'elles    correspond    à    un    multiplica- 


(')  Sur  Ici  éqKotiom  fonctionnelles,  etc.,  Chap.  \\,  §  30. 
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leur  (§  6).  Nous  nous  proposons  de  montrer  que,  si  l'on  excepte 
la  courbe  correspondant  au  multiplicateur  C,  les  autres  fournissent 
chacune  une  multiplicité  (*)  de  l'espace  k  n-\-  i  dimensions 
{Xi,  X2,  ...,  Xn)-)  invariante  par  la  transformation  de  contact, 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

dz  — pi  dxx  — />2  dx^  — . .  .  —  pn  dxr,  ^  o. 

Les  2  n  -f-  I  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  invariante  y 
sont  des  fonctions  d'un  même  paramètre  t.  On  a  donc 

(10)  dz  — pi  dxi  —  /?2  dx^  — . .  .  —  p„  dxn=  ^{t)dt, 

o(t)  étant  une  certaine  fonction  de  t,  et  il  s'agit  de  prouver  que 
<p(^)  se  réduit  à  zéro. 

Lorsqu'on  passe  d'un  point  à  son  transformé,  t  prend  une  cer- 
taine  valeur   T,   fonction  holomorphe   de    t  dans  lé  domaine  de 

l'origine,  et  l'on  a 

T  =  S<H-..., 

S  étant  le  multiplicateur  relatif  à  la  courbe  invariante  y  (§  6). 
On  aura 

rfZ  — P,  dXi—P^dXi  —  ...-  PndXn  =  cf(T)dT. 
Mais  la  transformation  étant  une  transformation  de  contact,  on  a 

dZ  —  Pi  dX,  — ... —  P„  dXn^  {C-\-...){dz  — pi  dx\  — pi  dx^ — ...  —  />„  dxn  ). 

Par  suite, 

<f(T)dJ  =  (C-^...)<f(t)dt 
ou 


?(T)^(§+...)<f(0, 


les  termes  non  écrits  s'annulanl  pour  ^  =  o. 

La  fonction  o   vérifie  donc  une  équation  fonctionnelle  de  la 
forme 

(lO  ?[M01=/(0'f(0 


(  ')  Une  pareille  multiplicilé  est  une  bande  constituée  par  les  points  d'une  courbe 
de  l'espace  à  n  dimensions  et  par  les  plans  tangents  à  une  dcveloppable  passant 
par  la  courbe. 
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avec 

les  termes  de  degré  minimum  étant  seuls  écrits. 

L'équation  (  i  i  )  appartient  à  un  type  d'équations  fonctionnelles 
étudiées  par  M.  K.œnigs  (  '  ).  On  peut  aussi  remarquer  qu'elle  définit 
une  courbe  u  =  o{t)  invariante  par  ia  transformation 

T  =  X(0,         U=/(0« 

et  appliquer  les  résultats  généraux  relatifs  à  ces  courbes  (^). 

Des  hypothèses  faites  sur  C  et  S  (Ct^S**,  a  entier  ^o; 
S^  I  ^o),  il  résulte  que  l'équation  (ii)  n'admet  pas  d'aulre 
solution  holomorphe  dans  le  domaine  de  /  =  o  que  la  solution 
nulle 

?(0  =  o. 

d'oij,  en  se  reportant  à  la  définition  de  cp(^)  [équal.  (lo)], 

dz  —  pi  dXi  —  />2  ^-'"2  —  ■  •  •  —  Pn  dXn  ^  O, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Mais,  bien  entendu,  la  démonstration  ne  s'applique  qu'aux 
courbes  v  correspondant  aux  multiplicateurs 

S        S  S         ^        ^  ^' 

Elle  ne  s'applique  pas  à  la  courbe  y  correspondant  au  multipli- 
cateur C,  car,  si  l'on  donne  à  S  la  valeur  C,  les  équations  (12) 
montrent  que  y(o)  =  i,  et  alors  il  n'est  plus  exact  que  l'équa- 
tion (11)  n'ait  pas  d'autre  solution  holomorphe  que  la  solution 
nulle,  comme  on  peut  s'en  rendre  compte  en  se  reportant  aux 
Mémoires  cités  plus  haut. 

En  définitive,  il  y  a  dans  le  cas  général  in  multiplicités  à 
un  paramètre  {bandes  formées  des  points  d'une  courbe  et  des 
plans  tangents  à  une  développable  passant  par  la  courbe)  inva- 


(')    Kœnios,  Recherches  sur  /es  équations  fonctionnelles  {Annales  de  l'École 
Normale,  i884). 
(')  5m/-  les  équations  fonctionnelles,  etc.,  Chap.  II. 
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riantes  par  la  tranformation  de  contact  (9)  et  contenant  l'élé- 
ment double  pris  pour  origine. 

9.  Multiplicités  M2  à  deux  paramètres  invariantes  par  une 
transformation  de  contact.  —  Les  raisonnements  du  paragraphe 
précédent  peuvent  s'étendre  aux  multiplicités  M,,  à  r  paramètres 
invariantes  par  une  transformation  de  contact  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables.  Mais,  pour  plus  de  netteté,  nous  ferons  le 
raisonnement  sur  les  multiplicités  M2  à  deux  paramètres. 

Nous  donnons  toujours  une  double  interprétation  aux  for- 
mules (9).  Si  a:,,  x-i,  .  .  .,  ^/i,  2,  /?,,  />2,  .  .  .y  pn  sont  les  coor- 
données d'un  point  de  l'espace  k  2  n -}-  i  dimensions,  elles  défi- 
nissent une  transformation  ponctuelle  îB  et  nous  considérons  alors 
les  variétés  0TL.2  invariantes  par  G.  Si,  au  contraire,  les  mêmes 
variables  représentent  un  élément  de  contact  de  l'espace  à  n-\-  i  di- 
mensions, elles  définissent  par  bypothèse  une  transformation  de 
contact  T,  et  ce  sont  alors  les  multiplicités  M2  invariantes  par  T 
qu'il  s'agit  de  déterminer.  Lorsqu'on  passe  de  la  deuxième  inter- 
prétation à  la  première,  toute  Mo  invariante  parT  fournit  une  OlLo 
invariante  par  G.  I.a  réciproque  est  vraie  pour  certaines  ^ILj, 
celles  dont  les  multiplicateurs  (§6)  ne  sont  ni  des  multiplica- 
teurs associés  (c'est-à-dire  de  la  forme  S,  ë")»  ^^  ^^  multipli- 
cateur C. 

Avant  d'établir  ce  résultat,  remarquons  que  dans  le  cas  actuel 
il  y  a  certainement  des  couples  de  deux  multiplicateurs  qui  ne 
remplissent  pas  la  condition  2°  du  |)aragraphe  7  :  ce  sont  les 
couples  de  multiplicateurs  associés.  Pour  un  pareil  couple,  le 
calcul  formel  des  coefficients  des  séries  qui  définissent  la 
variété  .OIIL2  correspondante  est  ou  impossible  ou  indéterminé. 
Cela  résulte  aisément  de  ce  que  le  produit  de  deux  multiplicateurs 
est  égal  à  C  qui  est  l'un  des  autres  multiplicateurs.  Nous  écartons 
du  raisonnement  les  OII2  correspondant  à  de  pareils  multiplica- 
teurs, s'il  en  existe;  d'ailleurs,  même  s'il  en  existe,  la  proposition 
tombe  eu  défaut  pour  de  pareilles  variétés,  comme  on  peut  le  voir 
sur  des  exemples. 

Soient  donc  une  variété  d^L-,  invariante  par  S  et  S,  S'  les  multi- 
plicateurs correspondants  dont  nous  supposons  le  produit  difi^érent 
de  C,  puisque  ce  ne  sont  pas  des  multiplicateurs  associés.   S,  S' 
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appartiennent  à  l'ensemble  des  multiplicateurs  de  (9): 

ç        C        C  G 

le  multiplicateur  G  étant  écarté  conformément  à  l'énoncé  du  ré- 
sultat à  établir.  Nous  supposons  d'ailleurs  que  S  et  S'  vérifient  les 
hypothèses  faites  en  général  au  paragraphe  7  pour  les  multiplica- 
teurs S,,  S2,  .  .  .,  S«  d'une  variété  invariante.  En  particulier,  S 
et  S'  sont  distincts. 

Les  2/2+1  coordonnées  d'un  point  de  OIL2  sont  des  fonctions 
de  deux  paramètres  t,  t',  et,  lorsqu'on  passe  d'un  point  de  DIL2  à 
son  transformé,  i,  /'  prennent  de  nouvelles  valeurs  T,  T'  qui  sont 
des  fonctions  holomorphes  de  t,  t' .  Comme  S,  S'  sont  distincts, 
on  peut  mettre  ces  fonctions  sous  la  forme  canonique 

T  =S  <  -^..., 
(i3) 


T'=  5'/+..., 

en  effectuant  un  même  changement  de  paramètres  linéaire  sur  <,  t' 
d'une  pari,  et  T,  T'  d'autre  part. 
On  a 

dz  —  pi  dxi  —  />2  dxi  —  .  . .—  Pn  dxn  =  >^(^  t')  dt  -\-  iJ.(t,  t' )  dt', 
\  et  ;jL  étant  deux  fonctions  de  t  et  de  /'.  De  même 

dZ  -  P,  rfX,  -P^d\2  —  ...-  P„  d\„  =  X(T,  T')  rfT  -t-  |jl(T,  T)dT\ 
et  l'identité 
dZ  —  Ptd\i  —  P2d\2—...-PndXn^(C-^...){dz  —  pidxi—...-pndx„), 

qui  exprime  que  la  transformation  est  une  transformation  de 
contact,  nous  donne 

X(T,T')cfT-f-  iJ.{T,T')dT^{C-^...)[l{t,(')dt-hiJ.{t,t')dt'], 

le  premier  facteur  du  second  membre  étant  une  fonction  de  t  et 
de  l\  qui  se  réduit  à  C  pour  t  =  t' =  o.  L'identité  précédente 
fournit  pour  ).  et  [jl  un  système  de  deux  équations  fonctionnelles 
analogues  à  l'équation  (1  i), 


(•4) 


X(T,  T')^^  -f- ,a(T,  T')'-^' ^  (C  H-. ..)).(/, /'). 
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dans  lesquelles  on  suppose  que  T  et  T'  sont  remplacées  parleurs 
valeurs  en  fonction  de  ^,  t'  données  par  le  système  (i3).  Il  s'agit 
de  prouver  que  le  s^'slème  (i4)  donne  pour  X  et  [a  un  système 
unique  de  fonctions  holomorphes  dans  le  domaine  i,  t'  =  o.  La 
solution  unique  sera  alors  X  =  [j.  r=  o. 

On  pourrait  traiter  ces  équations  par  une  méthode  analogue  à 
celle  que  M.  Kœnigs  a  employée  pour  l'équation  (ii).  Mais  on 
peut  aussi  rattacher  la  solution  à  la  théorie  générale  des  variétés 
invariantes  par  une  transformation  ponctuelle,  théorie  étudiée 
précédemment  au  paragraphe  7.  Remarquons  pour  cela  que  le 
système  (i4)  définit  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  (m,  r,  i,  i') 
une  variété 

invariante  par  la  transformation 

T  =  S  <  +..., 
,  T'=S' <'  +  ..., 

^     '  ^  U(S -+-... )-<-V( )  =  (C-+-...)«, 

U( ..)-4-V(S'  +  ...)  =  (G-+-...)^, 

les  termes  non  écrits  étant  du  second  degré  au  moins  en  t^  t' 
pour  les  deux  premières  équations,  et  du  premier  degré  au  moins 
pour  les  deux  dernières.  Le  système  (i5)  résolu  par  rapport  à 
T,T',U,V  s'écrit 

/  T  =  S  ^  ^..., 
1  T'=  S'^'  +  ..., 

('6)  /  u  =  (§-i-...)«-4-( )., 


( )  " 


(^••■) 


La  transformation  linéaire  tangente  à  (i6)  est  la  suivante  : 

T  =  Sf,        T'=S'<',        ^^=§"1         ^'"=^^' 

de  sorte  que  la  transformation  (i6)  admet  pour  multiplicateurs 

C       C 
S      S'      — .     — . 

En  vertu  des  hypothèses  faites  sur  S,  S',  on  voit  que  ces  mulli- 
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plicaleurs  sont  différents  et  qu'aucun  d'eux  h'esl  le  produit  de 
puissances  à  exposants  entiers  des  autres  multiplicateurs.  Il  ré- 
sulte alors  de  la  théorie  générale  exposée  au  paragraphe  7  qu'on 
peut  calculer  d'une  façon  unique  les  coefficients  des  déveloj)pe- 
menls  formels  qui  définissent  une  variété  de  la  forme 

u  =  X(t,  t'},         V  =r  y.(t,  t'}, 

invariante  par  le  système  (i6)  et  telle  que  A,  [x  soient  des  fonc- 
tions holomorphes  de  t  et  de  t'.  Il  n'y  a  pas  à  se  préoccuper  ici  de 
la  convergence  des  séries,  car  la  solution  unique  apparaît  d'une 
façon  évidente  sur  les  équations  (16)  :  c'est  la  solution 

u  =  O,         V  =  o. 
Par  suite,  on  a 

X(^, /')  =  o,         ii(t,t')  =  o,  • 

d'où 

dz  — pi  dxx  —  P2  dx-i  — .  . .  —  pn  dxfi  =  o, 

et  la  |)roposition  à  démontrer  est  établie  ('  ). 

Dans  cette  démonstration,  S,  S'  représentent  deux  des  nonibres 
de  la  suite 

S      S  S        ^       ^       .  ^ 

choisis  de  telle  façon  que  leur  produit  ne  soit  pas  égal  h  C.  Dans 
le  cas  contraire,  on  peut  voir  sur  des  exemples  que  la  proposition 
tombe  en  défaut. 

Ainsi,  parmi  les  variétés  OII3  invariantes  par  la  transfor- 
mation 5,  celles  dont  les  multiplicateurs  ne  sont  ni  des  multi- 
plicateurs associés,  ni  le  multiplicateur  C,  fournissent  seules, 
en  général,  des  multi/>licités  M^  invariantes  par  la  transfor- 
mation de  contact  T. 


C)  Dans  la  Note  des  Comptes  rendus  (avril  1909)  où  je  résume  cette  théorie, 
j'indiquais  une  démonstration  plus  simple  fondée  sur  ce  fait  connu  qu'on  peut 
ramener  une  transformation  ponctuelle  à  deux  variables  à  la  forme  canonique 
T  =  St.  T'=  S't'.  Mais  ce  résultat  n'est  démontré  que  dans  le  cas  où  |S|,  |S'| 
sont  tous  deux  supérieurs  ou  tous  deux  inférieurs  à  i;  c'est  pourquoi  j'ai  modifié 
la  démonstration  en  me  servant  de  la  forme  canonique  (i3),  qui  est  valable  dans 
tous  les  cas. 
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10.  Cas  général,  d'une  multiplicité  M^  à  r paramètres  inva- 
riante par  une  transformation  de  contact. 

La  méthode  que  nous  venons  d'appliquer  aux  multiplicités  Mj 
s'étend  sans  difficulté  au  cas  général,  et  il  suffira  d'énoncer  le 
résultat. 

Parmi  les  variétés  d\Lr  à  r  paramètres  invariantes  par  la 
transformation  ponctuelle  G ,  celles  qui  n^ admettent  pour 
multiplicateurs  ni  C,  ni  des  couples  de  multiplicateurs  de 
produit  C,  sont  les  seules,  en  général,  qui  fournissent  des 
multiplicités  M;,  invariantes  par  la  transformation  de  con- 
tact T. 

Bien  entendu,  il  s'agit  toujours  de  multiplicités  invariantes 
définies  dans  le  domaine  d'un  élément  double  de  la  transfor- 
mation, qui  est  définie  par  les  équations  (9).  On  fait  toujours  sur 
les  multiplicateurs  relatifs  à  OTL^  les  hypothèses  énoncées  au  para- 
graphe 7,  et  les  mulliplicilés  invariantes  qu'on  cherche  sont  telles 
que  2/1  -(-  I  —  r  des  coordonnées  x, ,  ar^,  ...,  Xf,;  z;  pt,  p^^  ■■-,  Pn, 
s'expriment  par  des  fonctions  holomorphes  des  r  autres  coor- 
données. Le  nombre  /•  est  au  plus  égal  à  n,  puisque,  s'il  était 
supérieur,  deux  des  multiplicateurs  auraient  pour  produit  C,  ou 
bien  l'un  d'eux  serait  égal  à  C,  et  la  proposition  tomberait  en 
défaut;  on  sait,  d'ailleurs,  qu'une  multiplicité  vérifiant  l'équation 
de  PfafT 

dz  —  pi  dx\  —  Pi  dxi  — . .  .  —  p,i  dxn  =  o 

dépend  au  plus  de  n  paramètres. 

IV.   —   Exemple. 

Soient  données  les  équations 

X  =  ax  -H/?, 

Z  =  labz  -\-  bp"^-^  «<7*, 
V  =  1  bp, 
Q  =  "i-aq. 
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On  a  ridenlilé 

dl  —  ?  d\  —  QdY  =  iab{dz  —  p  dx  —  q  dy), 

de  sorte  que  les  équalloos  précédenles  définissent  une   transfor- 
mation de  contact  T. 

L'origine  est  point  double  et  les  multiplicateurs  sont 

a,     b,     7.ab,     9.a,     -ib. 

Le  multiplicateur  G  de  la  théorie  générale  est  2ab,  et,  confor- 
mément à  cette  théorie,  les  autres  multiplicateurs  s'associent  deux 
à  deux,  a  et  26,  b  et  2a,  de  façon  que  deux  multiplicateurs  asso- 
ciés aient  pour  produit  2ab. 

Déterminons  d'abord  les  multiplicités  à  un  paramètre  M|  (ou 
bandes)  invariantes  par  T.  Pour  cela,  considérons  d'abord  la 
transformation  T  comme  une  transformation  ponctuelle  G  de 
l'espace  à  cinq  dimensions. 

Si  a  et  b  sont  quelconques,  il  y  a  cinq  variétés,  OTl|  à  un  para- 
mètre, et  cinq  seulement  invariantes  par  G,  chacune  correspondant 
à  l'un  des  cinq  multiplicateurs.  On  les  détermine  aisément  par  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés  et  l'on  obtient  les  résultats 
suivants;  en  regard  de  chaque  résultat  est  inscrit  entre  paren- 
thèses le  multiplicateur  correspondant;  chaque  variété  est  définie 
par  quatre  équations. 

Variétés  Ole,. 

(I)  (a)  y  =  o,  z  =  o,  /î  =  o,      q  =  o, 

(II)  (b)  r  =  o,  z  =  o,  />  =  o,     7  =  0, 

(III)  (aa)  T  =  o,  y=  '- — y  y     p  =  o,      -=— — r-» 

P  P^ 

"^      '      ^       '  .2^_«       -^  '  1,(20— a) 

(V)       (xab)  X  —  o,  y  =  o,  />  =  o,      7  =  0. 

D'après  la  théorie  générale,  les  quatre  premières  variétés  seu- 
lement fournissent  des  multiplicités  invariantes  par  la  transfor- 
mation de  contact.  Ces  multiplicités  sont  des  bandes  invariantes. 
Les  deux  premières  bandes  sont  formées  de  tous  les  points  de  Ox 
ou  de  Oy  et  du  plan  xOy  qui  passe  par  ces  deux  droites.  La 
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troisième  bande  est  formée  de  tous  les  points  d'une  parabole  : 

y^iia  —  b) 
X  =  o,  z  =  ■■^—- 

2 

et  des  plans  tangents  à  celte  parabole  perpendiculaires  au  plan^O;;. 
La  quatrième  bande  est  analogue  à  la  précédente;  elle  est  formée 
d'une  parabole  et  de  plans  tangents  à  la  parabole. 

La  famille  d'éléments  (V),  au  contraire,  qui  correspond  au 
multiplicateur  C  de  la  théorie  générale,  ne  constitue  pas  une 
bande. 

Pour  certaines  valeurs  particulières  de  a  et  de  b,  le  calcul  for- 
mel donne  une  infinité  de  solutions  correspondant  à  un  même 
multiplicateur.  C'est  ainsi  que,  si  l'on  a 

b  =  a2, 
la  famille  (I)  correspondant  à  a  est  la  suivante  : 

y  =:  ax^,         z  =  o,         p  =  o,         q  =  o         (a  arbitraire). 

Elle  constitue  encore,  quel  que  soit  a,  une  multiplicité  inva- 
riante ;  si  l'on  obtient  une  indétermination,  cela  tient  à  ce  que  l'un 
des  multiplicateurs  b  est  le  carré  du  multiplicateur  a  (§  7). 

On  voit  aisément  que  les  raisonnements  du  paragraphe  8  s'ap- 
pliquent encore  ici.  Dans  d'autres  exemples,  le  calcul  formel 
pourrait  donner  une  impossibilité  au  lieu  d'une  indétermination. 
Pour  simplifier,  nous  allons  supposer,  pour  le  cas  des  0112  iova- 
rianles,  que  a  ci  b  sont  quelconques,  et  alors  les  circonstances 
analogues  à  la  précédente  ne  se  présenteront  pas  dans  le  calcul 
formel. 

Pour  chercher  les  variétés  Dlia  invariantes,  il  faut  associer  les 
multiplicateurs  deux  à  deux,  ce  qui  donne  dix  familles  correspon- 
dant aux  groupements  : 

(I,  II,  m,  IV) {a,b),  (a,ia),       {b,2b),  {ia,ib), 

(V,  VI) (a,  2b),       {b,2a), 

(VII,  VIII,  IX,  X).  ..     {'îab,a),     (lab^b),     (2ab,ia),     (2ab,'?.b). 

Les  groupements  V,  VI  présentent  une  particularité  :  le  produit 
des  deux  multiplicateurs  a'X2b  ou  b  x  2a  est  égal  à  un  autre 
multiplicateur   2ab.    La    théorie   générale   (condition   2"  du  S:;  7) 
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montre  a  priori  que  le  calcul  formel  est  Impossible  ou  iodéler- 
miné  :  il  est  ici  indéterminé,.de  sorte  que  les  cas  V,  VI  fournissent 
chacun  une  infinité  de  variétés  invariantes  dépendant  d'un  para- 
mètre arbitraire  a  ;  dans  tous  les  autres  cas,  il  y  a  une  seule  va- 
riété invariante  et  l'on  a  le  Tableau  suivant  dans  lequel  chaque 
variété  OILj  est  définie  par  trois  équations  entre  les  cinq  coor- 
données (')  : 

Variétés  OHj. 


(I) 

(a,  6), 

^  =  0, 

(H) 

(a,  2a), 

(III) 

(6,2fe), 

20— a 

(IV) 

(2a,  26), 

20 — a 

(V) 

(a,26), 

y=o. 

9  =  0, 


2a  —  b 


z 

= 

q' 

■i-K 

■la  — 

b) 

z 

= 

P' 

2( 

2b  — 

a) 

z 

P' 

■  -¥■ 

Z  =  2(IX  p 


2(26  —  a) 


2(26— a) 
7=0, 


9' 

2{2a—b)* 


(VI)  (6,2a),  x=o, 

(VII)  i2ab,a\  7=0, 
(  VIII)  {2ab,  b),  X—  o, 

(IX)  (2a6,2a),  x=o., 

(X)  (2ab,2b),  7=0, 


9^1-4») 

^=2ayo-(-^î- _,      0=0, 

■^  ^       2(2a  —  6)       ^ 


/J  =  o, 


7  = 


2«  —  b 

P 
2b  —  a 


9=0, 
9=  o. 

•9  =  0. 


D'après  la  théorie  générale,  les  variétés  1,  II,  111,  IV,  dont  les 
multiplicateurs  ne  sont  ni  C  (c'esl-à-dire  ici  lah)  ni  des  multi- 
plicateurs associés,  fournissent  seules  des  multiplicités  M2  inva- 
riantes par  T.  Ces  multiplicités  sont  les  suivantes  : 

(I)  Le  plan  xOy  et  tous  les  éléments  de  ce  plan  ^ 

(II)  Le  c}'lindre  z  =  — — ^"~  et  tous  les  plans  tangents  à  ce 
cylindre  ; 

(ÎIl)   Un  aul-re  cylindre  ::  =  - — ^  [~ ^    et  ses  plans  tangents  ; 


(')  Le  calcul  que  je  supprime  pour  abréger  se  fait  en  écrivant  les  équations 
fonctionnelles  qui  définiisent  ces  variétés  et  en  leur  appliquant  la  méthode  des 
coefticients  indéterminés. 
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/TT7-\    T  I     I    -j  x^  (ib  —  a)         y^(ia  —  b) 

(IV)  l.e  paraboloide  z  =  — ^^ -i- et  tous  ses 

plans  tangents. 

Il  y  a  donc  quatre  multiplicités  invariantes  contenant  l'élénnent 
double 

X  =  y  =  z  =  o,  p  =i  g  =  o, 

formé  de  l'origine  et  du  plan  xOy. 

Au  contraire,  les  familles  d'éléments  (V),  (VI),    .  .  .,   (X)  ne 
constituent  pas  des  multiplicités.  On  n'a  pas 

dz  —  p  dx  —  q  dy  =  o 
pour  ces  familles  d'éléments. 


SUR  LES  SURFACES  DESMIQUES  DU  QUATRIÈME  ORDRE; 
Par  m.   Ch.   Bioche. 

I.    —   Propriétés  fondamentales. 

1.  Je  vais  d'abord  énoncer  des  propriétés  fondamentales  données 
par  M.  Stephanos  (')  et  M.  G.  Hiunbert(^);  j'étudierai  ensuite 
les  coniques  existant  snr  une  surface  desmique. 

On  dit  que  trois  tétraèdres  forment  un  système  desmique  s'ils 
constituent  trois  surfaces  appartenant  à  un  faisceau  linéaire  de  sur- 
faces du  quatrième  ordre.  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  deux  tétraèdres  puissent  faire  partie  d'un  système  des- 
mique est  qu'ils  soient  homologiques  de  quatre  fa(;ons  différentes; 
les  plans  d'homologie  sont  les  faces  du  troisième  tétraèdre. 

Les  tétraèdres  se  coupent  deux  à  deux  suivant  seize  droites 
desmiques  qui  constituent  la  base  du  faisceau  linéaire  de  surfaces 


(')  Bulletin  des  Sciences  mat/iémaCiques,  a"  série,  t.  III,  1879. 
('■')  Journal  de  Mathématiques,  2"  série,  l.  VII,  1S91. 
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du  qualrième  ordre;  ces  droites  se  coupent  quatre  par  quatre  en 
douze  points  desmiques. 

Par  chaque  point  desmique  A  passent  quatre  droites  contenant 
chacune  deux  points  desmiques  autres  que  A  ;  les  trois  points  des- 
miques qui  ne  sont  pas  sur  ces  droites  forment  avec  A  les  sommets 
d'un  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  qui 
passent  par  les  huit  autres  points  desmiques. 

2.  Pour  se  faire  une  idée  d'un  système  desmique,  il  suffit  d'en 
considérer  un  cas  particulier,  dont  d'ailleurs  tout  système  des- 
mique n'est  qu'un  transformé  par  homographie. 

Les  douze  arêtes  d'un  cube  et  les  quatre  diagonales  forment  le 
système  de  droites  desmiques  en  question;  les  tétraèdres  des- 
miques sont  formés  chacun  par  deux  faces  parallèles  du  cube  et 
les  deux  plans  menés  par  les  diagonales  de  ces  faces. 

Chacun  des  tétraèdres  formés,  soit  par  le  centre  et  les  points  à 
l'infini  sur  les  axes  quaternaires  du  cube,  soit  par  quatre  sommets 
du  cube,  tels  qu'il  n'y  en  ait  pas  deux  sur  une  même  arête,  est 
conjugué  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  du  réseau  a^ant  pour 
points  de  base  les  sommets  des  autres  tétraèdres. 

3.  On  appelle  surface  desmique  du  quatrième  ordre  toute 
surface  pouvant  faire  partie  d'un  faisceau  linéaire  contenant  trois 
tétraèdres  desmiques.  Les  douze  j)oints  desmiques  sont  des  points 
doubles  de  la  surface,  car  par  chacun  de  ces  points  passent  quatre 
droites  de  la  surface,  non  situées  dans  un  même  plan. 

Si  l'on  prend  pour  tétraèdre  de  référence  l'un  des  tétraèdres 
signalés  à  la  fin  du  paragraphe  précédent,  l'équation  d'un  faisceau 
de  surfaces  desmiques  peut  s'écrire 

\{x'^y^-i-  z'^t^)-^  \j.{x^ z^ -^ y^ l^)  -j-  v(a72/2-t-j'*-î)  =  o, 
X,  [JL,  V  étant  liés  par  la  relation 

X  -H  |Ji  -+-  V  =  O. 

Le  long  d'une  droite  desmique  trois  des  coordonnées  ont  la  même 
valeur  ab'ioluc. 


II. 
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-.ES     SEIZE    COMQLES    D  UNE    SURFACE    DESMIQUE. 


4.  Il  est  facile  de  voir  que  le  plan  tangent  en  un  point  d'une 
droite  desmique  ne  varie  pas  lorsque  le  point  de  contact  décrit 
cette  droite.  Par  exemple,  le  long  de  la  droite 

le  plan  tangent  a  pour  équation 

ly  -^  lxz-\-^.t  ^  o. 

Ce  fait,  qui  explique  pourquoi  la  transformée  par  polaires  ré- 
ciproques (qui  est  une  transformée  homographique  de  la  surface 
des  centres  de  courbure  d'un  ellipsoïde)  n'a  pas  de  droites,  peut 
se  déduire  de  propriétés  générales. 

i"  On  peut  remarquer  que,  lorsque  des  surfaces  forment  un 
faisceau  linéaire,  les  plans  tangents  à  quatre  surfaces  en  un  des 
points  de  la  ligne  de  base  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  an- 
bannonique  a  une  valeur  indépendante  du  point  considéré;  car  les 
plans  tangents  correspondent  homographiquement  aux  valeurs  du 
paramètre  variable  qui  déterminent  les  surfaces  correspondantes. 
De  sorte  que,  pour  une  surface  desmique,  le  plan  langent  en  un 
point  d'une  droite  desmique  a  un  rapport  anharmonique  déterminé 
avec  les  faces  des  trois  tétraèdres  du  faisceau  qui  contiennent  cette 
droite. 

2°  On  peut  remarquer  que  chaque  droite  desmique  contient 
trois  points  doubles  ;  or,  si  une  surface  du  m'""^  ordre  contient  une 
droite  sur  laquelle  il  y  a  m  —  i  points  doubles,  cette  surface  est 
touchée  par  un  plan  fixe  tout  le  long  de  celle  droite. 

O.  Le  plan  tangent  à  une  surface  desmique  le  long  d'une  droite 
desmique,  coupant  la  surface  suivant  cette  droite  qui  compte  pour 
deux,  coupe  en  outre  la  surface  suivant  une  conique.  Il  y  a  donc 
seize  coniques  sur  la  surface. 

Une  surface  desmique  est  déterminée  sans  ambiguïté  lorsqu'on 
connaît  les  i6  droites  desniicjues  et  le  plan  langent  le  long  de  Tune 
d'elles.  Il  est  facile  de  construire  les  autres  |)lans  tangents;  car, 
si  l'on  considère,  par  exemple,  le  point  double  y  =  z  =  t  =  o,  les 

XXXVII.  12 


—   166  - 

plans  tangents  le  long  des  droites  qui   passent  par  ce  point  sont 
tangents  au  cône 

Cl  les  plans  tangents  suivant  deux  droites  D  et  D',  passant  par  ce 
point,  se  coupent  sur  la  face  du  trièdre 

j'  =  o,  :;  =  o,  /  =  o, 

([ui  est  opposée  à  l'arête  située  dans  le  plan  DD'. 

Comme  le  plan  tangent  le  long  de  D  est  tangent  aux  trois  cônes 
correspondant  aux  points  desmiques  situés  sur  D,  ou  a  de  proche 
en  proche  les  plans  tangents  le  long  des  dilTérentes  droites. 

6.  Soit  D  une  droite  desmique,  soit  P  le  plan  langent  le  long  de 
cette  droite.  Par  chacun  des  points  doubles  situés  sur  D  passent 
trois  droites  desmiques  autres  que  D  ;  donc  neuf  droites  desmiques. 
Il  y  a  par  suite  six  droites  desmiques  ne  rencontrant  pas  D. 

Le  |)ian  i^  coupe  ces  six  droites  en  des  points  situés  sur  la  co- 
nique qui  complète  l'intersection  de  la  surface  et  de  P.  Si  la  droite 
1)  est  j/-  r=  :;  =  /,  les  six  droites  qui  ne  rencontrent  pas  D  sont  sur 
la  quadrique  d'équation 

x"^-^ y  z  -h  yt  -h  zi  =  o, 

qui  peut  être  définie  comme  contenant  les  neuf  points  doubles  non 
situés  sur  D. 

L'équation  de  cette  quadrique  ne  contient  plus  de  paramètre 
variable;  donc,  lorsqu'on  passe  d'une  surface  du  faisceau  à 
une  autre,  ta  conique  correspondant  à  une  droite  D  décrit  ta 
quadrique  contenant  tes  droites  qui  ne  rencontrent  pas  D. 

7.  H  est  facile  de  constater  que  les  coniques  correspondant  à 
deux  droites  desmiques  qui  passent  par  un  même  point  double  se 
coupent  en  deux  points  ;  car  la  droite  d'intersection  des  plans  des 
coni(|ues  passe  par  le  point  double  et  coupe  la  surface  en  deux 
points  situés  sur  les  coniques. 

On  déduit  facilement  de  là  que  quatre  coniques  correspondant 
à  quatre  droites  qui  se  rencontrent  sont  sur  une  même  quadrique. 
Ces  droites  peuvent  soit  se  couper  en  un  point  double,  soit  être 
dans  un  même  plan. 
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Les  coniques  correspondant  aux  droites  qui  passent  par  le  point 
double  ^  =  z  =  /  ^  o  sont  sur  la  quadrique  ayant  pour  équation 

Les  coniques  qui  correspondent  aux.  droites  situées  dans  le 
plan  s  —  f  =  o  sont  sur  la  quadrique  ayant  pour  équation 

l^(x'^-^y^^-2Zt)  4-  javCs  —  t  f- =  o. 

Comme  il  y  a  douze  points  doubles  par  chacun  desquels  passent 
quatre  droites  et  douze  plans  dans  chacun  desquels  il  y  a  quatre 
droites,  on  ohûeni  vingt-quatre  quadriques  dont  chacune  coupe 
la  surface  desniique  considérée  suivant  cjuatre  coniques. 

8.  Chaque  conique  rencontre  évidemment  en  deux  points  cha- 
cune des  neuf  coniques  dont  les  plans  sont  tangents  à  la  surface 
le  long  des  neuf  droites  desmi(|ues  sur  lesquelles  la  conique  ne 
s'appuie  pas  et  qui,  par  suite,  rencontrent  la  droite  située  dans  le 
plan  de  cette  conique. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  par  une  conique  C,  tracée  sur 
une  surface  desniique,  il  passe  sept  quadriques  ne  coupant  cette 
surface  que  suivant  des  droites  et  des  coniques,  savoir  : 

1°  Une  quadrique  coupant  suivant  C  et  suivant  les  six  droites 
desmiques  ne  rencontrant  pas  celle  (pii  est  située  dans  le  plan 
de  C; 

2"  Six  quadriques  coupant  suivant  C  et  suivant  trois  autres 
coniques.  ' 

Une  discussion  très  simple  montre  que-,  par  deux  coniques  C 
et  C  dont  les  plans  passent  par  des  droites  desmiques  se  rencon- 
trant, il  passe  deux  des  six  quadriques  dont  il  vient  d'être  question. 
Les  plans  des  coniques  de  la  surface  desmique  situées  sur  l'une  de 
ces  quadriques  passent  par  des  droites  desmiques  concourant  en 
un  point  ;  les  plans  des  coniques  situées  sur  l'autre  quadrique 
passent  par  des  droites  desmiques  situées  dans  un  même  plan. 
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SUR  LES  QUANTITÉS  COMPLEXES; 
Par   m.   Edmond  Maillet. 


I.   Soient  n   symboles  ei,  <?2,   ...,  e«,   ou  unités  principales, 
qu'on  assujetlità  cette  seule  condition  :  la  relation 

X,  e, -+-...+  X„e„=  o, 

où  Xi,  - .  .,)v«  sont  des  quantités  réelles,  entraîne  X,  =...  =  )>,,  =  o. 
On  peut  considérer  la  quantité 

wi  =  a}  <;,+  af  e,-i-.  .  .-{-  a','e„ 

comme  représentant  un  point  P,  (a],  ...,  a")  de  l'espace  à  n  di- 
mensions ou  le  vecteur  allant  de  l'origine  à  ce  point  :  deux 
pareils  points  ne  peuvent  en  effet  coïncider  que  si  leurs  coordon- 
nées coïncident. 

Soient  alors  p  pareils  points  P, ,  P2,  .  .  .,  P^, 

10,  =  a}  e,-+-.  .  .H- a','e„,  ...,         «o^  =  a/,  e, -(-...  + a^«„, 

et  l'ensemble  des  points  Q, 

où  m,,  m2,  . . .,  nip  prennent  toutes  les  valeurs  en^fèrei  possibles, 
positives  ou  négatives.  Par  extension  du  cas  où  «  =  2,  j'appellerai 
périodes  les  quantités  (o,,  ..  .,  w^;  les  points  Q  seront  les  points- 
périodes.  Je  supposerai  que  les  périodes  w,,  ...,  tu^  sont  indé- 
pendantes, c'est-à-dire  ne  sont  liées  par  aucune  relation  linéaire 
à  coefficients  entiers;  sinon,  en  effet,  on  pourrait,  pour  définir 
tous  les  points  Q,  remplacer  ces  périodes  par  d'autres  to',,  ...,  w^, 
en  nombre  moindre  et  indépendantes  (  '  ). 

Si  Ton  peut  toujours  trouver  un  système  de  valeurs  de  ni,,  .  .  ., 
nip   tel  qu'un  des  points  i)   soit   aussi    voisin  cpi'on  veut  de  tout 


(')  JoHDAN,   Cours  imprime  d'Analyse.  Paris,   G.Tuthier  \  illars,    t.    II,    i8S3, 
p.  325,  ou  t.  II,  2°  édition,  i8()'|,  p.   îi'l. 
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point  ^4,  . . .,  y^ft  de  Tespace  à  n  dimensions,  c'est-à-dire  que 

si  petit  que  soit  s,  je  dirai  que  les  points  Q  remplissent  ou  re- 
couvrent tout  Vespace.  Une  propriété  analogue  pourra  avoir  lieu 
pour  une  multiplicité  plane  de  cet  espace. 

Je  me  propose  ici  de  déterminer  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coordonnées  des 
points  P,,  P2,  ...,  P;,  pour  que  les  points  Q  remplissent  l'espace 
(théorème  du  §  III).  J'ai  déjà  indiqué  la  solution  de  cette  question 
pour  n  =  2  (cas  des  imaginaires  ordinaires)  dans  V Intermédiaire 
des  Mathématiciens  (  '  ). 

II.  Lemme  I.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisantepourque 
les  points-périodes  remplissent  tout  l'espace  (au  sens  indiqué 
plus  haut),  c'est  qu'on  puisse  trouver,  si  petit  que  soit  le 
nombre  positif  a,  n  systèmes  £^,  î^.  . . .,  e,^  om  R^  (^=:  i ,  2,  ..../?) 
de  valeurs 

(1)  E?=  «î^ai -(-...-+- m^a;„  .  .  ;,         e^  =  m'/a^H-. .  .-+- m^a^, 

dont  les  modules  soient  tous  plus  petits  que  a,  et  dont  le  déter- 
minant n'est  pas  nul.  Ces  circonstances  ne  peuvent  d'ailleurs 
se  présenter  que  si  p  ^  n. 

La  condition  est  nécessaire  :  en  eflet,  si  elle  n'a  plus  lieu  dès 
que  a<j3  ([3  assez  petit,  mais  fixe),  n  quelconques  des  systèmes 

(2)  e,  =  Wia} -K.  .  .-I- m/^a^,  ....  i„  =  rytiOi'} -^ ...-+- m  pOL'l„ 

avec 

(3)  I  e,  I  <  a,  .  .  .,         !  £„  I  <  a, 

sont  tels  que  leur  déterminant  d  est  nul.  Autrement  dit,  tous  ces 
systèmes  satisfont  à  une  même  relation  linéaire  ou,  si  l'on  veut, 
tous  les  points  Q  correspondants  sont  dans  un  même  plan  0.  Soit 
une  droite  D  qui  ne  soit  pas  dans  ce  plan,  et  est  déterminée  par 


(')  190S,   [).  197,  question   3i37.    Vcir  encore,  en  réponse  à  cette  question,  un 
résumé  de  la  présente  Note  clans  le  inëtne  journal,  1909.  p.  23. 
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deux  poinls-périodes  Q'  et  Q"  ou  iï  el  Ù"  :  Q'  —  Q"  représente 
aussi  un  point-période  de  coordonnées  t\,  ...,  £„  et  l'une  de  ces 
n  quantités  est  ^  ^.  Dès  lors,  soit  un  point-période  Q'  dans  le 
j)lan  n  ou  dans  un  plan  parallèle;  tout  point-période  non  contenu 
dans  ce  plan  est  à  une  distance  ^  ^  de  Q',  et  les  points-périodes 
ne  remplissent  pas  tout  l'espace.  Il  en  résulte  en  particulier  que 
si  les  poinls-périodes  du  plan  FI  rein[)li.ssenl  ce  plan,  et  si,  par 
suite,  les  poinls-périodes  remplissent  une  série  de  plans  parallèles 
au  phin  IT,  tous  les  poinls-périodes  sont  situés  dans  une  série  de 
pians  parallèles  à  II  et  équidistanls  qu'ils  remplissent. 

Il   reste  à  voir  que  la  condition  est   sulTisanle  :  si   elle  a   lieu, 
el  si 

I  ensemble  des  points 

(4)  .M,Û,-4-...+  M„Q„, 

où  M,,  ...,  M„  prennent  toutes  les  valeurs  entières  possibles, 
forme   dans   l'espace  complexe  à  n  dimensions  les  sommets  d'un 

système  de  parallélépipèdes  dont  les  côtés  \/(^ï)"  +  •  •  •  "+~  (-«)' 
sont  aussi  petits  qu'on  veut,  ce  qui  suffit  à  établir  la  propriété 
i;éomélri(|uemenl  au  moins  pour  «53.  Analytiquemenl,  soient  le 

|)oinl 

yiei-^...-^-  y„e,„ 
el  la  didérence 

on  peut  trouver  /i  quantités  N,,  .  .  .,  N,j  telles  que 

N,e}-+-...-^M„£','— ^,  =  0,         ...,         I\,£,', -(-... +  N„£;î—_X„  =  o, 

puisque  le  déterminant  des  tj.  est  ^  o.  Si  Ton  prend  alors  pour 
Ml ,  . . .,  M,j  les  entiers  positifs  ou  négatifs  les  plus  voisins  de  N, , . . ., 
N,j  respeclivement,  ou  a 

|M,£,^-f-...+  M„£;;-jy[  =  ;(M,-N,)£^  +  ...-f-(M«-N«)£Îl<«a, 

et,  par  suite,  les  points  (4)  remplissent  tout  l'espace. 

Il  j  a  toutefois  à  vérifier  que,  si  les  points- périodes  remplissent 
lout  l'espace,  p>  n. 
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Quand  p<in^  il  est  bien  évident  que  Jes  quantités  ( i)  sont 
liées,  quel  que  soit  ^,  par  une  même  relation  linéaire.  Quand/?  =r  n, 
la  même  circonstance  se  présente  si  le  déterminant  A  des  olj  est 
nul.  Si  ce  déterminant  est  y^  o,  les  points  Q  forment  les  sommets 
de  parallélépipèdes  des  périodes  dont  les  côtés  sont  finis  ;  ces  som- 
mets ne  remplissent  donc  pas  tout  l'espace.  On  peut  le  vérifier 
analyliquement  :  les  différences  descoordonnées  de  deux  sommets 
distincts  sont  alors  de  la  forme  (  i),  et  si  |£^  |,  . . .,  |£^  |,  qui  ne  sont 
pas  tous  nuls,  pouvaient  être  à  la  fois  <  a,  les  équations  (i)  per- 
mettraient de  tirer  m'(,  .  .  .,  mf^  entieis  et  non  tous  nuls,  en  fonc- 
tion linéaire  et  homogène  à  coefficients  fixes  de  z^,  . .  .,  î^,  ce  qui 
conduit  à  un  résultat  absurde. 

Lemme  h.  —  On  peut  toujours  trouver  une  infinité  de  sys- 
tèmes d'entiers  mt  ,  . . .,  m„,  m^non  tous  nuls  (s  =  n  -h  i ,  . .  .,ou/?) 
tels  que  les  quantités 


(5)     £,  =  m,3(j 


m„a,VH-  m^aj, 


£„  =  /»i  0('/-l-.  .  .-H  mnOL'n  ■+-  m g%'l 


aient  leurs  modules  <  a,  si  petit  que  soit  le  nombre  fixe  posi- 
tif a.,  sans  être  identiquement  nulles. 

Le  raisonnement  n'est  qu'une  extension  du  raisonnement  ana- 
logue pour  le  cas  où  n  =:  2,  sans  modification  essentielle  {'  ).  Je  ne 
le  reproduis  pas. 

Ici  d'ailleurs,  lorsque  le  déterminant  des  aj,  ...,  a."  est  ^o,  et 
que  |£,  |,  .  . .,  |£rt|  sont  tous  <!  a  sans  être  tous  nuls,  on  doit  sup- 
poser ms  ^  o;  en  efi'et,  si/n^=  o  quand  a  est  très  petit,  les  |£|  |,  . . ., 
|£„j  ne  peuvent  avoir  leur  module  très  petit  sans  que  les  en.tiers 
m^,   ...,  m„  soient  nuls  :  par  suite  £(,...,£«  seraient  nuls. 


111.   Soient  le  Tableau 


(6) 


à  n  lignes  et/>  colonnes  ( p  >  «),  le  déterminant 


A  = 


(  '  )    JollDAN,   /Of.    cil. 
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et  S-f  ce  que  devient  A  quand  on  v  remplace  la  i'^""'  colonne  par 
la/^™''  du  Tableau  (6). 

Si  tous  les  déterminants  à  n  lignes  et/?  colonnes  du  Tableau  (6) 
sont  nuls,  il  existe  une  même  relation  linéaire  homogène  entre  les 
coordonnées  a^!,  ...,  a"  des  points  a>^(/"=:t,  2,...,/));  tous  les 
points-périodes  Q  ou  Q  satisfont  à  cette  relation,  c'est-à-dire  sont 
dans  un  même  plan  :  ces  points  ne  remplissent  donc  pas  tout  l'es- 
pace. 

Je  vais  maintenant  établir  cetle  propriété  qui  est  le  but  de  la 
présente  Note  : 

THÉouiiME.  —  La  condition  nécessaire  et  sujjîsante  pour  que 
les  points-périodes  Q  ne  remplissent  pas  tout  l'espace  à  n  di- 
mensions, c'est,  ou  bien  que  tous  les  déterminants  d'ordre  n  du 
Tableau  (6)  soient  nuls,  ou  bien  si  V un  d'eux,  à  par  exemple, 
est  ^  o,  qu' il  existe  entre  A  et  les  ^j  p  —  //  relations 

(7)  Cl  A-^  -H.  .  .-f-  C„Af,  =  CjA         (i  =  n  -h  I,  n  4-  2,  . . .,  /?), 

à  coej/lcients  rationnels  (ou,  si  l'on  veut,  entiers),  C|,  ..., 
Cfl,  Q  non  tous  nuls. 

D'après  ce  qui  précède,  il  ne  reste  à  traiter  que  le  cas  où  A  p^  o. 
Les  équations  (i),  où  l'on    supprime  l'indice  q,  donnent,  si  on 
les  résout  par  rapport  à  m, ,  .  .  . ,  m„. 


(8) 


» 

Am„  =  -n,,—  (  niri+i  a;;+'  -+-... -^  m,,  A{;  ), 


(9)  71,.  =  o,Ui  -+-.  .  .-H  o;fe„, 

(10)  A  =  8;  a,'. -+-...-*- 5;;  a?, 

étant  le  développement  du  déterminant  A  suivant  les  éléments  de 
la  /''^""^  colonne.  De  même, 

(11)  A  =  3ïa',-^-...■^-o;,a'„ 

est  le  développement  de  A  suivant  les  éléments  de  la  /"""''  ligne. 
Les  égalités  (())  et  (i  i)  donnent  réciproquement 

(12)  A£i  =  o(îr,,+.  .  .-|-a;,r,„,  ...,  Aî„  =  a^' Tj, -4- .  .  .  H- a;|  ï],,, 
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puisque  3',  a',  -(-...+  o^^a^,  =  o  pour  /■  -^  s.  Il  en   résulte  que,  si 
l'on  a 

(i3)  l^il,      •••;     |£«|         tous         <  a, 

|-ri,|,...,  |ïi„|  sont   tous  <!  a'  (a  et  a'  étant  simultanément  aussi 
petits  qu'on  veut);  et  réciproquement. 

Je  dis  que  la  condition  énoncée  au  théorème  est  suffisante.  En 
efiet,  si  elle  a  lieu,  j'additionne  les  égalités  (8)  multipliées  respec- 
tivement par  C,,  . .  .,  C„  (C,  . . .,  C/,  étant  choisis  entiers)  : 

A(Cim,-f-.  .  .-4-  C„m„) 

=  C,  rj,  +.  .  .  -f-  C,^Tl„  -  m„+i  (C,  A'/+i  +  .  .  .  +  C„  A^ '  )  - .  .  . 
-m,,  (G,  A? +  ...+  €„  A/;), 

et,  d'après  (y), 

(i4)  A  (Cl  m, -+-...-+-  C„m„H-  C„H.,m„+,  ■+-...  H-  Cpnip)  =  d  t), -I-...H-  C„t)„. 

D'après  (8)  et  (i  2),  on  n'a  pas  simultanément  m,,  . . .,  /n„,  .  . ., 
nip  nuls  sans  que  yj, ,  . . .,  ri,i,  s, ,  . . .,  £„  soient  nuls.  Si  l'on  sup- 
pose que  (i3)  a  lieu,  s, ,  ...,?;«  n'étant  pas  tous  nuls,  dans  le  pre- 
mier membre  de  (i4),  la  parenthèse  est  alors  un  nombre  entier;  le 
second  membre  a  son  module  aussi  petit  qu'on  veut,  quand  a  est 
assez  petit,  et  l'on  doit  avoir 

Gir,i  -+-. .  .-I-  G„r,„  =  o, 
ou  encore,  d'après  (9), 

Ci(o|£i-)-..  .-4-o;'e„)  -f-..  .-+-  G„(o,',  s,-f-...-i-o;îe„)  =:  o,    , 
ou 
(i5)        £,(G,S|-+-...-+-G„5i)-H...4-£„(C,S','-^----+C„S;|)  =  o. 

D'après  (7  ),  C,,  . . .,  C„  ne  sont  pas  tous  nuls,  puisque  A  ^  o; 
alors  les  coefficients  de  £| ,  .-.,£«  dans  (i 5)  ne  sont  pas  non  plus 
tous  nuls,  puisque  le  déterminant  des  quantités  8J,  ...,  S,',,  ,..,  ù" 
n'est  pas  nul,  d'après  (9)  et  (12).  Les  points  (s, ,  . . .,  z„)  satisfai- 
sant à  (i3)  sont  dans  un  même  plan,  et  la  condition  du  théorème 
est  bien  suffisante,  d'après  le  lemme  1  et  sa  démonstration. 

11  reste  à  prouver  que  la  condition  énoncée  au  théorème  est  né- 
cessaire. Je  suppose  donc  que  lesS),  ...,  z„  satisfaisant  à  (i3)  et 
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non  Ions  nuls  soienl  tous  liés,  d'après  le  lemme  I,  par  une  même 
relation  linéaire, 

(i(j)  A,  £i -+-... -f- A„e„=  o. 

D'après  (12), 

(  Al  al  + .  .  .  +  A,j xî'  )-r^,  -H .  .  . -H  (  A,  a;,  -+-  .  .  . ^  A„ a,';  )r,„  =  o, 

et,  si 

E,=  A,aJ+...4-A„a«,  ...,         E„  =  A,a,', +.  .  .  +  A,,a;î, 

E,,  ...,  Eft  ne  sont  [)as  tous  nuls,  puisque  A  ^  o,  et 

(17)  K,r^,  +  ...-)- E„T,„=(>. 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  der,,,  . . .,  r^,,  tirées  de  (8),  et  si  l'on 
pose 

('8)  n,=  e,aî^...h-e„a;,, 

on  a 

(19)  A(E, /??,-+-.  ..-h  E,im„)-\-  /w„+,H„+i  -+-.  .  .-h  mf,llp=  o. 

Je  considère  l'ensemble  des  relations  (  19)  pour  les  points-pé- 
riodes satisfaisant  à  (i3)  :  d'abord  il  n'y  a  pas/>  de  ces  points  tels 
que  le  déterminant  des  nombres  m,,  ...,  nip  correspondants 
soit  ^o,  puisque  E, ,  ...,  E„  ne  sont  pas  tous  nuls.  Je  suppose 
qu'on  puisse  en  trouver  p  —  A  et  non  /?  —  A  +  1  (X  >  i),  tels  que 
les  déterminants  d'ordre  p  —  k  du  Tableau  de  leurs  coefficients 
m,,  ...,  nip  ne  soient  pas  tous  nuls.  Si  l'on  prend  arbitrairement 
k  —  I  autres  de  ces  points,  et  un  />'''"'*  qu'on  laisse  indéterminé, 
les  p  —  /  premières  des  équations 

(20)  xym\^..  .-^x,,ml=io,  ...,         .r, /??',' -4-.  .  .-f- .r/,wî^=  o, 

dont  les  coefficients  sont  les  valeurs  corrélatives  de  />?,,  ...,  nip 
pour  ces/?  points,  pourront  se  résoudre  par  rapport  k  p  —  /  (X>i) 
des  quantités  x,,  ...,  Xp^  les  autres  restant  arbitraires,  et  ces  va- 
leurs de, Zi,  ...,  Xp  seront  solutions  des  p  équations  :/? — ^  des 
quantités  J7,,  ....  .T;,  s'expriment  en  fonction  linéaire  homogène 
des  k  autres.  Donnant  à  ces  k  quantités  des  valeurs  ralionnelles 
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non  toutes  nulles,  J7, ,  ...,  Xp  sont  rationnels  et  ne  dépendent  que 
des/?  —  /.  premiers  points-périodes;  la  dernière  équalion  (20) 
montre  alors  qu'il  existe,  entre  les  coefficients  /?Z(,  .....  mp-d^e 
tous  les  points-périodes  satisfaisant  à  (i3),  au  moins  une  même 
relation  linéaire  homogène  à  coefficients  rationnels  non  tous  nuls, 
par  suite  une  relation  analogue  à  coefficients  entiers  non  tous 
nuls 

(21)  B ,  //? ,  -T- .  . .  -r  B  /j  m  /,  =  o. 

Si  l'on  y  substitue  les  valeurs  de  m^,  ...,  m„  tirées  de  (8), 
on  a 

A  (  B„-Hi  mn+\  -H . . .  -h  B/,  //?,,  )  -4-  B,  (  r, ,  —  /n„+,  a;'+ >—...—  m^  A^  )  -H  .. . 
OU 

(•22)     B,vi,-H...+  B„ri„=       m„+,(B,Ar'-^...^B„A;[+'-B„+,A)-4-... 
■^m,,      (B,Ay      +...^B„A^      —  B/.      A). 

Je  prends  pour  le  point-période  un  de  ceux  pour  lesquels, 
d'après  le  lernme  II,  (i 3)  ayant  lieu,  les  m„+\i  •••,  mp  sont  tous 
nuls,  sauf  m^.  Pour  ce  point, 

3,7],-+-. .  .4-  B„r,„  =  m,(B,  A-,  +. .  .^  B„a;,  -  B,A). 

Le  premier  membre  ayant  son  module  aussi  petit  qu'on  veut,  et 
m,  étant  entier  ^  o,  il  faut 

Bi  A*;  ^- . ,  .  -h  B,j  Afj  —  Bç  A  =  o         ( s  =  «  -f- 1 ,  ...,/>). 

Ces  relations  sont  de  la  forme  (7),  et,  d'après  (22),  on  a 
B, 7)1-1-.  ..-4-B„r,„=  o, 

où  B,,  ...,  B„  ne  sont  pas  tous  nuls,  puisque  A^o,  sans  quoi 
tous  les  B5  et  B,,  ...,  B„  seraient  nuls,  contrairement  à  ce  qu'on 
a  vu.  c.  Q.  F.  D. 
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SUR  LA  FONCTION  MONOGÈNE  DUNE  VARIABLE  HYPERCOMPLEXE 
DANS  UN  GROUPE  COMMUTATIF; 


Par   m.    Léop»   Autonne. 


IVTRODUCTION. 


Dans  un  groupe  (e)  de  quanlilés  liypercomplexes  aux  n  sym- 
boles Sa  (p,  a  =  o,  I ,  .  .  . ,  n  —  i),  prenons  deux  quanlilés 


=v 


£3^3- 


y 


=  V 


Ea^a, 


OÙ  \es  x^  et  les  j'a  sont  des  nombres  ordinaires  (ou  scalaires), 
réels  ou  complexes,  variables.  Si  les  y  sont  fonctions  des  x, 
^a  =  jKa(:ro,^),  ...))  on  peut  dire  que  j^  est  une  fonction  delà 
variable  hypercomplexe  x. 

Dans  deux  Ménoires  précédents  (111  et  IV  de  l'Index  ci-après), 
j'ai  cherché  ce  cpie  devenait  la  monogénéilé,  car  la  délinilion 
ordinaire  de  celle  dernière  ne  subsiste  que  pour  les  groupes  com- 
mulalif's  (ou  à  n)ultiplicalion  commulalive). 

Lorsque  (s)  est  un  groupe  simple  de  ;•-  —  t'on^  (/i  =  z'^),  la 
monogénéilé  (III,  Index)  est  remplacée  par  un  ensemble  de  pro- 
priétés passablement  compliqué. 

Revenant  maintenant  aux  groupes  commulatifs,  j'ai  résolu  d'une 
façon  complète  le  problème  de  la  monogénéilé,  c'est-à-dire  cons- 
truit toutes  les  fonctions  y  de  la  variable  hypercomplexe  x^  lelles 
que  dy  ■:=y' dx^  où  y'  est  aussi  une  quaiililé  du  groujie  (e), 
avec 


M'appuyanl  sur  certains  résultats  dus  à  MM.  Frobenius  (I,  Index) 
cl  Carlan  (II,  Index),  j'ai  ramené  la  (jucstion  au  cas  où  les 
a  =  m  -\-  I   symboles  Eo,  . 


£,„  suivent   les  règles  suivantes  de 
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mulliplicalion  : 

P 
(^'  p.  Y'  p  =  o,  I,  .  .  .,  m), 

les  constantes  scalaires  «ppy  étant  assujetties  à  certaines  égalités  qui 
expriment  que  la  multiplication  est  associative  dans  le  groupe  (e). 
Enfin 

«ppY=«py3=0 

pour  p^  P,  p  =  y- 

La  proposition  suivante  donnera  alors  la  solution  du  problème  : 

Théorème.  —  Toute  fonction  monogène  y  de  la  variable 
hypercomplexe 

est  fournie  par  la  formule 

Y  =m 

V'  fY  dlu 

^'^  ^  =  2-^5^' 

Y  =  o  " 

OÙ 

U  =  coMo(a7o)+.  .  .-+-  t,nU,n{Xo) 

est  une  quantité  hypercomplexe  qui  ne  dépend  que  de  Xq. 

jK  et  M  se  définissent  mutuellement  sans  ambiguïté,  et  l'on  écrira 
y=^{u). 

La  formule  (o)  est  fournie  symboliquement  par  le  développe- 
ment taylorien  de  l'expression 

u{x)  ~  u(£o.ro-t-  t), 

..OÙ  t  est  l'accroissement  donné  à  la  variable  Eo-^^o-  D'ailleurs, 
t\>-  z=  o  pour  jji.  ^  m . 

Les  dérivées  partielles  de  y,  de  tous  ordres,  par  rapport  aux 
m -h  i  variables  scalaires  Xq^x^^  .  .  . ,  a:,„  sont  encore  des  fonc- 
tions monogènes  de  x,  suivant  la  formule 

(  /i  =  po-l-  P|-i--  ■  --i-  ?/"  )• 
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Si  l'on  a  posé  dy=^y'dx^  \^déri\ée  y' ^=-j-  dej'  par  rapport  à 

X  n'est  pas  autre  chose  que  —  •  y  possède  des  dérivées  de  tous 

ordres 

di>y  _  à/>v  _      fdPa\ 

j'  possède  aussi  une  fonction  primitiic 

z  =  ^{    lu  dxo  j , 
telle  que 

-  ^ 
^~  dx' 

Dans  un  travail  ultérieur,  j'espère  étudier  d'une  façon  appro- 
fondie certaines  fonctions  monogènes  particulières,  par  exemple 
la  fonction  algébrique. 

Une  communication  sur  le  même  sujet  a  été  faite  au  quatrième 
Congrès  international  des  mathématiciens,  à  Rome,  en  1908. 

La  Thèse  de  M.  l'abbé  Berloly  (1886),  Théorie  des  quantités 
complexes  à  n  unités  principales,  traite  aussi  des  fonctions  mo- 
nogènes d'une  variable  hypercomplexe;  mais,  fondée  sur  des 
théories  déjà  anciennes  de  Weierstrass  et  Dedekind,  elle  ne  pré- 
sente avec  le  présent  travail  que  des  rapports  très  éloignés. 

Un  résumé  des  présentes  recherches  a  été  inséré  aux  C()nij)tes 
rendus  du  i*^^""  mars  1909. 

l-NDEX     inULIOr.llAPHlQLK. 

I.  Fkobenius,  Théorie  der  hyperkoniplexen  Grôssen  (Sitz- 
ungsberichte  de  l'Académie  de  Berlin,  avril,  i9o3). 

II.  G.vKTAîs,  Sur  les  groupes  bilinéaires  et  les  systèmes  de 
nombres  complexes  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse,  t.  XII,  1898;  on  consultera  surtout  les  paragraphes  IV, 
V,  VI  et  VU). 

III.  AuTONNK,  Sur  les  propriétés  qui,  pour  les  fonctions 
d'une  l'oriable  hyperconiplcrc ,  correspondent  à  la  momtgé- 
néilé  {Jouinal  de  Mathéinatiqucs,    iqoj). 
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IV.  AuTONNE,  Sur  les  poly^nomes  à  coefficients  et  à  variable 
hypercomplexes  (^Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  1906). 

On  reoverraau  présent  Index  par  des  nolalions  comme  celle-ci, 
par  exemple  : 

(II,   Index)  ou   (Index,  II), 

pour  désigner  le  travail  de  INI.  Carlan. 

CHAPITRE  I. 

RÉDUCTION    DU    PROBLÈME. 

1°  On  suppose  parfaitement  connues  du  lecteur  la  terminologie 
et  les  notations  de  M.  Frobenius  (ï,  Index),  qu'on  suivra  fidèle- 
ment dans  la  suite.  Je  les  ai,  du  reste,  déjà  résumées  ailleurs 
(III,  Index).  Pareillement,  je  supposerai  cOnnus  les  résultats  de 
M.  Gartan  (Index,  II),  qui  seront  fréquemment  mis  à  profit. 

2°  Soit  donc  un  groupe  (e)  à  n  nombres  fondamentaux 
{Grundzalilen)  ou  unités  £«(«,  [ii,  y  =  1,2,  . .  . ,  n),  dont  la  mul- 
tiplication est  donnée  par  les  formules 

(o)  ep£y=   >   îa^a^y         (Oa^y  =  quantité  scalaire), 

a 

On    nommera    d'ailleurs   scalaire,   par  opposition  aux  quantités 
h^-percomplexes,  toute  (juantité  ordinaire,  réelle  ou  complexe». 
Soit  la  forme  trilinéaire 

On  envisagera  avec  M.  Frobenius  les  trois  matrices  /i-aires 

T(^)  =  ['.?(»»]  =(.-£^)- 

VouvV unité  principale  e,  on  a 

S(<?)  =  E  =  inaliice  /î-aiie  unité. 
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3"  Si  le  groupe  (e)  esl  commutatif  on  à  muiliplicalion  commii- 
lalive,  il  vient,  dans  les  relalioos  (o)  du  2*",  ««pyti^  aay^,  puisque 
epSy  r=  SySp.  Alors,  les  deux  matrices  S(x)  et  T(^)  coïncident  et 
la  matrice  R(ç)  est  symétrique,  comme  identique  à  sa  transposée 

4°  ^  et  /  étant  deux  quantités  hypercomplexes  quelconques,  on 
a,  comme  conséquence  de  ce  que  la  multiplication  est  associative, 
la  formule  (F,  Index,  page  i3,  l'ormule  ii) 

(o)  R(OS(0  =  T'(OR($)- 

Le  groupe  (s)  est  commutatif  : 

S(0  =  T(0,        R(0  =  R'(0- 

Alors  (o)  devient 

(.)  R(0S(0-S'(OR($)- 

Cela  posé,  transposons  la  matrice  R(Ç)S(/).  On  a,  en  vertu  de  (i), 

lR(OS(oj'=S'(OR'(0  =  s'(OR(0=R(^;S(o. 

Donc  la  malrice  R(^)S(^)  est  symétrique,   résullat  qui   nous 
est  utile  plus  loin  (i8°). 

5°   Prenons  n  variables  scalaires  xo,  et  n  fonctions  scalaires 

7a  =  ra(^i,  ■    -,  ^3,  •••,  ^/t)- 

Dans  le  groupe  (e),  la  quantité  lijpercomplexe  jk  =   7  SaJKa  sera, 

a 

par    définition,     fonction     de    la     variable     hypercomplexe 
,r  =  >  £p^p.  On  écrira,  avec  M.  Frobenius,  y  =/(  (^))- 

P      .   .  . 
Par  définition,  la  fonction  y  sera  monogène^  si  la  différentielle 

cly  z=  y ^  z^dyg_  est  le  produit  de  la  différentielle  dx  =  ^  ep^xp 

*  .  .  P 

par  une  certaine  quantité  hjpercomplexe  u  du  groupe  (e). 

6"  Le  but  du  présent  travail  est  de  donner  l'expression  générale 
de  la  fonction  monogène  y  =f((x)).  Utilisant  les  résultats  de 
M.  Cartan  (II,  Index),  je  vais  montrer  qu'il  suflil,  pour  résoudre 
le  problème  dans  toute  sa  généralité,  de  considérer,  non  plus  le 
groupe  commutatif  (e)  le  plus  général,  mais  un  groupe  très  parti- 
culier, beaucoup  moins  conipliqué. 
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7"  Dans  tout  groupe  comuuilalif  le  détenninaiU  Ç)(x)  =  \S(:jc)\  (2°) 
se  décompose  en  facleurs  linéaires  (').  Appli(|noiis  alors  les  ihéo- 
rùnies  de  M.  C;irtan  (II,  Index,  38"  et  n^")  ;  on  constate  ce  qui  suit. 

Les  n  iinilés  s,,  ...,  £„  se  répartissent  en  A"  systèmes 
(^x)  (>*=!,  2,  ...,  A),  de  gi  unités  respectivement,  avec 
n  =  gi  -h  ...  +  ^'"x  -+-  ■  •  •  +  g/(i  savoir  les  ^,  premières  unités 
entrent  dans  (G,),  les  g.,  suivantes  entrent  dans  (G2),  etc.  Les 
g\  unités  de  (Gx)  engendrent  un  groupe  Gx  <lo  C|unnlilés  hypercom- 
plcxes,  lequel  comporte  une  variable  hypercomplexe  {o")Xi.  Le 
|)roduit  d'une  unité  de  Gx  par  une  unité  de  G(i,  À  ^  jji,  est  zéro  ; 
donc  Xx  X^.  =  o. 

8"  La   variable  liypercomplexe  x  du  gioupe  (î)  (5")  se  présente 

alors  comme  la  somme  :c  =  \  Xx  et  la   variable  y=/((^))  se 

À 

présente  comme  la  somme  y  ==  2j^^^'  ^""'  ^^  ^^^  '"^^  quantité  du 

), 
groupe  Gx-  Pareillement  pour  /^  (5"),  f^  =  V  Ux,   où   Ux  est  une 

X 
quantité  de  Gx- 

La  relation  dy=^udx  de  monogénéilé  devient  alors  (sous  le 

bénéfice  des  explications  du  7") 


Comme  les  n  unités  s  sont  linéairement  indé|)cndantes,  on  a  les 

k  relations 

dXi=  UxrfXx        (â  =  i,  -1 k). 

Donnons    aux   ^^x  (7")    variables    x  (jui    (igurent   dans    Xx    des 


(')  Voici  comment  on  s'en  assure  immédialeincnl  : 

La  trace  d'une  matrice  est  la  somme  des  éléments  situés  sur  la  diagonale 
principale. 

F*our  que  B(^)  se  décompose  en  facti'Uis  linéaires,  il  faut  cl  il  suffit  (I,  Index, 
théorèmes  H  et  III  du  paragraphe  15)  que  la  matrice  ^{x,y,  z)  ait,  pour  x,  y 
et  z  quelconques,  sa  trace  symétrique  en  x,  y  et  z.  Or  cela  a  évidcnuncnt  lieu 
dans  un  j;roupc  comniutulif. 

XXXVII.  i3 
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valeurs   fixes    quelconques  et   faisons     varier   arbitrairement    les 
n  —  g\  autres  variables  scalaires  x.  Alors  il  vient 


par  suite 


Y).  =  const. 


Yx  ne  dépend  que  de  Xx  et  en  est  (8")  une  fonction  monogène. 
On  écrira 

Yx  =  /).((X>.))         et        7  =/((.r))  =2/),((Xx)). 


La  construction  de  la  J onction  monogène  y,  dans  le  groupe  e, 
se  ramène  à  celle  des  k  fonctions  monogènes  \\  dans  les 
groupes  G\. 

9"  Or,  les  groupes  Gx  ont  une  nature  spéciale  mise  en  lumière 
par  M.  Cartan  (II,  Index,  74")-  '^  suffit  de  supposer  que  le 
groupe  (e)  a  cette  nature. 

lo"  Parmi  les  /z  =  m  +  i  unités  de  (s),  savoir  Eqi  ^«>  •  •  •  >  ^nf, 
la  première  Eq  est  l'unité  principale  (2");  quant  aux  m  autres,  on 
a   la  formule  de  multiplication  (a,  ^,  y  =  i ,  2,  .  .  . ,  m) 


a 
«apY==  "aYP=  o 


avec 


pour  a^  ^  et  a<  y. 

On  va  construire  la  matrice  {m -\-  i)-aire  S(.r)  =  T(j")  d'un 
pareil  groupe. 

I  i"  Prenons  trois  indices  g,  h,  k  =  o,  i ,  .  .  . ,  m  et  trois  autres 
a,  |3,  Y  =  1 ,  2,  .  . .  ,  m.  De  plus,  g  1=  a,  A  =  jî,  A'  =  y  respective- 
ment, pour  g  >o,A^o,^^o  respectivement. 

On  écrira  les  formules  de  multiplication  (bgf,/,  =  l^kgh) 


£/.£/<=  E/ 


d'où 


k^n 
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On  a  d'ailleurs  vu  (lo")  que 

a 

De  là  on  lire  trois  formules  utiles  pour  la  suite. 
De 

s 
on  lire 

-j  (  6g-o/t=o,       g ^  k,       6aoa-=i; 

De  ce  que  sp  £y  ne  dépend  pas  de  Sq,  on  tire 

(II)  6opY=o. 
Enfin  (io°) 

(III)  6gjp„=o         pour         aip,         a  1  y- 

Nous   sommes   maintenant    à   même    de   construire    la   matrice 
S(^),  c'est-à-dire  les  expressions 

h 
1  2"   Calcul  de  5on- 

Or  ((1),   ii")6o^o=o,    6ooo=i; 
Calcul  de  i"oy. 

s  fi 

Or  6ooY=o  ((I),  II");   ^opr==o  ((II),  ii"); 

5oY=  o. 

Calcul  de  .Voto- 

•^'ao  =  ^^  ^'g  ^cigo  =  ^^  ^g  "a.og- 
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Or  ((I),    11°)  b^ç,r^=0,  Z>aOa=i; 

Calcul  de  s^a.. 


SiXD  —  ^i^OL- 


.=^^A'^a>r«=  3"u^ana-t-^-r;j^3 


Or6«o«=--  .((I),  l«0;  ^apa=o((III),  1."); 

Calcul  de  •?«-/(";'>«). 


Or  ba,oy  =  o{{\),  11°);  ^«p^  =  o((llI),  .1"); 


Calcul  de  .s'ay  (y  <  a). 

.fay=  a-oftaoy-H^  ^p*a3y. 
fi 

Or  ((I),  ,i")^«oy-oel  ((111),  II") 

^ay  —  t'ay  1  ^^i  -4- ...  -4-  c/aty  a-j  T^-i . 

i3"  En  résumé,  rélablissanl  a»./,*  pour  h^h/o  i'  viendra,  pour  la 
jiialrice  (/«  H-  i  )-aire  S  (jc),  l'expression 

a-,      -n 

a"»  521         ^0 


^'«      *'«i      *aJ 


•^//l  ^/Hl  •''«IS 


fa? 


•'a,  a    1      -^0 


^m,m~t      •'^O 


De  plus, 

Par  conséquent, 


•"'ap=  ««pja^i^--  •  •  H-«ap.a-i^a-i- 


e(r)  =  I  S(ar)|  =  a7;"+'. 
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i4°  Supprimant  les  indices  g^  //,  k  (ii")  devenus  inutiles, 
j'éci-irai  dorénavant,  pour  le  groupe  (s),  la  formule  de  multipli- 
cation 

a 

et  l'expression 


CHAPITUE  II. 

CONSTRUCTION    DF,    I.A    FONCTION    MONOGliNK  y  ~  f{{x)). 

1 5"   Dans   un   groupe  commuialil  (î),  défini  comme  plus  haut 
(y"  à  i4")'  pi'cnons  la  fonction  nionogène 


de  la  variable  lijperconiplcxe 


X  =^  ZQ,xr^         (a,  p.  ^,  ■;  =  o,  I,  .  .  .,  m; 

On  n,  par  définition  (^"), 

dy  =2^  ^y-  ^y»  =  "  ^^^  l  2d  ^!^  "P  )  (  2  ^-^  ^'"^^ 
De  là,  par  les  formules  connues  (f,  Index),' 

Faisons  en  j)arliculier  [j  =  o  :  il   vient  (i  3") 

rao  =  =  -f  ao  (  «  )  =  "ai 

(..Tu 

et,  finalement,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  )nonogé~ 
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néité  est  le  système 

^^)     If  =^«p(l;)=^^*p(->')     (-3  =  0,,,...,^). 

On  peut  nommer  la  quantité  hvpercomplexe  a  dérivée  de  y 
par  rapport  à  x.  et  poser 

a 

16"  Nommons  J  =  (j-^p)  la  malr'ice  j'acobie/i ne  des  (m -i- 1)- 
dérivées  partielles  j^ap  = -^-  Le  système  Ù  du  i  5"  s'obtient  en 
identifiant  la  matrice  (//?  +  i  )-aire  J  avec  la  (m  +  1  )-airc 


'ày\ 


Soit  tOa  le  syslèine  de  relations,  aux  dérivées  partielles,  obtenu 
en  identifiant  la  a"""'  ligne  de  J  avec   la  a"'""'  ligne  de  Sf-p-j- 

Nommons  Q»  le  svslème  tolal  des  relations  0)0,  w,,  .  .  .,(>)£x.   Evi- 
demment 12  =  ù„i. 

Dans  la  matrice  S(j),  on  a  (12"  et  i3")  s^^  (y)  =  o  pour  ^>  a 
et,  en  vertu  de  ii,  j)'ap  =  o.  Donc  : 

j'oc  ne  dépend  que  des  variables  Xq^  x^,  .  .  .  ,Xn;  il  ne  fii^ure 
dans  le  système  iî»  que  les  fonctions  y  a,  .  .  .,  y  a.  et  les  va- 
riables ^0)  Xi.  ...  ^  .Ztx. 

Dans  le  syslènic  Û,  les  ///  -h  i    relations 

^.''«  _  '^  ,  iy^-  '!y^ 

—  ^i —  •*aol  Y )  —  ^ — 

ùx^)         Ox^  0x0 

se  réduisent  à  des  identités.  Les  autres  relations  sont 

p  =  a-i 

p=l 

(!il;,o,  a>o); 

dx^  -  Ox/'^'^y  ^  ~  dxo 
17"  12  est  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles,  entre 
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les  m  +  I  fonctions  y^.  et  les  m  4-  i  variables  x<^.  Toute  solution, 
ou  intégrale,  de  Q.  fournit  une  fonction  monogène  y  =  /((a:)). 
Supposons  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  se  soit  procuré 
a  fonctions  yo,  ...,jKa-t7  constituant  une  intégrale  du  système 
flla-i-  Je  vais  construire  une  (a  +  i)'*™^  fonction  jKa?  satisfaisant 
au  système  to^,  de  façon  que  les  a  +  i  fonctions  j^o»  •  •  •  •! Xa 
constituent  une  intégrale  de  ii^.  Procédant  ainsi  de  proche  en 
proche,  on  construira  yo;  •••^ymi  c'est-à-dire j)^  =/"( (a:)). 

i8°  Lemme.  —  Quand  on  envisage  Xq  comme  un  paramètre., 
tandis  que  Vq,  ...,j'a_t  sont  une  intégrale  de  ûa-n  l^ex- 
prcssion 

est  la  différentielle  exacte  dr^^.  T,a=7i3j(^o;  ^^,  •■•i-^a)  ^st  une 
fonction  des  a  variables  a",,  .  .  . ,  a^a,  laquelle  dépend  aussi  du 
paramètre  Xq. 

Si  l'on  désigne  par  (^y)  l'expression 

il  suffit  de  montrer  que  ((^y)  =  (yi^)- 

Eu  égard  à  la  nature  de  5o(^  ('6");  ''  vient,  en  supposant 
d'abord  [i  ^  a, 

p^l  p::=l 

Comme  p  <^  a,   il  est  licite,  puisque  y^,  •..,yo-«  sont  une  inté- 
grale de  Qa_,  (r-"),  de  remplacer  ~p  par  ^5pY(j).  Alors 

p  =  a—  1 


f)2 

p  =  i 


^'^■'^""^    2d     ^«PP'PT^-^)- 


D'ailleurs  aa^o  =  o  et  a^j^p  =z  o  pour  p^a  (i3").    Il    est   ainsi 

p  =  »i  p  =  a  —  1 

licite   d'écrire    ^   au  lieu  de    2.  •  D'ailleurs  «^pp  n'est  pas  autre 

p=o  p=i 
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chose  que  rpp(£a)  (^")  et 


p  =  u 


Wpy  désignant  rélémenl  de  ligne  i  +  ^  et  de  colonne  i  +  ^  dans 
la  matrice  (m -4- i  )-aire  W=R(£a)S(y).  Or,  la  inalrice  W  est 
svinétrifjne  (4")  \ 

Wp,,=  WY3,  (l'on  (3y)  =  (y^). 


C.  Q.    F.    I). 


Faisons  maintenant  [j  =  a;  on  a  encore 


(aY)  = 


«,ru  c>Xy  f^u  (>y.' 


P^ 


(y*)  =  — : — —^ —  =  — 

p=l 


7.    "a-, 


pjpi 


puisque  x^  manque  dans  l'o  et  x^  manque  dansjjp  (  p  <C  a). 

Le  lémme  est  ainsi  complètement  établi. 

19"  Pour  remonter  de  la  dilTérentielle  ro^  =  r/r^a  à  la  fonction 
''ia(-^o  ; -î^i:  •  •  •l'S^a)  elle-même,  on  n'a  qu'à  employer  un  procédé 
élémentaire  bien  connu  du  calcul  intégral. 

S(tit  la  didérentielle  exacte 

dp  =  pidxi-r-.  .  .-^  Pi  cfx,  -h  .  .  .-^  Pi  dx,  -1- .  .  .  -i-  /),„  dx,„ , 
à  Pi  _  <>Pi 

OX,  (JXi 


On  a 


-1 


(  a  =  COnsl.  ),  P=  Pm  fl^m  H-  ^I'(^l ,    •  •  ■  ,  ^/H-1  )  ; 


dp       r 


■'■••dp,,,,     ^    dW 

-i~  dx„,  -+-  —- 
Oxi  dxi 


r  '"■  ôpi    ,  dW  ,  ,        dW 


Lu  lin 


dW 

Oxi 


-  Pi{Xi.  .  ..,  ,r,„    ,,  r,,,). 
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De 


(^m)  dT,„-i  -{-  y{xi,    ...,   X,„—2), 


„x„   «.'?•>■>    <?=■.'■.■■•.-)■ 


--f-=^y(vri,  •  •  • ,  ar,„_2,  c,„_i,  c„i),  .... 

Bref  on  aura,  pour  la  quantité  dont  c/p  est  la  différentielle, 
l'expression yo  -h  v,  où  c  est  une  quantité  indépendante  des  variables 
^t,  .  .  • ,  ^m  c'  d'ailleurs  arbitraire,  tandis  que  p  se  trouve  obtenue, 
par  le  procédé  qui  précède,  sans  aucune  ambiguïté. 

Il  va  sans  dire  que  l'entier  m  de  la  présente  démonstration  n'est 
|)as  forcément  égal  à  l'entier  m  qui  figure  dans  le  reste  du  travail. 

20"  Le  calcul  précédent  donnera  donc,  pour  l'expression  dont 
TOçx  =  dr\a,  est  la  différentielle  exacte,  la  formule  ri^  -+-  i'^,  où  Ti^j  est 
connu  sans  ambiguïté  et  i'^  est  une  fonction,  d'ailleurs  arbitraire, 
de  x„. 

Cela  posé,  qu'expriment  les  a  relations  (  1 -")  du  système  Wj^, 
savoir 

'^ 

Simplement  que  )'oi  et  r,a  ont  les  mêmes   dérivées  partielles  — ^• 
Autrement  dit, 

où  UoL  est  une  fonction  arbitraire  de  x„. 

Le  même  procédé,  ?/«  restant  arbitiaire,  permet  de  passer  à 
JKa+i  >  en  introduisant  une  nouvelle  arbitraire  Ua+\  {x»),  etc. 

'1 1"  Construisons  direclenieiit  j,,  cl  J'i-.i'o  "e  déj)end  que  de.  Xt^\ 
y^^  =  u^  (5^0),  ;/o  =  fonclion  aibilraire.  l'our  ra,  (  1  8"),  il  vient 

''  •  I        '^  I 

Donc  jKi  =  «i  +  "01  ■2^1,  "1  =  fonction  arbitraire  de  Xq 
-i-i''   LiiMMK.  —  On  a 
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où 

tandis  que  F^py  est  un  polynôme  en  ^,,  .  .  .^x^.  dont  les  coeffi- 
cients sont  constants  et  ne  dépendent  que  du  groupe  (s).  Enfin 

Le  lemme  esl  vrai  pour 

y«  =  «u  ^^  Moo)  r  000  =  '  ) 

_^l  =    «10 -H  "Ol^l»  1^110=    Il  Fl01  =  '2'l- 

Je  dis  que,  s'il  esl  vrai   pour  _^oi  •  •  •  •  jKa-tj  il  c^t  encore  vrai 
pour  y  a,. 


Formons  (i8")  rex|)ression 


p  =  a 


"«=2]^^p;x!::-^ 


Or 


xp(j)- 


«ap(7)  =  «api  Kl -4-... -H  «ap.a-ija-i;  •^aa(r)=Jo- 

Puisque  j>'n,  ...,yo(_,  salisfonl  au  lenimc,  on  a 

%p(7)  ^^"?Y?ai;irpr  "^ ->:-'{ -La.  -I, 

où  les  expressions  Çapyp,  par  leur  lornialion  même,  ne  dépendent 
pas  du   choix   des  «p  el  sont,   comme   les  F,   des  polynômes  en 
Xi^  . . .,  Ta_i  à  coefficients  conslanls. 
De  là 

~^.pO-)=2^«fi.y..?oc,3vp; 
Pï  ^ 

[n  P 

rTSa,=  dr\^  esl  (i8")  une  difFérenlielle  exacte  dès  que  j'q,  .... 
yoL-{  sont  une  intégrale  de  iia-«j  c'esl-à-dire  (20°)  pour  tout 
choix  des  ^z,,,  //i,  ...,  //«  (.  Donc  chacune  des  expressions  H^^y 
est  une  dillcrentielle  cxacle  dFoipy{x,,  ....  Xg,)-  Remontons  de 
O^Py  à  Faf^v  par  le  calcul  du  u)".  Fa^y  sera  de  la  nature  voulue  au 
I  e  m  m  v . 


C.   Q.  F.  D. 
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Il  viendra  finalement  (20°) 

Ja.—  TJaH-  "a=  «ao -h'V  "p,y+i  Fa^y,  ?  +  y  ^  a  —  I 

ou  encore,  posant  Fa3(o=  I , 

Pï 

Dans  la  formule 

J'a=  "a(-2^o)  +  ''la(^o;ari,  ...,a7a), 

je  supposerai  toujours 

•^laC^o;  0,0,  . . .)  =  o. 

Sinon,  il  suffirait  de  remplacer  u^  par  ?/«+  y,;^(to  ;  o,  . . .),  ce  qui 
n'est  ni  plus  ni  moins  général. 

Autrement  dit,  je  supposerai  que,  pour 

f  =  £,  a-,  +  .  .  .  -H  e,„  X,n  —  O, 

l'hypercomplexe  j^  se  réduit  à  rhjpercomplexe 


23°  Posons 


11  viendia 


Fpy=2£aFapr. 


(i)  j=2t/^,^Fpp  |3-i-Y  =  '«, 

?ï 

où  les  expressions  Fpy(^,,  .  .  .,Xm)  sont  les  poljnomes  à  coeffi- 
cients constants  et  hypercomplexes.  Ces  polynômes  dépendent 
uniquement  du  groupe  (s)  et  sont  les  mêmes  pour  tout  choix  des 
m-\-  I  fonctions  u^q  =  u^  de  .Zo>  c'est-à-dire  pour  toute  fonction 
monogène  f{{x)). 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  discussion  précédente,  depuis  18". 

24°  Il  suffit  donc,  pour  avoir  les  Fpy,  de  choisir  une  fonction  mo- 
nogène f{{x))  particulière,  où  ces  polynômes  apparaissent  avec 
évidence. 
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20"  La  fonction  y  =  î^a^"'  ~P  est  évidemment  monogène  et  a  pour 
dérivée  e^{m —  [i)x"'~?~'.  H  viendra 

„  V^  /Y   <'-P-'f/«  — 3)! 


Y=o 


Faisons  (2v.",  //?  fine)  l  =:  o;  y  se  réduit  à 

u  =  ep^Ty"  "P. 

Comparons  avec  l'expression  (i)  du  23";  on  trouve 


et  enfin 


(m-^-Y)!      ' 


/Y 


Fpv=£p  — >  t  =  ZiXi-{-.  ..-^tmX,n- 


De  là,  pour  une  fonction  monogène  quelconque 

y  =  »; 
■V^  ^Y 

y  =  o 

26"  L'expression  de  Py  j)eui  être  simplifiée  par  une  proposition 
qu'on  va  établir. 

Prenons  un  entier  [jl,  i  '^  u.<m,  et  u.  indices  a^  (t  =  1 ,  2,  . . .,  p.), 
distincts  ou  non,  dans  la  suite  i,  2,  ..,,m.  Désignons  par  Q^  un 
quelconcpie  des  produits 


n 


Lf.MjME  [[jl].    —    0/?  a 


(l 


^>,Qu.=  0, 


:^5  ^; 


\  =  <o{\x)  ^=  m  —  [Jt  -(-  u, 


Je  dis  que  le  lemmc  [<x\  est  la  conséquence  du  Icmmc  [a  —  i]. 
En  ellet, 


''\ 


Q[A=  £).£3(Q|J.-1=  Q|J.-  1  2^  ^p<^'p).X'  P  =   '> 


y.     y  =  'i 
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le  tout  conformémenl  aux  propriétés  du  groupe  (s),  expliquées  au 
Chapitre  I.  Or 

p  =  X-i-y  =  m  —  (  [x  —  i)  -T-  <y  -{-j  —  i  =  9(|ji.  —  i), 
puisque  le  noinbre  <j  4-y'  —  i  est  sûrement  positif.  Alors 

^p  Va— 1  ^^  £ç([i  -I)  Qa-  1  =^  O 

en  vertu  du  lemme  [ui  —  i]  supposé  vrai. 
On  a,  par  suite, 

et  le  lemme  [tj.]  est  établi. 

Vérifions  enfin  le  lemme  [  i  ].   Faisons   a=i,  A  = '^  (p.)  ^  m. 

On  a  bien 

£>,  ^a  =  £/rt  ^a  =  0- 
Il  vient  aussi 

i  i 

En   vertu  du   lemme  [|J^],  l'expression  z^tv-  est  nulle  dès  que 
À  4-[jL>  m. 

C'est  là  le  résultat  que  nous  cherchions. 
2'7°  Reprenons  la  formule  du  25"  : 

(B  =  7/;  —  Y 

P        '■  Mo 

En  vertu  de  ce  qui  précède  (26"), 

Y  =  /H  » 

P  =  «I  —  Y  + 1 
Il  est  licite  de  remplacer  Py  par 

Il  étant    la    quantité   hvpercomplexe   dont   les   Uf^,  sont  les  coor- 
données. 

En  résumé,  il  vient  la   proposition  suivante  qui  contient  toute 
la  jirésentc  théorie  : 

Théouéme.   —   Toute  fonction    monogène  yr=f(^(^x))  de  la 
variable  iiypcrcontplexc  ./',  dans  le  groupe  commutatlf  (î),  est 


-  194 


Y  =  ' 


donnée  par  la  formule 

où  u  est  une  quantité  hypercomplexe  qui  ne  dépend  que  de  x^- 
La  quantité  u  et  la  fonction  y  se  définissent  mutuellement 
sans  ambiguïté. 

y  se  réduit  à  u  pour  a:,  =  ...  =  Xm  =z  t  =  o. 

La  formule  qui  donne  y  peut  se  représenter  symboliquement 
par  le  développement  taylorien  de  w(xo4-  t),  où  t  serait  l'accrois- 
sement donné  à  la  variable  Xg. 

28"  Vérifions  a  posteriori  que  f=f[(^x))  ainsi  définie  est  mo- 
nogène. 

Soit  ôco  ce  que  devient  la  dilTérenlielle  dio  (xq.,  x,,  ...f  x„i) 
pour  dx(,  =  0.  On  a  la  condition  de  nionogénéité  (i5") 

dy  =  £0  y  dxo  -+-  oy  ■—  y'  dr  =  y' {  îq  d^o  -+-  ^t  ), 

Dans  le  cas  actuel, 

t'" 

y  =     «(1)     -h-  «(2); 


«'"'-*->'■ 


m  : 
fm—l 


{m  — 1)1 


6(. 


La  relation  hy=y'ot  devient 

o  =  t'"  0/  =  Of"'  +  ", 

et  est  vérifiée,  car  ^"'+*  =  o,  puisque  la  matrice 

S  (/'"■+-')  =  S"'+'(0  =  o, 

comme  on  s'en  assure  aisément,  eu  égard  au  Chapitre  l. 

ag"  Pour  exprimer  la  dépendance   mutuelle  de  y  et  de  w,  ou 
écrira  y  =  <!>(«).  Ou  vérifie  de  suite  que  j^' = -p- ^sl  monogène 

avec 

/  =  *(«(•'). 

La   condition    de    monogéncilé   dy  =  y' dx  ou  (2^")  ^jy  ^=  y' ot 
donne  immédiatement,  pour  t  >  o, 
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De  là,  en  général, 

(/i  =:  Po^-. .  .-t-p,,,)- 

Ainsi  :  la  fonction  monogène  y  possède,  par  rapport  aux 
variables  scalaires  o^o,  .■■^Xm-,  des  dérivées  partielles  de  tous 
ordres,  lesquelles  sont  aussi  des  fonctions  monogènes  de  x. 
Pour  p  quelconque 

dp  y         di'v 


Soit  z  =  <ï>  f    lu  dxoj  •  On  aura 


dx 


y- 


z   est   une    fonction    monogène     de    x,  fonction   primitive   de 

30°  Soienty((x))  et  ^[(x))  deux  fonctions  monogènes  delà 
variable  hypercomplexe  x.  Je  dis  que  l^ expression  /((^((^)))) 
peut  encore  s'écrire  F  ((a:)). 

Posons,  en  effet, 

Il  viendra,  par  iiypothèse, 

dy=f{{z))dz,         dz  =  ^'{(x))d^,         dy  =  f{iz))^'{{x))dx, 
dy 


^^  -F'(ix))  =  f({z))cf'({x}). 


G.  Q.    F.   ,D. 


3i°  On  a  vu  (i6")  que  les  deux  matrices  (m  +  i)-aires 

j^/^r.)  et  ±Siy) 

\()x^/  Oxo 

sont  idenliques.  Donc 

()(xo,  .  .  .,  x,n)  \oxo      -^^l        \0x^/  l     dxo     J 

eu  égard  à  la  nature  de  S  (i3").  Si  w,,  (xq)  n'est  pas  une  constante. 
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on  pcul  exprimer  les  x^  à  l'aide  des  y^.  On  procédera  d'ailleurs 
de  proche  en  proche,  puisque  x^j,  n'a|)paraît  que  dans^a?  an  Pre- 
mier degré  et  avec  le  coefficient 

dyg,  _  dy^  _  du^ 

OXtx  <>^o  ^•^^0 

Bref,  on  peut  parler  de  la  fonction  imerse  de  la  fonction 
y  :=f([x)).  Je  dis  que  cette  fonction  inverse  est  monogène.  En 
elTet,  de  dy  =y'dx,  on  tire  dx  =y'~*  dy.  On  a  le  droit  de  parler 
de  l'expression  y~',  puisque  la  matrice 


est  inverlible. 
On  écrira 


S0")  =  — S(r) 


y  =  f{(x)),         x=f{iy)). 


3'i"  r.a  fonction  monogène  (29")  ^{u)=f{{x))  se  réduit  à  U 
(27"),  quand  la  variable  hypercomplexe  .r  prend  la  valeur  scalaire 

eo:ro  ou  .r„.  Ainsi 

U  =/((.ro)). 

Reprenons  les  notations  du  3o".  Pour  x  =  ta-'^o, 

se  réduit  à  w,   tandis  que 

F((.r))  =  <!>(«) 

se  réduit  à  u.  Il  vient  donc  (3o") 

33"  Faisons  en  particulier  cp  ((j;))  =/,  ((.r))  =  <I>(i\')  :=  fonction 
inverse  de/((j:")).  Alors  F((x))  =  .r,  n  =  Xo,  et,  sous  le  bénéfice 
du   32",  JTo  =/((«•)). 

De  même,  si /((x))  =  *(i'),  .z-y  =/,  ((f)).  Bref, 


^•o  =  /(('v  ))-/,(((•)). 


D'où  les  formules 


f{ix))=^P{v),         /,((:r))=4>{t».). 
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SOR  QOELQDES  POINTS  DE  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  INTÉGRALES; 
Pak  m.   E.   Goursat. 


1.  Le  théorème  capital  dans  la  théorie  moderne  des  équations 
intégrales  est  dû,  comme  l'on  sait,  à  M.  Fredholm,  qui  a  démontré 
que  la  solution  ^{x)  de  l'équation 


(I) 


vf(x)=f{x)  +  X  I     K(x,s)(f{s)ds, 

^  a 


considérée  comme  fonction  du  paramètre  X,  est  une  fonction  mé- 
romorphe  de  ce  paramètre.  Dans  le  Mémoire  de  M.  Fredholm,  ce 
théorème  apparaît  comme  nn  résultat  de  calcul.  Il  nous  est  aujour- 
d'hui bien  facile,  grâce  à  l'une  des  ingénieuses  méthodes  de  M.  E. 
Schmidt,  de  mettre  ce  point  en  évidence  presque  sans  aucun  cal- 
cul. La  démonstration  qu'on  va  lire  offre  quelque  analogie 
avec  la  démonstration  classique,  fondée  sur  le  théorème  d'addition, 
par  laquelle  on  démontre  que  les  intégrales  de  l'équation  diffé- 
rentielle 

sont  des  fonctions  méromorphes  dans  tout  le  plan. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  le  noyau  K(^',  y)  continij  ;  on 
satisfait /orme/Zeme/i^  à  l'équation  (i)  en  posant 

(2)  (p(.r)=/(a7)  4-X    /      r(^,5;X)/(5)«?5, 

r(x,  s\  a)  étant  la  fonction  résolvante  pour  lo  no^au  K(x',  y)  : 

(3)  Y{x,y\\)  =  K(.r,7)  +  XK(2'(ar,j^)-l-..,-(-X«-'  K^'^\x,y) -^. . .  ; 

R<^^(x,  y),  ...,  Y>S'^^{x,y),  ...  sont  les  no}'aux  qu'on  déduit  de 
K(^,j^)par  des  itérations  successives  (' ).  La  série  (3)  est  certai- 


(')   Voir   mon    Mémoire,    Recherches  sur    les  équations  intégra/es   linéaires 
{Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  igoS,  p.  i-tj8). 

XXXVIl.  i4 
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nemenl  convergente  pourvu  que  le  module  de  X  soit  assez  petit,  et, 
pour  ces  valeurs  de  )v,  la  formule  (2)  donne  explicitement  la  solu- 
tion (i>{x)  de  l'équation  (i).  On  voit  donc  que  'f  (a?),  considérée 
comme  fonction  du  paramètre  X,  est  une  fonction  analytique  de 
ce  paramètre,  régulière  dans  le  domaine  de  l'origine. 

Soit  maintenant  R  un  nombre  positif  quelconque  ;  désignons 
par  Cr  le  cercle  de  rayon  R  décrit  de  l'origine  comme  centre  dans 
le  plan  de  la  variable  )..  Nous  nous  proposorjs  de  démontrer  que  la 
fonction  analytique  ^{x)  précédente,  considérée  comme  fonction 
de  X,  est  méromorphe  dans  ce  cercle  Gr. 

Cela  est  évident  si  le  noyau  ¥>.[x,y)  est  de  la  forme  particu- 
lière 

K(a^,7)  =  X,Y,  +  ...+  X„Y„, 

X,,  . .  . ,  X„  étant  des  fonctions  de  x,  et  Y,,  .  .  , ,  ¥„  des  fonc- 
tions de  y.,  et  plus  généralement  pour  une  équation  intégrale  de 
forme  plus  générale 

(4)  ^{x)=f{x,\)-^\    I        ya^(x,l)^„(s,\)^is)ds, 


ap(x,\),  ^/,(;r,  X),  /(Xj'k)  étant  des  fonctions  régulières  de  X 
dans  le  cercle  Cr.  La  solution  o(x)  de  l'équation  précédente  s'ex- 
prime en  effet  par  le  quotient  de  deux  fonctions  régulières  du  pa- 
ramètre X  dans  ce  cercle  Cr  ('). 

Pour  prouver  qu'il  en  est  de  même  pour  un  noyau  continu  quel- 
conque, nous  emploierons  la  méthode  de  M.  Schmidt  (2),  qui 
repose  sur  les  lemmes  suivants  : 

I.  Le  rayon  de  convergence  de  la  série  (3)  est  au  moins  égal 
a  — =j  ou  1  on  a  pose 


L=  f     f   [Kix,y)]^dxdy; 


on  le  déduit  aisément  des  inégalités  de  Scliwarz. 


(')  E.  GouRSAT,  Sur  un  cas  élémentaire  de  l'équation  de  Fredholni  {Bulle- 
tin de  la  Société  mathématique,  l.  XXXV,  1907,  p.  162-173). 

(-)  E.  Schmidt,  Zur  Théorie  der  linearen  und  nicht  linearen  Integraiglei- 
chungen  {Mathematische  Annalen,  t.  LXIV,  p.  161-174). 
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II.  Étant  donné  un  noyau  continu  K(;r,y),  on  peut  toujours 
trouver  n  couples  de  fonctions  aip(x),  ^p{y)  tels  qu'on  ait 


/      /    k(x,jK)-2^p(^)P/'(r) 


£  étant  un  nombre  positif  quelconque. 

Gela  étant,  imaginons  qu'on  ait  choisi  n  couples  de  fonctions 
7.p[x)^  ^p{y)  de  façon  qu'on  ait 


(5) 


et  posons 


/         /         K(a;,j)-2«/^(^)?p(j^)      <^' 


K{x,y)  =  K{x,y)-^ap{x)<^p{y)- 


p  =  X 

la  fonction  résolvante  Y[x^y\\),  relative  au  noyau  auxiliaire 
K(a:,y),  est  une  fonction  régulière  du  paramètre  X  dans  le  cercle  Cr, 
d'après  le  premier  lemme  de  M.  Schmidt.  Or,  l'équation  (i)  peut 
s'écrire 

(6)  t^{x)=f{x)-\-'k  1     K{x,s)v^i^s)ds 


/.:^1 


ou  encore 

(7) 

en  posant 

(8) 


^  0 


ds. 


fi(x)=/{x)  +  l    I       ^rt„{x)^i,{s)<f{s)ds 


Mais,   si  nous  supposons  qu'on  ait  |X|  <;  R,  on  lire  de  l'écina- 
lion  (7) 

(9)  ^{x)  =  J\{x)^l  j     \'{x,t:l)Ji{t)dt, 
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et,  en  remplaçant/,  (.r)  par  son  expression  (8),  il  vient  encore 

+  X    r   f{x,(;  l)  f{t)dt 

I        I      f(x,t;l)^ccpit)^j,(s)o{s)dsdt. 


X2 


ti        '-^  Il 


Cette  dernière  intégrale  double  peut  aussi  s'écrire 


X2    /       y  p,,(s)(f(*)f/5    /      r(x,t;'K)oi,,(t)dt 


P  =  i 


r  " 


^{,,{x,\)  ^p{s)o(s)ds. 


Yy,(a7,  X)  étant  une  fonction  régulière  de  ).  dans  le  cercle  Gr. 
L'équation  (lo)  esl  donc  de  la  forme 


r^h 


(II)  ^(rr)  =  F(.r,X)  +  À    /       2/,,(:r,X)[3,,(5)tp(i-)rf5, 


P  =  \ 


F(a7,  X)  e\.fi{x,  \)  désignant  des  fonctions  du  paramètre  \  régu- 
lières dans  le  cercle  Cr.  C'est  donc  une  équation  de  la  forme  (4), 
et  l'on  a  observé  que,  dans  ce  cas  particulier,  la  solution  o{x)  est 
le  quotient  de  deux  fonctions  de  X  holomorphes  dans  Cr,  c'est- 
à-dire  une  fonction  méromorphe  dans  ce  cercle. 

Le  ravon  R  élant  un  nombre  positif  quelconque,  il  s'ensuit 
que  oi^x)  est  une  fonction  méromorphe  deX  dans  tout  le  plan. 

2.  La  méthode  de  M.  Sclimidt  pour  la  résolution  de  l'équa- 
tion (i)  consiste,  comme  on  voit,  à  décomposer  le  noyau  K(j?,  j') 
en  deux  no}aux 

n 

P  =  \ 
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le  nojau  K{x,  y)  étant  tel  que  la  fonction  résolvante  correspon- 
dante r(a7,  y,  X)  soit  une  fonction  holomorpiie  du  paramètre  dans 
un  cercle  dont  le  rayon  est  supérieur  à  |'à|.  On  a  ensuite  à  ré- 
soudre successivement  deux  équations  intégrales,  pour  l'une  des- 
quelles le  noyau  est  K(a7,  y),  tandis  que  le  second  noyau  est  de  la 

n 

forme  spéciale  ^X,,  Y,. 
1 

L'étude  que  j'ai  faite  des  propriétés  de  la  fonction  méromorphe 
r(x,y;  X)  dans  le  Mémoire  déjà  cité(*)  conduite  une  décompo- 
sition analogue  du  problème,  mais  non  équivalente  à  celle  de 
M.  Schmidt. 

Soit  Rie  module  de  la  valeur  donnée  de  \  dans  l'équation  (i) 
qu'il  s'agit  de  résoudre,  et  soient  c,,  C2,  •••,  Cm  les  pôles 
de  r(a7,  y]  \)  dont  le  module  est  inférieur  ou  au  plus  égal 
à  R,  hi(a:,  y)  le  noyau  principal  relatif  au  pôle  ci.  Posons 

^i{x,y)  =  ^hi{x,y),         K^{x,  y)  =  K{x,  y)  —  Ki{x,  y); 

les  deux  noyaux  K,  {x^  y),  K2(^,  y)  sont  orthogonaux,  et,  si  l'on 
ajoute  les  solutions  cp,  (a?),  'f2(^)  des  deux  équations  auxiliaires 

r'' 
(12)  '^x{x)=f{x)^\   i     K,(a;,s)tp(s)rf5, 

(i3)  t!^^{x)=f{x)-\-\  f   \i^{x,s)^{s)ds, 

la  somme  'j3(^)  =  cp,  (a;) -h  92(-2^)  est  la  solution  cherchée  de  l'é- 
quation (1).  Or  le  noyau  K,(x,  j)  est  de  la  forme  spéciale  SX/ Y/, 
tandis  que  la  fonction  résolvante  \^.i{^x^y\\)  relative  au  noyau 
}L<i{x^y)  est  une  fonction  holouiorphe  de  X  dans  un  cercle  de 
ravon  supérieur  à  R.  On  voit  (ju'.ivec  celte  méthode  les  deux 
é(}uations  auxiliaires  (12)  et  (i3)  sont  absolument  indépendantes 
l'une  de  l'autre,  ce  qui  n'a  pas  lieu  avec  le  procédé  de  M,  Schmidt. 
On  peut  observer  aussi  que  rien  n'empêche  de  comprendre,  parmi 

(')  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  içioS. 
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les  pôles  C) ,  Co,  •  • .,  Cm,  quelques-uns  de  ceux  dont  le  module  est 
supérieur  à  R;  la  seule  condition  essentielle,  c'est  que  dans  cette 
suite  figurent  tous  les  pôles  de  r(x,  y,  X)  dont  le  module  ne  dé- 
passe pas  R. 

3.  Les  noyaux  de  la  forme  particulière  p{x)  q{y)  S(x,jk)»  où 
S{x^y)  est  une  fonction  symétrique  de  x  et  dey,  se  présentent 
dans  plusieurs  questions  importantes  de  Physique  malhéinatique. 
Lorsque  le  [^roAvnl  p[x)q{x)  conserve  un  signe  constant,  on  a 
déjà  démontré  de  diflérentes  façons  que  ces  noyaux  jouissent  des 
mêmes  propriétés  que  les  noyaux  symétriques,  c'est-à-dire  que 
tous  les  pôles  de  r(a;,y,  \)  sont  réels  et  du  premier  ordre.  On 
peut  encore  le  démontrer  en  s'appuyant  sur  une  relation  presque 
évidente  entre  les  fonctions  fondamentales  associées,  qui  n'a  peut- 
être  pas  été  remarquée.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  queyD(a:), 
<jf(y),  S(^,  y )  soient  des  fonctions  continues,  ou  tout  au  moins 
bornées  et  inlégrables,  et  soit  A,  un  pôle  de  r(ar,_y;  X);  ?/(^)  étant 
une  fonction  fondamentale  correspondant  à  ce  pôle,  on  a 


(i4) 


Oi{x)  =  \i  I     p{.T)q(s)S(x,s)tf,(s)ds, 


d'où  l'on  déduit  que  cp/(^)  est  le  produit  de />(^)   par  une  autre 
fonction  bornée  Tii(x).  En  posant 

(fi(x)  =p{x)TZi(x), 

l'égalité  (i4)  devient 

(l5)  i:,(ar)  =  X/   /     p{s)q{s)S{x,s)TZi(s)ds. 

On  est  conduit  à  la  même  équation  (i5)  en  partant  de  l'équation 
associée 

(i6)  ^i{x)  =  li    f  p(s)q{x)S(s,x)^,(s)ds, 

et  en  posant  'li{x)  =  q(x)-n:i{x),  puisque  S(x,  s)  =  S(5,  x). 
On    en    conclut    que,  si  ^,  (x)   est    une   solution  de  léqua- 
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tion  (14)5 

est  une  solution  de  l'équation  (16),  et  réciproquemenl. 

Cela  posé,  soient  X,,  \  deux  pôles  distincts,  cp,(^)et  ^.^{x) 
deux  fondions  fondamentales  correspondantes.  D'après  la  pro- 
priété générale  d'orthogonalité,  on  aura 

(17)  /•'^l^lM^lii^rf^^.o. 

Supposons  qu'il  j  ait  un  pôle  imaginaire  X,  =  a4-  [3^ —  1,  et 
soit  a(:r)  4- p(.r)  y/ — i  une  fonction  fondamentale  correspondant 
à  ce  pôle;  à  la  racine  conjuguée  ^2  =  a  —  [3  y/ —  i  correspond  la  fonc- 
tion fondamentale    u{x)  —  t'(,r)y/ — I,    et  la  relation  (ly)  devient 

Il  est  clair  qu'une  telle  relation  est  impossible  si  le  produit 
p{x)q[x)  conserve  le  même  signe  dans  l'intervalle  («,  b). 

En  restant  dans  cette  hypothèse,  on  pourra  démontrer  ensuite 
que  tous  les  pôles  sont  du  premier  ordre,  en  montrant  qu'à 
une  racine  d'ordre  n  de  D(X)  correspondent  n  fonctions  fonda- 
mentales distinctes.  Il  suffira,  par  exemple,  de  répéter  la  démons- 
tration que  j'ai  donnée  dans  le  cas  d'un  noyau  symétrique  ('),  en 
prenant  pour  la  fonction  ^z^[x)  une  fonction  de  la  forme        , 

p{x) 

Remarque.  —  La  relation  précédente  entre  les  fonctions  fon- 
damentales associées  s'appliquerait  aussi  aux  novaux  de  la  furme 

p{^)qiy)  S'(a7,7), 

S'(j7,  y)  étant  tel  qu'on  ait 


(')  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  iijo8,  p.  3o. 
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D'ailleurs,  le  noyau  qu'on  en  déduit  par  itération 

/     P(3:)q(s)S'(x,s)p(s)q(y)S'(s,y)ds 

est  de  la  forme 

/'(^)^(j)Si(rr,  jK), 

S(  étant  symétrique. 


SDR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DÉPENDANT  DE  PARAMÈTRES  ARBITRAIRES; 

Par  m.  Emile  Gotton. 

Les  solutions  Xt,  .  .  ,,  Xn  d'un  système  d'équations  différen- 
tielles dépendant  de  paramètres  arbitraires  pi.,,  ...,  [i.^,  déterminées 
par  les  valeurs  initiales  a,,  ...,  a„,  qu'elles  prennent  pour  une 
valeur  to  de  la  variable  indépendante  t,  sont  fonctions  de  ces 
valeurs  initiales  et  de  ces  paramètres.  Le  but  de  cet  article  est 
d'établir  que,  dans  des  conditions  qui  seront  précisées  plus  loin, 
les  fonctions  x,,  ...,  x„  admettent,  par  rapport  aux  variables 
a,,  . .  .,  a„,  [X,,  . . .,  jo.,.,  des  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre  N. 
Cette  proposition  sera  désignée,  dans  les  lignes  suivantes,  par  la 
lettre  A. 

On  sait  que  M.  Poincaré  (')  a  élabli  que,  dès  que  certaines 
hypothèses,  qu'il  est  inutile  de  rapf)eler,  sont  remplies,  .r,,  ...,  Xn 
sont  fonctions  analytiques  des  variables  a^,  ...,  «„,  ui,,  ...,  U;..  Sa 
démonstration  est  basée  sur  l'emploi  des  fonctions  majorantes; 
MM.  Picard  et  Lindelof  (2)  en  ont  donné  d'autres  en  utilisant  la 
méthode  des  approximations  successives. 

Les  hypothèses  sur  lesquelles  repose  la  proposition  A  sont  plus 
larges  que  celles  qui  correspondent  au  théorème  de  M.  Poincaré; 
A  est  toujours  vérifiée  lorsque  le  théorème  est  applicable,  mais  elle 
peut  l'être  encore  dnns  des  cas  où  l'on  ne  peut  plus  utiliser  ce 
théorème. 

(')  Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  l.  I,  Cliap.  II. 

O  Voir,  à  ce  sujet,  le  Tome  III  du  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard,  Chap.  VIII, 
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D'autre  part,  la  proposition  A  peut  conduire  souvent  aux 
mêmes  conséquences  que  Le  théorème  de  M.  Poincaré.  Par 
exemple,  divers  théorèmes  concernant  les  solutions  périodiques, 
dus  au  même  géomètre,  reposent  sur  l'existence  des  solutions 
d'un  certain  svstème  (S)  d'équations  finies,  dont  les  premiers 
membres  se  construisent  très  simplement  à  l'aide  des  fonctions  x 
des  a  et  des  ji.  envisagées  plus  haut.  La  démonstration  de  M.  Poin- 
caré utilise  la  théorie  des  fonctions  implicites  définies  par  des 
équations  analytiques.  Mais  on  peut  aussi  par  diverses  méthodes, 
en  particulier  par  celle  des  approximations  successives,  comme  l'a 
montré  M.  Goursat  (').  édifier  une  théorie  des  fonctions  impli- 
cites en  faisant,  sur  les  premiers  membres  des  équations  qui  les 
définissent,  l'hypothèse  moins  restrictive  de  l'existence  des  déri- 
vées des  premiers  ordres.  Le  rapprochement  de  cette  théorie  et 
de  la  proposition  A  donne  une  démonstration  des  théorèmes  de 
M.  Poincaré  sur  les  solutions  périodiques.  Cette  démonstration, 
aussi  simple  que  l'ancienne,  élargit  le  domaine  d'application  de 
ces  théorèmes  (-). 

La  proposition  A  dont  nous  venons  de  montrer  l'intérêt  a  été 
signalée,  soit  dans  des  cas  particuliers,  soit  dans  sa  généralité,  par 
divers  auteurs  {^voir  les  noies  pour  la  bibliographie).  Il  est  com- 
mode, pour  abréger  l'écriture,  de  la  présenter  (n°  o)  comme  cas 
particulier  d'une  proposition  générale,  énoncée  au  n°  4,  et  dont  on 
trouvera  plus  loin  deux  démonstrations.  La  première  (n"!),  à  la- 
quelle l'exposé  actuel  n'apporte  guère  que  des  perfectionnements  de 
détail,  est  très  rapide,  mais  elle  est  basée  sur  des  hypothèses  plus 
restreintes  que  la  seconde  (n"  2).  Celle-ci,  que  je  crois  nouvelle, 
conduit  (n"  3)  à  une  proposition  générale  concernant  le  calcul  des 
approximations  successives  qu'il  m'a  paru  intéressant  de  signaler. 

1.  Soit  d'abord  une  seule  équation  du  premier  ordre  dépendant 
d'un  paramètre  |jl, 

(.)  ^=/(-.'.^)- 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  l.  XXXI,  igoS,  p.   184. 

(^)  D'une  façon  générale,  dans  le  domaine  réel,  la  méthode  des  approximations 
successives  de  M.  Picard  paraît  avoir  une  puissance  supérieure  à  celle  des  fonc- 
tions majorantes. 
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Faisons,  à  son  sujet,  les  hypothèses  suivantes  : 

Pour  [j.i=:  o,  et  dans  l'intervalle  1(^0=  ^  =  ^«)^  l'équation  (i)  admet 
une  solution  JK(^)-  Lorsque  le  point  {x,  t)  varie  dans  un  domaine  D 
entourant  la  partie  de  la  courbe  intégrale  y{t)  correspondant  à 
l'intervalle  I,  et  que  j  p.  |  reste  inférieur  à  un  nombre  e,  la  fonction/ 
est  continue  et  admet  par  rapport  aux  variables  x  et  jxdes  dérivées  du 
premier  ordre,  fonctions  continues  etboniées  des  variables  x^  t  el  a. 

Soit  a{\i.)  une  fonction  de  [x  telle  que 

admettant  pour  |[jl|  assez  petit  une  dérivée  continue. 

Si  la  valeur  absolue  de  p.  est  assez  petite,  l'équation  (i)  admet 
une  solution 


(2) 


a^  =  '?a(f,  1^), 


prenant  pour  t  =  t^  la  valeur  «(p),  bien  définie  dans  l'intervalle  I, 
et  intérieure  dans  cet  intervalle,  au  domaine  D  (  '  ). 

Nous  allons  établir  que  cette  solution  admet  une  dérivée  par- 
tielle par  rapport  à  |jl  (-). 


(  ')  Soient 


et 


ia(!x)-  a(o)|£Tfi, 

\/[y(.t),t,ii]-/[y{t),t,o]\ici, 
\/'A^,t,v.)\<b, 

ces  inégalités  étant  valables,  dans  riiilervaile  I,  pour  |  jx  |  <  £  et  quand  (x,  t)  reste 
dans  D. 

On  peut  démontrer  (voir  Acta  mathematica,  t.  XXXI,  p.  ii3,  n°4)  que  la  so- 
lution <fa{t,  \>.)  satisfait  à  l'inégalité 

l<P«(MA)-r(0l^4'(^T^,  «)  =  -^ic''('-'o>+  ^(e''('-'o)-i). 

On  peut  rendre  tj  et  a  aussi  petits  que  l'on  veut  en  prenant  \l  assez  voisin  de 
zéro,  et  obtt-nir  ainsi  une  courbe  intégrale  (2)  intérieure  au  domaine  D  lorsque^ 
varie  dans"  l'intervalle  I. 

En  d'autres  termes,  l'intégrale  (a)  est  une  fonction  continue  du  paramètre  \x. 
pour  la  valeur  [i  —  o  lorsque  t  varie  dansi  La  même  propriété  s'étend  à  toutes  les 
valeurs  [x,  de  |a  assez  petites  en  valeur  absolue;  ce  cas  se  rauiéne  au  précédent  par 
la  substitution  (x  =  |jl,  -f-  [x'. 

Voir  Hadamard,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXVIII, 
1900,  p.  64,  et  PiCAiiD,  Traité  d'Analyse,  a'  édition,  t.  II,  p.  332. 

(')  Gomme  le  fait  observer  M.  Peano,  cette  proposition  et  les  suivantes  sont 
une  extension  du  théorème  classique  sur  la  dérivation  sous  le  signe  somme; 
elles  paraissent  avoir  la  même  importance  que  lui. 
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Considérons,  pour  cela,  le  système 

et  intégrons-le  par  la  mélliode  d'approximations  successives  de 
M.  Picard.  JNoiis  poserons 

et  nous  déterminerons  de  proche  en  proche  les  approximations 
successives  j/,  j/  par  les  formules 

l  jK,(0  =^(f)  ^  y   f{yi-ut,\x)dt, 
(5) 

\yi{t)  =  a'(ix)+f  {/{,,{ y i-u  ^  Mt)  +y/-,/i(r/-i,  ^  l^)]  dt. 

Nous  allons  établir  que  les  séries 

(6)  X{t,  \x)  =  Oa{t,  \i.)  =  Jo-t-(ri  — ro)   +-... -4- rjK/-JK,--i  )+..., 

(7)  x'{t,^)=  j;  +  (yj_y^)^_...-4_(y._y._,)  ^_.,. 

sont  uniformément  convergentes;  les  termes  de  la  seconde  étant 
les  dérivées  des  termes  correspondants  de  la  première,  ainsi  que 
le  montrent  les  foimules  (4)  et  (6),  nous  démontrerons  bien  ainsi 
que  « 

dxit,  \l) 


(8)  ^'{t,v)  = 


d^ 


La  convergence  uniforme  de  la  série  (6)  peut  être  établie  par  la 
théorie  classique  de  la  méthode  d'approximations  successives  de 
M.  Picard  appliquée  à  l'équation  (i).  L'exislenceetia  nature  bornée 
de  la  dérivée  parlielic  f^l-ix,  t,  jx)  permettent  en  eflel  d'écrire  une 
inégalité  de  Lipschilz  pour  /"  considérée  comme  fonction  de  x. 

La  même  démonstration  s'applique  à  la  série  {^'j)  si  Von  admet 
que  /|I(^,  <,  ^  et  f,l{x,  t,  jo.)  satisfont,  en  tant  que  fonctions 
de  X,  à  certaines  inégalités  de  Lipschitz  lorsque  |[a|  est  assez 
petit;  que  t  appartient  à  ici  que  le  point  (x,  t)  est  dans  D. 
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On  a  ainsi  une  première  démonstration,  très  rapide,, de  la  pro- 
position énoncée  (*). 

2.  Mais  l'hypothèse  supplémentaire  sur  laquelle  repose  celle 
démonstration  n'est  nullement  nécessaire,  comme  l'ont  montré 
MM.  Peano  et  von  Escherisch  (2). 

Nous  allons  l'établir  par  un  procédé  simple  que  nous  croyons 
nouveau. 

Ecrivons  les  inégalités  suivantes  valables  lorsque  le  point  (x,  l) 
reste  dans  la  partie  de  D  correspondant  à  rintervalle  I,  et  pour  |  u. | 
assez  petite. 

(9)  l/x|<6,         l/,ll<c,         |a'(ix)|<V. 

Montrons  d'abord  que  la  somme  y'/  des  i premiers  termes  de  la 
série  (7)  reste  finie  quand  i  croît  indéfiniment. 

Comparons  pour  cela  y'^=zo^  y',,  .  .  .,  y]  aux  termes  de  la 
suite  Yp=o,  Y',,  .  .  .,  Yy  obtenue  en  intégrant  l'équation  linéaire 
à  coefficients  constants 


(10) 


dt 


=  6X'-f-c 


par  la  méthode  des  approximations  successives,  la  première 
approximation  étant  Y|,  =  o  et  les  suivantes  correspondant  aux 
conditions  initiales 


(')  M.  Picard  (Note  ajoutée  au  Tome  IV  des /.epo/J^  sa/- /a  théorie  des  surfaces 
de  M.  Darboux)  établit  la  convergence  uniforme  de  la  série  (7)  en  considérant 
la  seconde  équation  (3)  (ou,  plus  exactement,  le  cas  particulier  correspondant 
à  /jl=o)  comme  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

MM.  Nicoletti  {Lincei,  i5  décembre  iSgS)  et  von  lîscherisch  (Sitziingsberichte 
der  Wiener  Akademie,  l.  CLWIII,  1899,  p.  622)  ont  indiqué  la  démonstration 
donnée  ci-dessus. 

{■)  Voir  l'intéressant  article  de  M.  Peano  (Atti  di  Torino,  1897-1898);  la  lec- 
ture des  démonstrations  en  est  malheureusement  diflicile  pour  le  lecteur  non 
habitué  à  la  notion  de  nombre  complexe  et  aux  symboles  employés.  Voir  aussi 
un  article  de  M.  Hadamard  (Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France, 
l.  XXVIII,  1900,  p.  64).  M.  Nicoletti  {Atti  di  Torino,  1897-1898)  a  signalé  incidem- 
ment ce  résultat  et  M.  von  Escherisch  l'a  démontré  (loc.  cit.)  en  utilisant  un 
théorème  non  classique  concernant  la  dérivation  des  séries. 
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On  voil  bien  aisément  de  proche  en  proche  que  Y|  >  \y'i\  quel 
que  soit  i.  Pour  une  même  valeur  attribuée  à  t,  les  Y,'  croissent 
avec  i,  et  tendent  vers  la  limite 

(11)  Y'=(v+|)«^"-'o'-|' 

Si  donc  t  reste  dans  T,  on  peut  trouver  un  nombre  m  tel  que, 
quel  que  soit  i, 

(12)  \yi\<\'<m. 

Ce  point  établi,  nous  allons  démontrei'  que  la  valeur  absolue 
de  la  somme  de  h  termes  suivant  le  terme  de  rang  i -\- p  dans 
la  série  (7)  peut  être  rendue^  quelle  que  soit  la  valeur  de  t 
[comprise  dans  I),  et  quel  que  soit  A,  aussi  petite  qu'on  veut 
en  prenant  i  et p  assez  grands^  ce  qui  établira  bien  la  conver- 
gence uniforme  de  cette  série. 

La  somme  en  queslion  est 

(  '  3  )  8/+p,/j  =  fi+p+h  —  y'i^p- 

On  peut  écrire 

(i4)     S,-Hp,/,=  /    ][f^{yi+p+u-i-,  t,  ii)—fl^{yi+p-i,  t,  n)] 

+  y'i+p+h-i  [fx  (  yi+i>+h-\,  t,  ij.)—f^{yi+p-t  ,t,[L)] 

-t-  8i+p-i,h/xiyi+p-ty  «,  [^)i  dt. 

En  vertu  de  la  convergence  uniforme  de  la  série  (6)  et  de  la  conti- 
nuité des  dérivées  /^.  et  f^^  ies  deux  différences  entre  crochets 
peuvent  être  rendues  aussi  petites  qu'on  veut  en  valeur  absolue  en 
prenant  ^  assez  grand.  Tenant  compte  alors  de  l'inégalité  (12),  on 
voit  qu'on  peut  déterminer  un  nombre  y,  tel  que 

(i5)  yi>\fi,(yi+p-^h-i,t,  \>-)-  fli.(yi+p-ut,  \>.) 

-¥■  y'up+u- 1  [fx  (  y'i+p^h- 1 .  ^  (^  )  —  /i  (  y'i+p- 1 .  M^ )]  1 , 

et  que  ce  nombre  -^i  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  veut  pourvu 
que  i  soit  assez  grand. 

Gela  étant,   en   rapprochant  l'égalité  (i4)   des   inégalités   (i5) 
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et  (y),  on  voit  que 


dt. 


On  a 


Oj,A|<2/n. 


Prenons  alors  A,=  a  m,  et  déterminons  de  proche  en  proche  les 
fonctions  A/^^  par  la  relation  de  récurrence 


(17) 


b£ii+,,-i)dt; 


nous  obtenons  aisément  (  '  ) 

bii-/.r 


(i8)      A 


i+/>  ~!^\ 


(i-to) 


1.1... p       \ 


bP{t  —  to)'' 

1.2.../? 


Il  est  d'ailleurs  manifeste  que 


(19) 

et  comme  on  a 

(•20) 


'i+P, 


A  1  <  A, 


i+pi 


g^l/,-<o)—  I  l,p(i^  —  to)P 


puisque  i  est  censé  compris  entre  to  et  <,,  on  voit  bien  qu'en  pre- 
nant i  et  p  assez  grands,  |o/^^,a|  peut  être  rendue  aussi  petite 
qu'on  veut;  c'est  ce  qu'il  fallait  établir. 


(')  A,^    est  la  p"""  approximation  dans  l'inlégralion  de  l'équalion  différentielle 

df  =  ^'^'^" 

par  la  méthode  de  M.  l'icard,  la  première  approximation  étant  y. m,  et  toutes  les 
approximations  suivantes  s'annulant  pour  t  =  t„.  On  aurait  donc  pu  se  dispenser 
de  calculer  A;^  ,  puisiiue  celte  fonction  tend  uniformément  vers  sa  limite  dans 
l'intervalle  t„t^. 

Cette  remarque  s'applique  aussi  bien  quand  on  a  plusieurs  équations  telles  que 
l'équation  (i4)>  et,  par  suite,  plusieurs  expressions  analogues  à  A,_,  ,  dont  le  calcul 
pourrait  alors  paraître  cuinpliqué. 
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3.  La  démonslralion  précédente  peut  évidemment  être  ratlachée 
à  la  proposition  plus  générale  que  voici.  Soit  donnée  une  suite  de 
fonctions 

(21)  Fi(x,t),      Fi{x,t),       ...,      Fn{T,t),       ..., 

uniformément  convergente  lorsque  le  point  (t,  t)  reste  dans  un 
domaine  D.  On  suppose  que  ces  fonctions  sont  continues  dans  ce 
domaine,  et  qu'elles  satisfont  à  une  même  condition  de  Lipschitz 

(il)  ;  ¥i{x,  t}  —  Fi{x',  t)\<,b\x  —  x'\. 

Soit  X  =  Yo(t)une  fonction  continue,  le  point  [jKo('o)»  ^o] étant 
intérieur  à  D.  Considérons  la  suite  de  fonctions  définies  par  la  loi 
de  récurrence 

(a3)  yiit)  =  yo{to)+f  ¥i{yi-^,t)dt. 

On  peut  déterminer  un  intervalle  I  (fo  <  ^  <C  ^i  )  t^l  <jue  dans 
cet  intervalle  :  \°  toutes  les  fonctions  yi{t)  soient  définies; 
2°  yi{t)  converge  uniformément  vers  une  limite. 

1/existence  des  diverses  fonctions  y/(^)  s'établit  sans  difficulté 
par  le  même  raisonnement  qui  sert  à  prouver  l'existence  des 
approximations  successives  dans  l'application  de  la  méthode  de 
M.  Picard.  Pour  établir  la  convergence,  considérons  la  différence 
analogue  à  (i3) 

Oi-i-/,,h  =  yi-i-p+Zi —  yi+i>- 

\ 

On  peut  écrire 

(24)  ^i-i-p,h=    I      \[Fi+p-i-h{yi+p+/t-li)    —Fi+p+h{yi+p-lf)] 

-^[Fi+p+hiyt^p-i  t)  —      Fi+p(yi+p-i  t)]\  dt. 

Soit  y,-  un  nombre  supérieur  à  la  valeur  absolue  de  la  seconde 
diflférence  ;  y,  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  peut  en  prenant  i 
assez  grand.  Tenant  compte  alors  de  la  condition  de  Lipschitz (22), 
on  déduit  de  (24)  l'inégalité 

(25)  \li-^p,h\<  l  !Y'-+-*|0'h-/'-i,/'!' ^' 
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analogue  à  l'inégalité  {i^),  et  le  raisonnement  s'achève  comme  au 
numéro  précédent. 

Soit  F(a7,  t)  la  limite  de  la  suite  (21);  la  fonction  y{t),  limite 
de  y{t),  vérifie  l'équation  différentielle 

(26)  ^  =  F(:r,0. 

On  pourrait  généraliser  ce  qui  précède  en  supposant  que  les 
valeurs  initiales  des  approximations  successives  (pour  t=zto) 
varient  avec  i  en  tendant  uniformément  vers  une  limite. 

4.  C'est  pour  ne  pas  compliquer  les  notations  que  nous  avons 
considéré  dans  les  numéros  précédents  une  seule  équation  et  un 
seul  paramètre;  mais  le  raisonnement  subsiste  dans  le  cas  où 
équations  et  paramètres  sont  en  nombre  quelconque,  et  l'on  peut 
énoncer  ainsi  qu'il  suit  le  résultat  correspondant  à  la  proposition 
établie  aux  n""  1  et  2. 

Soit 

(27)  -^  =/(a?,,  ...,a7„;  f;  |i,,  ...,  fX;,)         (t  =  i,  2,  . . .,  n) 

un  système  d'équations  différentielles  dépendant  de  paramètres 
arbitraires  |j.,,  ...,  [Jl^,.  On  admet  que,  lorsque  jx,  =  . . .  =  [jl^,  =  o 
et  que  t  varie  dans  l'intervalle  I(^o<^<C^i)»  '^  s)'Stème  (2^)  est 
vérifié  par 

On  suppose  que  dans  un  domaine D  de  la  multiplicité  j?,, ...,  a:,,,  t 
comprenant  à  son  intérieur  la  partie  de  la  courbe  intégrale  précé- 
dente correspondant  à  I,  et  que  les  valeurs  absolues  des  para- 
mètres [A  sont  assez  petites,  les  f  sont  continues  et  admettent  par 
rapport  aux  variables  x  el  [n  des  dérivées  premières  continues. 

Soient  a^  (pi,,  . . .,  [Xy,),  . . .,  a„([jL,,  . . .,  ^p)  des  fonctions  admet- 
tant des  dérivées  premières  continues  lorsque  les  valeurs  absolues 
des  paramètres  jji  sont  assez  petites,  telles  que 

a,(o,  ...,o)=j,(<o),         ••.,         a„(o,  ...,o)  =  j„(<o)- 

Les  intégrales  du  système  (2-),  déterminées  par  les  condi- 
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lions  iniliales 

sont,  lorsque  |  [J-i  |,  . . .,  \\f-p\  sont  assez  petites,  définies  dans  tout 
V intervalle  f,  correspondent  à  des  courbes  inléricares  à  D,  et 
admettent  par  lapport  à  jj.,,  ...,  u,p  des  dérivées  du  premier 
ordre. 

Ces  dérivées  -— ^  =  x;/,  vérifienl  les  équations 

1   dxii,         àfi  èfi  dfi 

(29)  '     dl  ùxx  Oxn  d[x,t 

(       (i  =  I,  a,  ..., /i; /i  =  1, -2,  ...,/>), 

où  les  X  sont  remplacés  par  les  intégrales  corresporidanles  de  (27). 

On  peiil  iTiainlenanl  passer  des  dérivées  du  premier  ordre  aux 
dérivées  d'ordre  cpielconque  en  modifiant  convenablement  les 
hypothèses. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  cpie,  dans  le  domaine  D  el  pour  les 
petites  valeurs  de  |  ;/,  | ,  .  . . ,  |  [Xp  j,  les  /"  admettent  j)ar  rapport  aux  x 
et  aux  [jL,  et  les  a  par  lapport  aux  ]x  des  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre  conlinues,  les  x  admettent  par  rapport  aux  para- 
mètres uL  des  dérivées  du  second  ordre. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  d'appliquer  le  résultat  piéccdcnt  (' )  au 
système  formé  par  la  réunion  des  équations  (27)  et  (29). 

Des  dérivées  du  second  ordre  on  f)asse  à  celles  du  troisième,  etc., 
el  l'on  voit  ainsi  que  : 

Si  dans  les  voudxùou^,  précédentes  les  f  et  les  a  admettent  par 
rapport  aux  va/iables  xi  et  [ji^  des  dérivées  d'ordre  inférieur 
ou  égal  à  N,  ces  dérivées  étant  conlinues,  les  intégrales  consi- 
dérées du  système  (27)  admettent  aussi  par  rapport  aux  [x  des 
dérivées  d'ordre  inférieur  ou  égal  à  N  (-). 


(')  Les  équations  (  ^g  )  étai)l  linéaires,  il  n'est  pas  nécessaire  de  compléler  les 
conditions  précédentes  par  des  inégalités  relatives  aux  variables  x,,,. 

('^)  Nous  avons  supposé  que  la  valeur  initiale  t^  de  l  était  une  constante.  On  pour- 
rait aussi  bien  la  regarder  comme  fond  ion  des  p.,  et  étudier  encore,  comme  fonc- 
tions de  |Ji,  les  valeurs  des  intégrales  pour  t  =  t„->r-  h,  h  étant  constant.  On  arrive 
à  des  résultats  analogues  aux  précédents  si  l'on  ajoute  aux  h3pollièses  précé- 
dentes celle  de  l'existence  et  de  la  continuité  des  dérivées  des/  par  rapport  à  t; 
il  suffit  pour  s'en  assurer  de  faire  le  changement  de  variable  t  =  t^-i-  t'  qui 
ramène  ce  cas  au  précédent. 

xxxvii.  i5 
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ù.   Supposons  qu'on  ait 

p  =z  r  -\-  n 
avec 

et  que  les^"  soient  indépendants  de  \>-r+\i  ••-,  p-r+z^  ;  nous  obtenons 
la  proposition  suivante,  dont  l'intérêt  a  été  signalé  au  début  de  cet 
article. 

A.   Soit  donné  un  système  d'équations  différentielles 

(3o)  -^  ^/i{Xi,  ...,x„;t;  [Kl,  ...,  ij.,)        (t  =  1,  2,  . . .,  n) 

dépendant  de  païamètres  arbitraires  jjl,,  ...,  jjl,.,  admellanl  lorsque 
tous  ces  paramètres  sont  nuls  et  que  t  varie  dans  un  inler- 
Viiile  l(to<i  i  <i  ti)  des  solutions  j',  {t),  . .  ■■,  yii{t),  satisfaisant  en 
outre  à  la  condition  suivante  :  Lorsque  le  point  (jC(,  . .  .,x„\  l)  reste 
dans  un  domaincD  entourant  la  partie  de  la  courbe  j^^,  (/),  ..., y„{t) 
correspondant  à  1,  et  (|ue  |[-i||,  •••,  |jJ^r|  sont  assez  petites,  les/ 
sont  continues  et  adipetlent  par  ra|)port  aux  variables  j;  el  [x  des 
dérivées  partielles  jus(|u'à  l'ordre  N,  ces  dérivées  étant  elles-ujènies 
continues. 

Les  intégrales  du  système  (3o),  déterminées  par  les  condi- 
tions initiales 

X \  =  <Zi ,  Xn  =  05^,  l  ^^  l\j, 

sont,  pour  des  valeurs  assez  petites  de 

intérieures  à  D.  Ces  intégrales  admettent  par  rapport  aux 
valeurs  initiales  a  et  aux  paramètres  ^  des  dérivées  partielles 
d'ordre  inférieur  ou  égal  à  N. 
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SUR  LES  DÉGÉNÉRESCENCES  DES  SURFACES  DESMIQUES; 
Par   m.    Ch.    BiocHK. 

M.  G.  Huniberl  a  déduit,  par  un  calcul  ingénieux,  de  la  repré- 
senlallon  des  surfaces  desmiques  au  moyen  des  fonctions  elliptiques, 
une  dégénérescence  de  ces  surfaces  (').  On  peut  obtenir  direc- 
tement cette  dégénérescence,  et  d'autres  encore,  par  un  procédé 
direct  et  très  élémentaire. 

1.  On  sait  (-)  que  deux  tétraèdres  homologiques  de  quatre 
façons  différentes  définissent  un  faisceau  linéaire  de  surlaces  du 
quatrième  ordre  (surfaces  desmiques)  comprenant  le  tétraèdre 
formé  par  les  plans  d'homologie.  Si  l'on  |)i-end  ce  dernier  tétraèdre 
comme  tétraèdre  de  référence,  les  autres  tétraèdres  peuvent  se 
représenter  par 

/  aX-+-  [îY  +  yZ  t-oT  =  o, 

\   aX-+-  0Y  — yZ   oT  =  o, 

(I)  . 

^  ^  '  aX—  (iY- yZ  --t-  oT  =  o, 


;X-  pY^-yZ-ÔT==o; 

;  aX  —  pY  — yZ  — 8T  =  o, 

I  aX— SY-f-yZ-^8T  =  o, 
^     '  '  aX+  ^Y  +  yZ  — ÔT  =  o, 


aX-+-  pY  — yZ-i-ST  =  o. 

Ces  équations  donnent  immédiatement  des   propriétés  fonda- 
mentales établies  géométriquement  par  M.  G.  Steplianos  ('). 
Les  tétraèdres  (!)  el  (II)  font  partie  du  faisceau 

(A)       a^X*+p4Y*-f-y''Z'+o4T* 

—  ■}.  oL^  p2  X  2  Y"  —  ■>.  cfî  y2  X2  yj  —  ■}.  ■x"-  0-'  Xï  T« 

—  ?.p2y2Y2Z2—  '^.[i-io2Y2T2— •>,y2o2Z2T2-i-à\YZT  =  o. 


(')  Journal  de  Mathématiques,  2°  série,  t.  VII,  1891,  p.  3fj6. 
(-)    Voir  ma  Noie  Sur  les  sur/aces  desmiques  (Bull.  Soc.  math.,  l.  XWVII, 
1909,  p.  i63). 
(')  Bull,  des  Se.  math.,  2'  série,  t.  III,  1879,  p.  434- 
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Le  tétraèdre  (I)  correspond  à  À  =  8a[iyo,  le  tétraèdre  (II)  cor- 
respond à  X  =  —  SaJ^yo,  et  le  tétraèdre  des  plans  d'homologie  à  X 
iniiiii . 

2.  Si  l'on  fuit  tendre  ô  vers  zéro,  les  tétraèdres  (I)  et  (II) 
deviennent  des  systèmes  de  plans  passant  par  le  point 

X  =  Y  =  Z  =  o. 

et  ces  systèmes  se  conibndent.  L'éijuation  An  faisceau  devient 

(B)         a4X4-+- piY^-H  y'*^^* 

—  9,(a2p2X2Y2+  a^Y^X^Z^^-  iî-^Y'^^''^')  +  >>^YZT  ^  o, 

et  l'on  relrouve  la  dégénérescence  signalée  par  M.  (i.  Humbert  ('). 

3.  Si  l'on  fait  tendre  y  et  o  vers  zéro,  les  tétraèdres  (I)  et  (II) 
deviennent  des  systèmes  de  deux  couples  de  plans  doubles  passant 
piu-  la  droite  X  =  o,  \  =  o,  et  le  faisceau  devient 

(G)  (a2  X-^  —  p-^  Y2  )2  +  X  X  YZT  =  o. 

i.   Si  l'on  fait  tendre  [îi,  yet  o  vers  zéro,  les  tétraèdres  (I)  et(II) 

se  réduisent  tous  deux  à 

X*  —  o 

et  le  faisceau  devietit 

(D)  aiX'+XXYZT  =  o. 

Cliacpie  surface  de  ce  faisceau  se  décompose  en  un    |)lan   cl  une 
surface  du  troisième  ordre. 


(')  Il  csL  facile  d'olUciiir  le»  droites  siUiées  sur  les  surfaces  du  faisceau,  ces 
droites  étant  dans  les  faces  du  tétraèdre  de  référence.  On  peut  reconnaître  qu'il  y 
a  sur  la  surface  correspondant  à  une  valeur  X  du  paramétre  \ariable  quatre  co- 
ni([ues  situées  sur  i<i  (|uadrique 
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LA  MÉTHODE  DE  LA  COORDONNÉE  ISOTROPE  DANS  LE  PROBLÈME 
DE  LA  DÉFORMATION  DES  SURFACES; 

Par  m.  L.  Raffy. 


Je  me  pro|)ose  de  présenter  sous  une  forme  propre  aux  applica- 
tions et  d'appliquer  aux  surfaces  spirales  une  méthode  dont  il  n'a  été 
fait  que  peu  d'usage  pour  l'étude  de  la  déformation  des  surfaces  : 
la  méthode  de  la  coordonnée  isotrope.  Dans  son  Mémoire  sur  la 
théorie  des  surfaces  applicables  (Journal  de  V Ecole  Poly- 
lechnicjue  1  XLIJ"  Caliier,  1867),  Ossian  Bonnet,  pour  former 
l'équation  des  suifaces  qui  adinellent  un  élément  linéaire  donné, 
a  pris  comme  variables  les  patainètres  des  ligues  de  longueur 
nulle  et  comme  inconnue  une  (onction  qui  n'est  autre  que  Tune 
des  coordonnées  isotropes  des  surfaces  cherchées.  Mais  son  ana- 
lyse, peu  symétrique,  se  prêle  malaisément  aux  applications 
(lui-même  n'en  a  fait  qu'une  seule,  relative  aux  surfaces  minima),  et 
l'on  ne  saurait  en  tirer  parti  dans  le  cas  général  où  l'élément 
linéaire  est  exprimé  au  moyen  de  coordonnées  curvilignes  quel- 
con(pies.  Le  procédé  tlirect  par  lequel  M.  Darboux  (Théorie  des 
surfaces^  t.  lll,  p.  261  )  a  établi  l'équation  qui  convient  à  co  cas  ne 
montre  pas  ce  qu'il  faut  faire,  connaissant  une  solution  de  cette 
équation,  pour  déterminer  la  surface  correspondante.  Aussi  avons- 
nous  cru  pouvoir  revenir  sur  ce  sujet,  d'autant  plus  qu'il  y  avait  à 
examiner  une  question  que  soulève  l'emploi  de  la  coordonnée  iso- 
trope. Bour  a  reconnu  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  à  hupielle  satisfont  les  coordonnées  non  isotropes 
d'une  surface  dont  l'élément  linéaire  est  donné  admet  toutes  les 
solutions  d'une  équation  du  premier  ordre,  et  le  fait  a  été  expliqué 
par  M.  Darboux.  Il  y  avait  donc  lieu  de  recheicher  si  l'équation 
de  Bonnet  généralisée  admet  des  solutions  illusoires  de  la  même 
espèce. 

Kn  modifiant  à  peine  un  raisonnement  dû  à  M.  Darboux,  nous 
obtenons  (§  I)  l'équation  de  la  déformation  des  surfaces  pour  une 
coordonnée  quelconque,  non  isotrope  ou  isotrope,  et  nous  prou- 
vons à  la  fois  l'existence  de  solutions  illusoires  dans  les  deux  cas. 
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Nous  établissons  ensuite  (§  II)  l'équation  de  Bonnet,  en  intro- 
duisant une  inconnue  auxiliaire  dont  la  signification  est  inva- 
riante. L'emploi  de  cette  même  inconnue  auxiliaire  conduit  (§  III) 
à  l'équalion  de  déformation  pour  une  coordonnée  isotro|)e  dans  le 
cas  des  coordonnées  curvilignes  quelconques,  par  une  analyse  qui 
indique  l'usage  à  faire  des  solutions  (non  illusoires)  de  cette  équa- 
tion pour  déterminer  les  surliiccs  correspondantes  :  le  problème 
s'achève  par  trois  quadratures  de  différentielles  exactes. 

Comme  application  de  ces  principes,  nous  étudions  (§  IV)  deux 
types  de  solutions  pour  l'équation  de  déformation  des  surfaces 
spirales  et  nous  obtenons  ainsi,  par  un  procédé  régulier  et  uni- 
forme, non  seulement  le  théorème  classique  de  Boiir  sur  les  héli- 
coïdes  et  la  proposition  de  M.  Maurice  Lévy  relative  aux  spirales, 
sous  la  forme  piécise  (jue  nous  lui  avions  donnée  (Daubolx, 
Théorie  des  surfaces,  t.  IV,  Note  VI),  mais  aussi  les  déforma- 
tions déi)endant  d'une  fonction  arbitiaire  qu'admettent  les  sur- 
faces dont  on  connaît  toutes  les  déformations  et  divers  autres 
résultats  qui  paraissent  nouveaux. 

I.   —  L'î:quatu)N    ni-:   lv    niôrouMA  rioN    des   siufaces 
ET  ses  solutions   illdsoiues. 

1.  M.  Darboux  a  fait  connaître  [Théorie  des  surfaces,  t.  III, 
p.  aSa)  le  moyen  de  former  directement  l'équation  des  surfaces  qui 
admettent  un  éléuient  linéaire  donné 

ds'^=  li  (lu^-  +  iV  du  dv  -H  G  dv-^ 

en  partant  des  formules  de  Gauss.  Si  (^,JK>  -)  sont  les  coordon- 
nées reclangidaires  d'une  des  surfaces  cherchées,  (a,  />,  c)  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  au  point  {x^y,  c),  et  >i 

hdu"--^  ■}.  M  du  dv-^-'S  dK'^ 

est  la  seconde  forme  quadratique  fondamentale,  on  a,  ainsi  que  l'a 
nuintré  Gauss,  les  trois  relations 

x"i,t  —  A  .r'„  —  A I  .r|,  =  L  «, 
x"m,—  ^x'„ —  Bi  :ri,  =  M  a, 
xU  —  Ox'„  —  C^x'^,  =  Nrt, 
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les  trois  analogues  en  r,  b  et  les  trois  analogues  en  5,  c.  Les 
six  lettres  A,  A,,  B,  B,,  C,  C,  désignent  les  symboles  de  Cliris- 
toffel,  qui  ne  dépendent  que  de  E,  F,  G  et  de  leurs  dérivées  pre- 
mières. 

Soient  ^  une  coordonnée  quelconque  et  a  le  cosinus  correspon- 
dant de  la  normale, 

^  =  /.r  +  niy  -\-  nz,         a  =  la  -\-  mb  -\-  ne. 
Désignons  par  s  la  somme  des  carrés  des  conslanles  /,  m,  «, 

Si  ^  n'est  pas  une  coordonnée  isotrope,  e  est  égal  à  i  ;  si  ^  est  une 
coordonnée  isotrope,  e  est  nul. 

Des  formules  de  Gauss,  on  déduit  immédiatement 

çii  =  ^%  —  A';,  —  A,  ^'^  =  La, 

EfTectuant  avec  M.  Darboux  la  combinaison 

^^^2!-$Î2  =  (LN-M2)a^ 
et  se  rappelant  l'expression  de  la  courbure  totale 


K  = 


LN  —  M2        LN  —  IM2 


on  trouve 


R,  R.,  ~  EG  -  F2  H^ 

Mais  les  formules  classiques 

\\a=y'„z'^,  —  z'„y^,         llb  =  z'„x[,—  x'„z'^„         U  c  =  x'„y^,  —  y„x'^, 
donnent  visiblement 


H2a2  = 


/ 

x'„ 

x\, 

2 

/// 

y'u 

y\- 

— 

n 

z'„ 

^'f 

e 

r. 

r« 

M 

1' 

Si" 

V 

G 

IP(e— At), 
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Aç  désignant  le  piemier  paramètre  différentiel  de  i,  savoir 

EG  —  F2 
On  arrive  donc  finalemenl  à  l'équation  cliercliée 

(D)      (t;:.-A^„-A,$;,)(^:;.-G$;,-c,f'.) 

-(s;;.-BJ,',-B,^;,)-^=:Kii2(£-At), 

où  l'on  doit  faire  e  =  o  on  e  =  i,  suivant  cjnc  ^  osl  on  n'est  pas 
une  coordonnée  isotrope. 

2,  On  sait  que,  dans  ce  dernier  cas,  l'équation  de  déformation 
est  vérifiée  par  toute  solution  ^  de  l'équation  AS  =  i .  f.e  ("ait  a  élé 
constaté  par  Iiour  el  explicjué  par  M.  Darboux  {^Théorie  des  sur- 
faces, t.  III;  p.  255)  :  loule  fonction  ^  qui  satisfait  à  Téqua- 
lion  A^  =  1 ,  élant  égalée  à  une  conslanle  arhilraiie,  définit  les 
trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  lignes  gc'odésicpies, 
mais  ne  fournit  pas  une  surface  admettant  l'élénienl  linéaire 
donné.  Nous  dirons  que  c'est  une  solution  illusoire. 

Un  fait  analogue  se  protlnit  lorsque  ^  est  une  coordonnée  iso- 
trope :  ainsi  que  nous  le  montrerons  dans  un  instant,  toute  solu- 
tion de  Véqudlion  A^  =  o  vérifie  l'équation  de  déformation. 
Pour    rinlerpréler,    égalons    \    à    uue   conslanle   arbitraire;    nous 

aurons 

Ç'„  du  -¥-\'^,  dv  =  o. 

Or,  cette  équation,  rapprochée  de  l'équation  A^  =  o,  ou 

donne  immédiatement  r/5-  =  o.  Ainsi,  l'équation  ^  =  const.  repré- 
sente une  famille  de  lignes  de  longueur  nulle,  qui  sont  des  géodé- 
siques  particidièrcs  et  peuvent  ètn;  considérées  comme  étant  leurs 
propres  trajectoires  orthogonales.  Elles  constituent  une  solution 
illusoire  de  l'écpiation  de  déformation.  Nous  verrous  au  para- 
graphe suivant  (|ue  ces  solutions  sont  les  seules  (pii  satislassent 
à  l'équation  (D)  sans  fournir  une  surface  ailmettant  rélcineut 
linéaire  donné. 

Pour  vérifier  l'existence  des  solutions  illusoires,   tant  dans   le 
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cas  e=  I  que  dans  le  cas  s  ::=  o,  calculons  les  deux  dérivées  par- 
tielles de  A^.  On  trouve  ainsi 

et  l'on  voit  que,  si  A^  est  constant,  les  deux  seconds  membres 
doivent  être  nuls.  Or,  ils  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
aux  deux  binômes  G^), —  F^^  et  FH^^ — E^[,.  Si  ces  binômes  sont 
nuls  à  la  fois,  ^  se  réduit  à  une  constante,  ce  qui  exige  £  =  o 
puisque  A^  est  nui;  alors  les  expressions  ^|(,  ^,o,  Çoa  sont  nulles 
et  TéqualioM  (D)  est  vérifiée,  l^our  (pie  les  deux  binômes  ne  soient 
pas  nuls,  il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  ^n  ^22 — Ep.  soit 
nul,  ce  qui  prouve  bien  que  toute  solution  de  l'équation  A^  =  e 
ap[)arlient  à  l'équation  (D),  que  e  soit  égal  à  i  ou  qu'il  soit  égal 
à  zéro. 


3.  Remarque.  —  Le  procédé  direct  par  lecpiel  a  été  obtenue 
ci-dessus  l'équation  de  déformation  (D)  ne  montre  pas  ce  qu'il 
faut  faire,  connaissant  une  solution  (non  illusoire)  de  celte  équa- 
tion, pour  déterminer  la  surface  correspondante. 

Dans  le  cas  de  la  coordonnée  non  isotrope,  l'équation  (D) 
exprime,  comme  l'a  fait  voir  M.  Darboux,  que  l'expression 

f/s2  _  rf«2  =  E  du"- -h  2F  du  di>  ^  G  dv^—  (?;,  du  -i-  ^;  dv)\ 

est  un  produit  de  deux  diderentielles.  Pour  la  mettre  sous  cette 
forme,  il  faut  eflectuer  une  quadrature  de  dillérentieile  exacte;  et 
l'on  obtient  les  deux  autres  coordonnées  de  la  surface  en  intégrant 
les  deux  difïcrenlielles  exactes  ainsi  calculées. 

Il  n'en  va  plus  du  tout  ainsi  lorsque  la  coordonnée  i  est  iso- 
trope. C'est  pourcjuoi  nous  allons  former  à  nouveau  l'écpiation  (D), 
d'abord  dans  le  cas  particulier  Irailt'  \):\v  O.  Bonnet,  puis  dans  le 
cas  général  où  les  surfaces  soni  ra|)p()rté<'>  à  des  coordonnées  ciir- 
vdiirnes  (lueleonfiues. 


22^  

11.    L.\  MKTIIODK  DE  LA  COORDOANÉR  ISOTROPK    POUU  LKS  SURFACES 

RAPl'ORTKKS     A     LEURS    LIGNES    T)E     LONGUEUR     NULLE. 


i.    Domions-nous,  avec  O.  BonncL  [loc.  cit.),  rélémenl  linéaire 

(i)  ds'-=  H<ii-'{ii,v)dii  ch>. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  reclangnlaiics  d'une  surface 
admellanl  cet  élénienl  linéaire.  Introduisons  les  coordonnées  iso- 
tropes 

(2)  ^  =  .r  +  iy,         r^^T  —  iy, 

dont  les  difTérentielies  seront 

d\  =  p  du  4-  (]  dv,         df\  =  Pi  du  -\-  q  i  dv, 

et  identifions  ds"^  avec 

dx'^  +  dy^  +dz^  =  dl  dr^  +  dz^. 

Nous  obtenons  ainsi  les  trois  relations 


(3) 
(4) 


Oz        .   , ùz        .   / 

v/7  ^p  sfpq 


Pour  la  sjmélrie  des  calculs,  nous  poserons 
(5) 


v/7  v^         v7^ 


ReiTiiirquons  que  les  seconds  membres  des  équations  (4)  et  (5) 
sont  des  invariants.  Si  l'on  désigne,  en  ellet,  par  Aç  le  |)remier 
paramètre  différentiel  de  \  relatif  à  la  forme  (1)  et  par  A(^,  r,)  le 
paramètre  mixte  de  \  et  t),  on  a 

et  l'on  voit  déjà  que  le  second  membre  de  l'équation  (4)  est  un 
invariant.  De  plus,  en  élevant  au  carré  les  équations  (4)  et  (5),' 
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on  trouve 


On  déduit  immédiatement  de  là 


ce  qui  achève  de  justifier  notre  assertion. 

Résolvant  les  équations  (4)  et  (5),  nous  obtenons 

/ —       M  —  CD  / —       a)  -f-  9 

VPi  =        ,-    >  \lqx^^^\ 
Sl^l  \fP 

d'oii  résulte 

(8)  — idz  =  ^p — -~-  aa-\-  <^q — ~^dv. 

Les  conditions  d'intégrabilité  de  dr\  et  de  dz  donnent  respec- 
tivement 

.,                                to  —  ^    d    iù  —  tfl        a)  +  cp()w  +  9 
(q)  i i  =z ~-y 

Or,  si  l'on  pose 

dp  =  r  du  +  5  (/i>,         dq  —  s  du  -+-  t  dv. 

la  dernière  équation  se  réduit  à 

^^"      s/q  -x  sfpq  ^^'^      \fp  2  \fpq 

La  résolution  du  système  formé  par  les  équations  (cj)  et  (lo') 
donne 

()io-t-«p         w  —  (ps  <>o)  —  cp_  (I)  +  <p  _  .v_  _ 
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eftecluant  el  groupant  les  termes,  on  trouve 

__   1    d    o  \fj} 
De  là  résulte  la  condition  d'intégrabilité 

()    I    i    ô    o  \Jii  ^  ()   j    i     à     <f  sfq  \  


{vi) 


ù       lù  I     d    ç  \fq 


d       (0 
'ôv  ~^ 


(i3) 


Ou  \P  dv     ^tj   )        ôv  \q  Ou     ^p 


o, 


d'où  les  dérivées  troisièmes  de   \   disparaissent  d'elles-mêmes;  il 
reste,  tout  calcul  fait, 

(  1 4  )  <p  (  /•/  —  5^  )  —  •^.  (f  ;,  rq  —  ■>.  o'„  //J  +  4  i'u r  pq  =  o, 

ce  qui  est  ré(|uation  d'Ossian  Bonnet. 

5.  Connaissant  une  solution  ;  de  cette  écjualion,  on  aura  (•), 
d'après  les  relations  (12),  par  wwq,  quadrature  de  différentielle 
exacte, 

(l'i)      -=  =  / —  -^-jJ-du-^-  —  ^-^(h>  =  '!^{u,  v)-h/i; 

sfp^i     J        1  '^'^    v//>  P  ^"^    sf7j 

puis,  en  vertu  des  relations  ('-)  el  (8), 

(16)  '^~  I  p('\' 7=  ^-  /'  )  du  -h  q('\i  -{-  —==:  +  /'  )  dv, 

J      \        VP'J        )  \        sfpq        / 

(ly")       —  iz  =   i  p{'^ p=  ^-  ^'  )  '''"  +  7  (  'V  "^ — i=^  "*"  ''  ]  ^'''• 

J     \       vpg       J  \       vp'/       ) 


La  constante  arbitraire  h  n'inilue  que  sui-  la  position  de  la  sur- 
face par  rapport  aux  axes.  Soient,  en  eifet,  Y|,)  et  ^o  les  expressions 
qu'on  oblienl  en  faisant  //  =  o  ;  il  vient 

'■;  =  ■^lo—  "iifizo-^  h^l,         —  iz  =  —  iz^,-^'  h^\ 

d'où  l'on  déduit  aisément 

h  +  -'=  ho-^^l- 

On  peut  donc,  dans  les  formules  (iT)),  (16)  et  (17),  négliger  la 
constante  //.  Celte  constante  étant  négligée,  ainsi  que  celles  qui 
s'ajoutent  k  t]  et  à  5,  si  Ton  multiplie  i  par  une  constante  C,  on 
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voit  que  f]  se  trouve  divisé  par  G  et  «  n'est  pas  changé,  de  sorte 
(|iie  l'introduction  de  C  revient  à  une  rotation  de  la  surface  autour 
de  l'axe  des  z.  Enfin,  on  voit  (|ae  la  connaissance  de  l'élément 
linéaire  et  de  la  coordonnée  isotrope  \  détermine  complète- 
ment la  forme  de  la  surface. 

Remarque.  —  H  résulte  de  l'analvse  par  lacpielle  nous  avons 
obtenu  l'cqualion  (i4)  que  si,  à  une  solution  ^  de  cette  équation, 
on  associe  les  fonctions  yj  et  z  qui  s'en  déduisent  par  les  rela- 
tions (i6)  et  (17),  on  satisfait  bien  à  l'identité 

d\  dri  -+-  dz^  =  4  f  '  du  dv. 

Mais  cette  analyse  tombe  en  défaut  quand  l'une  des  dérivées /> 
et  q  s'évanouit,  c'est-à-dire  quand  ç  est  une  solution  de  l'équa- 
tion Aç  =  o.  D'autre  part,  les  solutions  des  équations  p  =z  o 
et  ^  =  o  appartiennent  à  l'équation  (1/1)5  comme  on  le  voit  ici 
sans  invo(|uer  la  démonstration  laite  au  n"  !2.  Or,  si  l'on  suppose, 
par  exemple,  q  ^=  o  ou  ^  fonction  de  u  seulement,  la  seconde  des 
équations  (3)  montre  que  z  ne  dépend  aussi  que  de  w,  de  sorte 
que  la  surface  correspondante  est  un  cylindre  à  génératrices  iso- 
tropes. Si  donc  l'élément  linéaire  proposé  n'est  pas  celui  d'une 
développabie,  les  solutions  de  l'équation  Aç  =  o  seront  des  solu- 
tions illusoires,  contrairement  à  une  aflirmation  trop  absolue  (|ue 
j'avais  émise  à  ce  sujet  (Annales  scientifiques  de  VËcole  Nor- 
male supérieure,    igoo,  p.  4'o). 


m.  —  La  méthode  i)e  la  cooudonnée  isotrope  pour  les  surfaces 

UAPPOUTÉES    A    UN    RÉSEAU    QUKLCOJNQUK. 

6.   Soient  X,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'une  surface 
admettant  l'élément  linéaire 

(i)  rfi-2  =  E  rfu2  -+- 2F  du  di> -^  G  dv\ 

Soit  |)osé  encore 


'  dl  =  p  du  -h  q  dv,         dr,  =  /?,  du  -+-  rjx  dv. 
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Identifions  ds'^  avec 

dx'^-+  dy^+  dz^-  =  <:/;  dr,  -i-  dz^. 

Nous  obtenons  les  liois  relations 

(3)  ^^y/E-/,/,,,  ^  =  v/G-./v., 

(4)  v/Ë:=^]^/G^r^=F-^^^i^. 

La  dernière,  rendue  rationnelle,  devient 

(4)  "-[i  —  ■^(ç,  1)1  = -, 

1 

si  l'on  introduit  le  paramètre  mixte 


(5)  A($,-0 


H^ 


que   nous  prendrons  comme  inconnue  auxiliaire.    Nous   pouvons 
alors  tirer/?,  cl  ^,  des  deux  dernières  équations,  ainsi  écrites  : 

9P\—P<1\  =  '^"  /'  —  A(f,  ïj), 


En  posant 

(<i) 

...^'•z'^- 

11^ 

(7) 

_   Gp-Vq 

H/Âf 

lly/Aï 

(8) 

0-V^ 

* 

y/Âf 

et  convenant  de  prendre  la  même  détermination  du  radical  y/A^ 
dans  les  trois  relations  (7)  et  (8),  on  met  /?,  et  «7,  sous  les  formes 
suivantes  : 

Substituant  ces  expressions  dans  les  relations  (.'^),  on  trouve 
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Mais,  comme  le  premier  membre  de  l'équalion  (4)  esl  le  produit 
des  deux  dérivées  z[^  et  z^,  on  reconnaît  que  les  signes  supérieurs 
vont  ensemble.  Nous  pouvons,  en  faisant  abstraction  d'une  symétrie 
par  rapport  au  plan  des  jtk,  négliger  les  signes  inférieurs.  Nous 
avons  donc 

(9)  dr^  =  (^^  -  (r^p  +  20e^  du  ^(^±-%^-g-  aey)  dv, 

( 1 0 )  dz  =  {()p  —  z)du-+-  {Qg  -{-  ^{)di>. 
La  condition  d'intégrabilité  de  dz  donne 

(il)  pK—gK^iu-^^',,- 

Pour  abréger  les  calculs,  remarquons  qu'on  a 

si  l'on  écrit  alors  la  condition  d'intégrabilité  de  r/"^,  en  avant  égard 
aux  expressions  de  z[^  et  de  r/,,  on  trouve  simplement 

Résolvons  les  écjuations  (i  i)  et  (12)  par  rapport  aux  dérivées 
de  8,  en  remarquant  que,  d'après  les  relations  ((3)  et  ('j),  on  a 
identiijuemenl 

y>Y  +  9£  =  H  /^. 

Nous  trouvons  ainsi  * 

Il  n'y  a  plus  qu'à  écrire  la  condition  d'intégrabilité  de  flfO  pour 
arriver  à  l'équation  du  second  ordre  à  laquelle  doit  satisfaire  la 
coordonnée  isolrope  ç  et  que  nous  avons  obtenue  directement 
ci-dessus  (n"  1)  sous  la  forme 

-  ($;:. -  H  Zc -  B, $;,)2  +  K  iint  =  o. 
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Coiiiiaissaiil  une  solution  ç  de  celle  é(|iialion  pour  laquelle  A; 
ne  soil  pas  nul,  on  aura  les  deux  dérivées  parlielles  de  0  par  les 
formules  (i3);  on  obtiendra  donc  0  par  une  (piadraUiro  de  diffé- 
renlielle  exacle.  il  en  sera  de  même  île  chacune  des  coordon- 
nées 7)  el  ^,  en  vertu  des  équations  (cj)  et  (lo).  Ainsi  li'  problème 
s'achève^  comme  dans  le  cas  de  la  coordonnée  non  isotrope, 
par  trois  quadratures  de  dijjérentielles  exactes. 

Remarque.  —  I-.a  fonction  auxiliaire  que  nous  avons  employée 
dans  le  cas  des  surfaces  rapportées  à  leurs  lignes  de  longueur 
nulle  était,  d'après  l'équation  (6)  du  paragraphe  précédent, 

w     _  v/a(^,  /,  ) I 

Si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (8)  du  présent  paragraphe,  par 
laquelle  est  définie  la  fonction  auxiliaire  0,  on  voit  que  le  rapport 
de  ces  deux  fonctions  est  égal  à  Tunilé  imaginaire  i. 

IV.     QuKLQUES    nKKOllMATIONS    nKS    SIHIFACES    SI'lllVLES 

ET    OES    SlîUKACES     nE    uftv  OLtr  ION . 

7.  L'é(juation  d'Ossian  Bonnet  étant  homogène  par  rapporta  ç 
et  à  ses  dérivées,  il  est  naturel  de  l'applicpier  aux  éléinenls  linéaires 
homogènes,  c'esl-à-dirc  aux  éléments  linéaires  des  surlaces  spi- 
rales et  des  surfaces  de  révolution.  Il  m'a  paru  avantageux  de 
prendre  ces  éléments  linéaires  sous  la  (orme 

( 1 )  f/52  =  4  e»'"'"  "' /2 (  /f  +  i^  )  (lu  dv, 

qui  convient  pour  m  =  o  aux  surfaces  de  révolution,  poui-  m  ^  o 
aux  spirales.  On  voit  d'ailleurs  (pie,  m  élanl  difTérent  tie  y.éro,  il 
suffit  (le  remplacer  u  el  r  par  des  (|uanlités  proportionnelles  pour 
être  en  droit  (raltrilmer  à  m  telle  valeui-  constante  qu'on  \oudra. 
Avec  ces  notations,  on  a 

(2)  «0  =  e"'i"-'''/(K-)- ^"), 

(p;,  =  e'"'"   "'(/'+  mf),         <p;,  =  e'"'"   '•'(/'—  "'/), 
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les  accents  désigiiaDl  les  dérivées  prises  par  rapport  à   l'argumeiU 

W  =  Il  -+-  v.^ 
L'équalioii  de  défonnalion  devicnl  alors 
(  3  )     f{ri  —  s'^)  —  2  (/'  —  mf  )  rq  —  ?.  (/'  -f-  mf  )  tp  H-  /,  (  /"-  m''-f  )pq  =  o. 
Nous  allons  éludier  celles  de  ses  solutions  rpii  sont  de  la  forme 

(4)  ^  ==  e^f"-'''T3((v), 

Ts  étant  une  fonction   inconnue  de  w,  et  k  une  constante.  Cette 
expression  de  \  donne 

p  =7  e^-('*-'''(CT'-f- Act),  q  —  <;/'•(«    "'(ttt'—  /cct), 

/•  =  e/'l«- "'  (  td"  +  :>. k xs  -h  k'^ nj ), 

t   =  e/.(«-i')(ra"—  o./.nr'-t-  A^ttt). 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  on  trouve 

(5)  k(/i  —  m)  f{mm'  —  w"^)  —/'rn' {vj"  —  /c^ro) 

-+-  [/"+  m  (A-  —  m)f]  (Tn'2  -  k'-m-i)  =  o. 

8.  Occupons-nous  d'abord  du  cas  particulier  où  la  constante  /v 
est  nulle.  Pour  /rniro,  la  fonction  ç  n'est  autre  que  t;î(w')  et 
l'équation  (5)  se  réduit  à 

(6)  |=f-""f 
Si  donc  on  pose 

(7)  logW( 'v)  =  m^   /   jjdw, 
on  en  tire 

w  ■        x^Ç 

abstraction  laite  d'un  facteur  constant  qui  correspond  (n"5)  à  une 
simple  rotation  autour  de  l'axe  des  z. 

Si  m  =:  o,  bypothèse  (pii  convient  aux  surfaces  de  révolution, 
W  peut  être  pris  égal  à  l'unité  et  \  égal  à  y^;  on  ne  néglige  ainsi 
qu'un  déplacement.  Mais,  si  l'on  |)osc 

(9)  $=/(»'), 

XXXVII.  16 
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la  formule  (i  5)  du  n"  5  donne 

'}^  f=  V  —  u  -h  h. 

Appliquant  ensuite  les  formules  (i 6)  el  (17)  du  n"  o,  avee  h  =  o, 
on  oblienl  successivemeuL 

(10)  r,  =  (v-uyf+JÇd»^, 

(il)  —  iz  =  iv  —  u)f. 

Des  relations  (g),  (i  i)  et  (12)  on  déduit 

ir^  -I-  z2  =  ^2  +^2  +  -2  ^fjjl  dw  =  7(0- 

La  surface  obtenue  est  donc  une  des  surfaces  définies  par 
réquation 

(17.)  x'--hy^+z'-=y{x^iy) 

et  qui  ont  été  considérées  par  IM.  Demoiiiin  {^Mémoires  couronnés 
de  l'Académie  de  Belgique;  collection  in-S",  t,  LVIU,  1898); 
sous  le  nom  de  surfaces  quasi  de  révolution.  I'2n  consécpience, 
tout  élément  linéaire  de  surface  de  révolution 

(i3)  ds^=  /\p{u-+-v)dudi> 

convient  à  une  su/face  quasi  de  révolution,  repiésenlée  par  les 
formules 

[  ^ +  *>=/(«  +  ''), 

(i4)  .T  -  iy  =  (u  -  vy-f  -r-  J^  Ç-  cl{u  -^  V), 

\  z  —  —  c(  a  —  v)f. 

S).  Hevenons  à  la  rtîialnju  (8)  et  supposons  (pic  la  conslanle  /;/ 
ne  soit  pas  nulle,  c'est-à-dire  que  l'élément  linéaire  (i)  convienne 
à  des  spirales  proprement  dites.  Appliquant  alors  la  formule  (i5) 
du  n°  5,  on  obtient 

W 

m 
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Appliquant  ensuite  les  formules  (16)  et  (17)  du  n"  o,  on  trouve 

■q     zz=  •—  giiinu    v) 

ni-  ' 

/ 
m 

On  déduit  immédiatement  do  là 


•—  flIl'U      v) 


f 

Or,  l'équation  (8),  intégrée,  donne 
(8').  i  =  f 


liV. 


W(ivj 
De  la  comparaison  de  ces  valeurs  de  ;  et  de  Tj  résulte 

X'  -+■  v^ 
('■')  '  — TT —  =  /.(^  +  ly). 

Les  surfaces  ainsi  définies  sont  coupées  par  les  plans  isotropes 
X -\- iy  ^=.  consV.  suivant  des  paraboles,  propriété  qui  leur  est 
commune  avec  les  surfaces  quasi  de  révolution.  Ce  sont  des  spi- 
rales iiarticulièrcs.  Une  spirale  quelconque  étant,  en  effet,  repré- 
sentée par  les  formules 

a;  =  ae^-P  cos^,         _/ =  ae^P  siii  S,         ^  =  e^P  A(a), 

SI  l'on  fait  A  =  —  /,  on  trouve  immédiatement 

% 

X  -\-  ly  —  ai,         x--hy^  =  ~-^ • 


\H'x) 


ce  qui  donne  bien,  par  élimination  de  a,  la  fornudc  (i5). 

Les  surfaces  que  nous  venons  de  trouver  sont  enlièrement  déter- 
minées de  forme  par  leur  élément  linéaire  (i),  où  l'on  peut  assigner 
à  m  telle  valeur  non  nulle  qu'on  voudra,  m  =  —  /  par  exemple,  ce 
qui  donne 

(1')  ds^=  e-'2/(«-t')y2(,t  ^_  v)c/udi>, 

et  par  la  relation  (6),  (jui  devient  alors 

(0')  k  =  T*r 
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les  deux  conslanles  dont  dé|)end  l'inlégrale  générale  de  celle 
équation  ne  sont,  en  eli'el,  que  des  constantes  de  positions.  iNous 
allons  identifier  ces  surfaces  avec  des  sj)irales  que  nous  avons 
signalées  autrefois  {Comptes  rendus,  t.  CXII,  i8gi,  p.  1421). 

A  cet  effel,  et  pour  préparer  ce  qui  suivra,  nous  représenterons 
une  surface  spirale  par  les  formules 

(16)  .r  =  e^p  cos((o -t- /tO),         jk  =  e^p  sin(w -t- /j6),         z  —  c^t, 

où  p,  u)  el  J^  sont  des  fonctions  d'un  paianiclre  «v,  cl  d'où   résulte 

(17)  ^  =  a;H-f>  =  pe'We"+'/"9. 

L'élément  linéaire  peut  s'écrire 

(18)  ds-=  e20/2(ii')(</iv2+c?62). 

Si  l'on  élablil  entre  les  trois  fonctions  Ç,  p  el  w  les  équalions 

(19)  ÇC'  +  ??'  +  l' P"  ''^'  =  <>> 
{■10)                                         C='  +  p'-+p-<"''  =/-, 

(21)  C^    +(/l2+l)p2       =/2. 

Effectuant  le  changement  de  variables 

W  -\-  /O  =  lU,  W    :=  Il    -'r-  1", 

»•  —  /o  =  •>.»',         /O  ^  //  —  v^ 

qui  amène  l'élément  linéaire  (18)  à  la  forme  (i'),  on  voit  que  w  a 
la  signification  que  nous  lui  avons  toujours  donnée  el  que  la  coor- 
donnée isotrope  ç  a  pour  expression 

(•22)  ^  =:  pe'O'e'/'  ''"*-'''. 

Si  donc  on  suppose  h  =  i,  elle  se  réduit  à  imc  fonction  de  (V, 
savoir 

(22')  ^  =  pe"^. 

Nous    voulons    idt'iilifit'i-    rcx|)ression    ^" '.  z'    déduite    de    celle 
relation  avec  le  second  nKMuhre  de  l'cMpialion  ((>').  Nous  avons  ici 

f-  =  ;  w  H — — -  lo";(p  +  tio  p). 
Ç  aw  ' 

Or,  (juand  //  ^^  /,  l'écpialion  (21)  donne  ^=y-   l.'écpiation  (19) 
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flevieiit 

ff 

(19    )  p    +  J(.)    G   =—  ^ 

et  l'équalion  (20)  donne  alors 

Eu  égard  à  l'rcjiialion  (19'),  il  vient 

^  _       0'  -  M.)'  0        /"         /■' 
^  ~  ?^  "  /  "^  /  ' 

et,  en  vertu  de  la  relation  ('-^o'),  le  second  membre  est  idenlique  à 
celui  de  l'équation  (6'). 

Ajoutons  que  l'élimination  de  ttt'  entre  les  deux  relations  (19') 
et  (20')  conduit  à  l'équalion 

(  ■>:^  )  ■>•//'  ??' + (.p  -.n  )  ?- +/-/'-  =  o, 

qui  est  linéaire  par  rapnort  à  p-,  de  sorte  (|ue  p  s'obtient  par  qua- 
dratures et  dépend  d'une  constante  arbitraire.  La  constante  qui 
s'ajoute  à  eu  n'étant  cpi'une  constante  de  position,  il  semblerait 
qu'on  doive  trouver  une  série  simplement  infinie  de  spirales  parti- 
culières (h  =  /)  admettant  l'élément  linéaire  (1').  L'analyse  précé- 
dente montre  que  la  constante  dont  dépend  p  n'est,  elle  aussi, 
qu'une  constante  de  position;  il  n'y  a  donc  qu'une  seule  spirale 
particulière  répondant  à  la  question. 

10.  Reportons-nous  à  l'écpiation  (5)  et  supposons  maintenant 
la  constante  ky^o.  Examinons  d'al>ord  le  cas  des  surfaces  de 
révolution.  Pour /«  =  o,  l'équation  (5)  se  réduit  à 

(24)         /cVXracr"— cj'2)— /'ro'(^"-  A-ni)+/"(Tn'2— /.-ZcT^)  =  0. 

On  aperçoit  immiMliatcment  (|u'elle  admet,  quel  que  soit  A",  la 
solution 

(■2-3)  T^^f. 

Or,  celte  écpialion  est,  relalivcmenl  à  la  fonction  /,  qui  est 
donnée,  une  équation  linéaire  et  homogène  du  second  oidrc.  Con- 
sidérons, pour  un  instant,  /'comme  une  fonction  inconnue  :  l'équa- 
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tion  (24)5  dont  nous  connaissons  la  solulion  parliculicre /=  nj, 
admet  l'intégrale  intermédiaire 

(26)  ■  —  =  coiisl.  —  , 

d'où  l'on  lire 


ttt'    ',ff'-ik\^k^{i^p-k''-\'-)-.\r- 

La  fonction  ç  =  ra  est  donc  déterminée  par  une  (juadratme,  à 
un  facicnr  constant  prés,  qui  correspond  (n°  5)  à  une  rotation 
autour  de  l'axe  des  z.  Elle  dépend  de  deux  constantes  essen- 
tielles k  et  \. 

Nous  allons  montier  que  cette  expression  de  ç  donne  les  liéli- 
coïdes  de  Bour.  Considérons,  en  ellet,  Tliélicoïde  défini  par  les 
formules 

(28)  a-  =  acosp,         ^  =  asinp,         ^  =  A  (a) -i- Xfi, 

d'où  résulte 

Son  élément  linéaire  a  jiour  expression 

ds-'-  =  {,  \'-'  -(-  1)  (h-^  -h  ■}.  X  A'  ch  </[i  -I-  (  0(2  -f-  X^  )  d'^^ . 

En  vue  de  le  ramener  à  la  forme 

fis''-  —  4  /"-  (  "'  )  du  di>         (w  =  u  -\-  V  ), 
nous  poserons,  /«•  étant  une  constante  arbitraire, 


I ^- dyi ->r  i  (  d<^ -h    .,      ^.,     =  2/v  du, 

v/A'='a2-4-a'=-4-X-^   ,         .  /  .„        X  A'  n'a  \ 

1 r ^/a  —  /    </S  H ; r-     =  i  k  dv, 


ce  (pu 

i'e\  H 

ni  ; 

('■^9) 
(3o) 

s/^■ 

-0L--+-  a- 
a-  -+-  X- 

/■  dp  -f-  i 

-i-X^ 
XA' 

doi 

d% 

«2-4- 

x« 

Âr/(  »  —  »'). 
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En  outre,  nous  devons  établir  entre  a  et  (P  la  relation 

(3i)  A-na'--+-X^)  =  4/^ 

L'expression  de  ç  devient  alors 

et  l'on  en  conclut 

—2  =  i  (/i^  -\ =  k  d{u  —  i>)  -\ dw. 


(39.) 


De  là  et  de  l'équation  (3o)  résulte 

t;t'         doL         .  XA'c/oc 


x-^ 


Mais  la  relation  (ag)  donne 


A'doL  Y      ^'"  ^"''  '       {'^^^Y 


\0(2_^)^2y  ^i  a;--i-X-  \  a  / 

el  de  la  formule  (3i)  on  tire 

doi  '\  ff  dw 


a         4/2— A-O.-^ 

Substituant  ces  deux  derniers  résultats  dans  l'équation  (Sa),  on 
retrouve  précisément  la  formule  (27).  Ainsi  les  surfaces  considé- 
rées ont  même  coordonnée  isotrope  ^  et  même  élément  linéaire 
que  les  hélicoïdes  (28)  :  dés  lors,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  (n"  o),  elles  leur  sont  identiques.  La  valeur  particulière  X  =  o 
correspond  à  la  solution  (^5)  et  aux  surfaces  de  révolution. 

Remarque.  —  Si  l'on  introduit  la  dérivée  logaritbmiquc  .^  de  la 
fonction  tu,  ce  (|ui  revient  à  poser 

(33)  ^  —  e/,(«   ,.)^(,^,)  _  g/.(«   i')gj  ^ 

l'équation  (5)  s'abaisse  au  premier  ordre  et  devient 

(34)  l/'2r-A(A-m)/p' 

■+■  \f  ^  -f  -  '»  ( /'■  -  "'  )/  \(^'-  f^- )  =  o. 

Elle  appartient  à   un   Ijpe  qui   a    donné   lieu    à    de    nombreux 
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travaux  et  qui  n'est  intégrable  que  dans  des  cas  très  particuliers. 
Pour  m  =  o,  nous  avons  la  transformée  de  l'équation  (24),  savoir 

(34')  (/'.^_A'V)S'+(/'^-/")(3^-^-/-;  =  o. 

Bien  que  ses  coefficients  dépendent  d'une  fonclion  /"et  d'une 
constante  /.,  arl)itraires  toutes  les  deux,  son  intégi'aie  générale  est 
fournie  par  la  formule  (26). 

11.  Considérons  enfin  rétjualion  généiale  (5),  où  k  et  m  seront 
supposés  didérenls  de  zéro,  et  mettons-la  sous  la  forme  (34),  qui 
lui  est  strictement  écpiivalenle. 

Nous  savons  (n"  7)  (pi'on  v  peut  donner  à  m.,  supposé  différent 
de  zéro,  telle  valeur  qu'on  veut  :  nous  prendrons  m  =  —  /et  nous 
poserons  Ix  =  A  —  i.  Il  vient  ainsi 

(35)  f/'.^-/KA-0/J-^'4-(/'S--/A/-/")[27-^    -(A-0-J  =  o. 

Nous  allons  montrer  cpie  l'intégrale  générale  de  cette  ctpiation 
donne  la  série  doublement  infinie  (à  c;iuse  de  h)  des  surfaces  spi- 
rales qui  admettent  l'élément  linéaire 

(i')  ds^-=e  2'1«   ^■^p(H')dii  di>         (iv  =  u  +  v). 

Reportons-nous,  à  cet  effet,  aux  formules  (16)  et  suivantes. 
Nous  avons  trouvé 

(il)  Ç  =  pe^we(/i-/)(«-f)^ 

ce  qui,  par  comparaison  avec  les  égalités  (33),  donne 

(36)  ^  =  :5  =  p!  ^- ,-,,'. 

77J  0 

Or,  la  fonclion  p  et  to  sont  liées  à  la  fonction  "Ç  par  trois  écpia- 
lions  que  nous  rap[)eIons  ici  : 

(19)  Ss  -h  pp'+ //p- w'=  o, 

(•^O)  ^'2_^p'2^_pî,^'2     =^J-i^ 

(•■il)  ^2    4.(/j-i_^,)p2        =J-1 


De  la  dernirre  on  tire 


(•>.!') 


(>9') 
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La  première  donne  alors 


hif^-r-^) 


Tout  revienl  donc  à  la  détermination  de  ^.  Or,  si  l'on  substitue 
dans  l'équation  (20)  celte  valeur  de  o>',  ainsi  que  celle  de  p  et 
de  p',  a|)rès  réduction  et  suppression  du  facteur  (A-+  i)/'i  com- 
mun à  tous  les  termes,  on  trouve  simplement 

(3;)  h^C-+K')  =  f'V'-n- 

C'est,  aux  nolalions  près,  l'équation  dont  j'ai  fait  dépendre  la 
déformation  des  surfaces  spirales  dans  la  Noie  précitée. 

Si,  d'autre  part,  on  porte  dans  la  relation  (36)  les  valeurs  (21') 
et  (19'),  on  obtient 

(38)  5=^-^r/y- 

n  J  -      Ç  - 

Nous  avons  ainsi  exprimé  2r  au  moyen  de  la  fonction  î^,  qui  est 
l'intégrale  générale  de  l'équalion  (3^),  et  de  sa  dérivée  ^'.  Or,  si 
l'on  élimine  Ç  entre  les  deux  écpiations  (S^)  et  (38),  on  retrouve 
précisément  (')  l'équation  (35),  ce  qui  justifie  notre  assertion. 

Toutefois,  l'analyse  précédente  implique  essentiellement 

Voyons  donc  ce  qui  arrive  quand  h--\-  1  est  nul.  11  n'y  a  pas  lieu 
de  laire  h  =  /,  ce  qui  entraîne  k  =  o,  hypothèse  examinée  au  n°  9 
et  maintenant  exclue.  Pour  li-= —  ?',  l'équation  (35)  devient 

(39)  (/::;  +  •./)::?'+ (y:^ -*-/-/")  (r:7^+ 4)  =  0. 


(')  On  n'a  qu'à    lirer  Ç' de  l'équalion  (38)  et  à  la  porter  dans  i'c(|uatinn  (37). 
Celle-ci,  après  suppression  du  facleiir  ^^—f\  donne 

Ç,^  [A/2r-(A-0/:r. 


h'  [^--  {h  —  i )■• 


Il  n'y    a   plus  qu'à   former   ^l,'  et  à  sulislituer  dans   l'équalion  (3S).    Une  fois 
supprimé  le  facteur  h/^  —  ( /*  —  i)  f,  on  a  l'équalion  (33)  elle-uiéuie. 
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On  vérifie  sans  peine  qu'elle  admet  la  soliilion 


d'où  résulte 


On  a,  d'autre  part, 


^  =  e   2il«   v^fe 


-fr 


o  =  e   '■'"   '''/. 


Si  l'on  siibsliliie  ces  deux  expressions  de  ^  et  de  'J  dans  la  for- 
mule (i5)  du  n"  5,  on  trouve,  tous  calculs  laits, 


On  en  déduit 


\  ^U  \         "JPH/ 


M- 


ce  qui  prouve,  en  verlu  de  la  formule  (16)  du  n"  o,  que  la  coor- 
donnée isotrope  y)  =  :r  —  /)'  ne  dépend  <pie  de  n-\-v.  Dès  lors, 
on  est  ramené  au  cas  parliculiei'  cpii  fait  Tobjel  du  n°  0  el  l'on 
trouve  les  spirales  particulières  qui  v  sont  définies,  car  le  change- 
ment de  /en  —  i  est  sans  importance.  Mais  la  soluliou  que  nous 
venons  de  considérer  n'est  qu'une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (-^q),  dont  l'intégration  présente  les  mêmes  difficultés  (pie 
celle  de  l'équalion  (35). 

12.    En  vue  d'obtenir  d'autres  résultats,  nous  substituerons  dans 
l'équation  de  délormalion 

(  3  )  /(  ,7  —  sî  )  -  9.  (/'  -  mf  )  rq  —  -i  (/'  -^  mf  )tp  +  ^  (/"  -  m\f  )pq  =  o 
une  (onction  ^{~)  ajant  pour  argument 

T  =   [Jl(«  —  t')  H-     /     'à{»')cf»', 

où  u.  est  une  constante  et  ^  une  fond  ion  à  déterminer.  On  trouve 
ainsi,   après  suppression    du   facteur    ^'(t),    commun    à    tous    les 
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lernies, 

(4o)       [fj,2/2r'-(/'3r-,n^a/)(:^^-.x'-)]r'(-) 

+  K/"-  f'^'f)  r^'- 1^')  -  (/'-  +  '«  iV)^']  r  (^)  =  o. 

Remarquons  (ju'en  supposant  [j.  =  o,  on  serait  ramené  à  un 
problème  qui  a  été  traité  aux  n"^  8  et  9.  Nous  ferons  donc  doréna- 
vant ij.  =  I  et  nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  l'équa- 
tion   (4o)    se    réduit   à    une    identité,    ou    qu'elle    détermine     le 

rapport  l"  '.  ^'. 

13.  I^KEMiEii  CAS  :  L^ équation  {^o)  est  une  identité.  —  Les 
coefficients  de  ^"  et  de  ^'  sont  nuls  :  d'où  les  deux  équations 

"^  \  (/'Hr+,/,/;^'-(/"-mV)(&^-"«)  =  o. 

On  ne  peut  supposer  2i'=o,  S  =  dr  i ,  parce  que  -r,  et  par 
suite  ^,  ne  dépendrait  que  de  u  ou  de  v;  or,  c'est  là  une  solution 
illusoire  (n°5.  Remarque). 

Il  faut  donc  égaler  à  zéro  le  déterminant  des  inconnues  2»' 
et  S- —  I,  ce  qui  donne 

''     .n  ' 

Dès  lors,  les  deux  é(jualions  (4  i)  n'en  font  (pi'une,  el,  si  l'on  pose 

/ 

d'où  résulte 


(43)  27  =  v/i-a', 

en  substituant  dans  la  première  des  équations  (4')^  ^'"  trouve 
a  2î'  +  a'  Sr  —  m  aa'  —  o. 
i^ar  une  intégration  immédiate  on  déduit  de  là 
(43')  ?.<j?j  —  ni(j^=^  >  \/c         (c=:Const.) 

ou  bien 

2 <r  /•  —  '' —  "' '^'  =  ■'*■  v^ ' 
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d'où  finalement 

^44)  -, ^ -1^, ^ ^  +  rf,^  =  o. 

\mi'  -^  x^  -ir  X  \j c)  ynii-  —  'y.z  ^-  ).\J c) 

ce  qu'on  peut  écrire 


(45)  f/(t^  = 


///  J-  -i-  ■2T  ->-  7 


y/c        /« a-  —  '2 a  -I-  -2  y/c 


Si  m  =  o,  l'élément  linéaire  convient  à  des  surfaces  de  révolu- 
tion et  l'on  a  simplement 

(44')  rf-=^- 

CT- —  C 

Or,  si  l'on  pose 

l'élément  linéaire  4/"(«') '^^ '^^' ^'*^^ '*''"*^ 

d's2  =  4  e  V  "5"  f/„  dv  =  e'J    "  { dw"-  +  f^ji* ). 
Eu  égard  à  la  relation  (41)?  o"  liouve 

(4G)  c^5'2  =  (  7->_  c)  rfji2  -f-  (7'-  (  C^  v/^'  —  t')^  • 

Si  la  constante  c  se  réduit  à  zéro,  on  a  l'élément  linéaire 

(4;)  6^*2=  a2(rf[i^ +</<!-) 

des  développées  des  surfaces  minima.  Si  la  conslanle  c  n'est  pas 
nulle,  on  pose 

aî— c  =  -^,  p  =  v/cO, 

et  l'on  arrive  à  l'élément  linéaire 

(  48  )  ds^  =  r^  dr-  _!-  (  i!  -+-  1  ]  f//-2 

du  paraboloïde  de  révolution  dont  le  paramètre  este. 
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Supposons  mainlcnaiit  m  -^  o.  Nous  aurons  réiément  linéaire 

(49)  </s2=  4e'"""~"''^V    <^  dudv, 

où  l'on  doit  remplacer  fl^tv  par  son  expression  (4'T)-  Rapportons-le 
aux  courbes 

u  —  ^  ~^  I  ^(««^  j  ^tv  =  t  =  const. 

et  à  leurs  trajectoires  orthogonales  dont  l'équation  est 

r  dw 

u  —  V  -^   I   ;r-- —  —  P  =  const. 

Il  prend  la  forme 

/  dz-  \ 

ds^-  =  0-^ e-"'P (  df-~-^\, 

si  l'on  pose 

Or,  en  vertu  de  la  relation  (4'^')>  l'élément  dilïérentiel  est  nul  ; 
donc  0  est  une  constante,  à  laquelle  on  peut  attribuer  telle  valeur 
que  l'on  veut,  m  par  exemple.  Il  vient  alors 

lu-  e-"'P 
ds^  =  (de'"P)^ -fT- — d-zK 

Mais  les  relations  qui  définissent  -:  et  p,  rapprochées  des  for- 
mules (43)  et  (4'^')'  flonnent 

d(?-x)=  —5—  dw  =  -^  = -• 

On  en  conclut 

mi^-h  "i.s/c  =  [ji«"'*p-f'         (lJ-  =  consl.). 

On  connaît  doue,  <j-,  par  suite  aussi  S-,  en  fonction  de  p  — t,  et  il 
vient 

ds""-  =  (de"'9Y —  [!AC""pf '—  ■iJc\{de"'-^)'''. 
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Une  tlcrnièie  siihsllLulioii 


c"'P=a,         e"'^  = -S, 

4 


donne  nnaleiuenl 


(  49)  ''^-  =  rfa2  -f-  I  :  +  ^!i^  1  cBK 


M.  Goiiisat  a  démonlré  {An/ia/es  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse,  t,  V)  qu'on  peut,  |)onr  une  infinité  de  valeurs  de  la 
conslanle  qui  fi<^ure  dans  cet  élénienl  linéaire,  oblenir  par  quadia- 
tures  toutes  les  surfaces  qui  l'admelleiiL  et,  en  [)arlictilier,  celles 
qui  sont  des  surfaces  spirales. 

Les  éléments  linéaires  (47),  (48)  et  (49')  conviennent  à  des 
surfaces  réglées  à  plan  directeur  isotrope  (x -\-  iy  =^  o),  et  les  défor- 
mations dépendant  d'une  fonction  arbitraire  que  nous  rencontrons 
ici  sont  celles  dans  lescpielles  ces  surfaces  restent  réglées. 

14.  Sr.coNo  CAS  :  L^ équation  (4^)  n^est  pas  une  itlentité.  — 
Puiscpie  a  est  supposé  din'éi'ent  de  zéro,  la  fonction  ^  dépend 
de  u  —  v.  Oi-,  l'équation  (4<^>)>  (|nand  elle  ne  se  réduit  pas  à  une 
identité,  donne  pour  le  rapport  ^' '.\'  une  valeur  indé|)cndante 
de  u  —  V.  Il  faut  donc  (|ue  ce  rapport  se  réduise  à  une  constante  k. 
Si  cette  constante  n'est  pas  nulle,  on  est  ramené  au  problème  qui 
a  été  traité  au  n"  10.  il  ne  nous  reste  donc  à  examiner  que  l'Iijpo- 
ibèsc  ^"=o,en  vertu  de  laquelle  l'étiualion  (4<)),  où  l'on  fait  [Jl  =  i, 
se  réduit  à 

(:>o)  (/'H^  +  mf)y-{f"-  ni\f){y^-  i)  =  o. 

D'après  une  remarcpu;  aniérieure  (n°  5),  au  lieu  de  prendre 
pour  ç  une  fonction  linéaire  de  i,  on  peut  prendre  ^  :=  t,  c'est- 
à-dire 

^  =  u  —  V  -\-  /  : 


S. A 


on  ne  néglige  ainsi  cpi'un  (b'-phuxinenl  de  la  surface.  Tout  revient 
donc  à  déterminer  ."j.  Or,  l'inlégration  de  l'équation  (5o)  ne 
semble  j)as  possible  (piand  m.  est  dillérent  de  zéro.  Au  contraire, 
quand  ni  =  o,  on  en  tire  immédiatement 

(5i)  S-2  — i  =  /i2/'^         (/t  =  const.); 
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par  suite,  on  a 

(  5-2  )  ^  =  u  —  ^  "+"  /  V^i  +  'i'  f"^i  ^'^  )  dw  . 

La  coiislanle  d'intégralion  n  doit  èlre  supposée  différente  de 
zéro,  sans  quoi  ç,  ne  dépendant  que  de  u  ou  (|ue  de  c,  serait  une 
solulion  illusoire. 

Si  l'on  substitue  l'expression  (52)  île  ç  dans  la  lomiulc  (i5)  du 
tj"  5,  on  trouve,  tous  calculs  faits, 

<!^(u,v)  = , 

en  jiosant 

(53)  --^'       '^^"'^^" 


'-fr 


V'  +  ^V'^ 


Appliquant  alors  les  formules  (  1 6)  et  (  i  "  )  du  n"  5,  avec  /i  =  o, 
on  trouve  successivement 

(54)      n^-r,  =  (''-/^'  ^  /w+.^/)  {,.  -.)'- 


/' 

+   r (':j  W-  +  2  W  ^  -t-  ::; ^)  dw, 
(55)     niz  =  ^"^''''  +  (w  +  27-=^V«  -  i-)  +  r(^W  +  ^)  f/(v. 

Les  équations  (Sa),  (5/{)  et  (55),  où  ?3  et  W  sont  définis  j)ar  les 
relations  (5i)  et  (53),  représentent,  à  cause  de  la  constante  n  qui 
y  figure,  une  série  simplement  infinie  de  surfaces  admettant  l'élé- 
ment linéaire 

ds"^  =:  4  y"^  (  "'  )  du  dv         (  it»  =  u  -I-  V  ) 

d'une  surface  de  révolution  (|uelcon(pic,  (^es  surlaces  sont  engen- 
drées par  des  cubiques  gauches  ((V  =  const.). 
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SUR  LA  REPRÉSENTATION  UNIFORME  DES  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 
P\it    M.    (1k(jiu;k.s  Rr':M()i  NOOS. 

1.    —    L'kxtension    nu   thkorèaik   dk  M.    Borel. 

1.  On  sait  qun  le  lliéorèine  de  M.  Borel  sur  l'impossibililé  d'une 
idenlité  de  la  (ornie 

(i)  e,  e".'-'  +  C2 e".(='  +  030»^^'  -(-...+  c,„  c".»'-'  =  o, 

OÙ  les  {!,(:;),  H2(-),  •••,  H,„(^)  désignenl  des  fondions  cnlières 
telles  qu'aucune  dillérence  H/(5)  —  Hy(^)  ne  soil  conslanle,  a 
rendu  des  services  considérables  à  la  ihéorie  des  fonctions  d'une 
variable  indépendante  (')  (yo//*,  j)ar  exemple,  ma  ibèse  de  doc- 
toral :  Sur  les  zéros  d'une  classe  de  fonctions  transcendantes^ 
Paris,  1906,  et  ma  communication  insérée  aux  Atli  del  IV°  Con- 
gresso  Inlernazionale  dei  Maleinalici^  Roma,  G-i  i  aprile  1908). 
Il  est  clair  cpic  le  même  ibéorème  existe  pour  les  fondions  de 
deux  variables  indéjx'ndanles,  et  l'idenlité 

( 2  )  Cl  e'^'-^-r)  +■  d «".'-«^.r)  +  Ci e"3'-^.J '  -+- . . .  -i-  c,,,  e"m(.r,r'  =  o 

entiaîne  la  nullité  des  coefficients  c,,  c-,.,  Cn,  ...,  c,„t  si  les  (onc- 
tions [\i(x,y)  sont  des  fonctions  entières  de  deux  variables  com- 
plexes indépendantes  ;  nous  supposons  encore,  bien  entendu,  cpie 
aucune  différence  H/ — lly  ne  soit  une  constante. 

L'extension  du  théorème  de  M.  Borel  au  cas  de  deux  variables 
indépendantes  s'obtient  immédialemenl,  puiscju'une  identité  de  la 
forme  (2)  se  transforme  en  une  identité  de  M.  Borel  si  nous  attri- 
buons ày,  |)ar  exemple,  une  valeur  cjuelconquc,  ou  bien  si  nous 
remplaçons  y  par  une  fonction  entière  de  .r. 


C)  Les  coclTicicnls  c,  sonl  ou  hicn  des  poljiioiiics  on  bien  des  fonelions  cnlières 
d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  celui  des  exponentielles. 
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II.     LfS    surfaces    UiVrCLRSAI.ES    KT    LES     UKI'RÉSENTVTIOJVS 

UNIFORMES    TRANSCENnVNTES. 

2.  Les  surfaces  unicursales,  admellanl  des  représcnlalions  para- 
iTiélriques  rationnelles^  sont  aussi  susce|)libles  de  représeiitalions 
uniformes  transcendantes;  cela  esl  rvideni,  parce  que  nous  pou- 
vons remplacer  les  Aews.  parainèUes  de  la  représentation  ration- 
nelle par  des  fonctions  uniformes  quelconques  d'autres  variables. 
Nous  savons  bien  f|ue  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  nous  avons, 
par  exemple,  les  surfaces  hjperelliplicjues  qui  admettent  des  re- 
présentations unifoiines  de  deux  paramètres  sans  être  unicursales. 
(Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  s'expriment  par  des  fonc- 
tions quadruplement  périodiques  de  deux  paramètres  :  voir  E. 
PicARn  et  G.  SiMAKT,  Théorie  des  fonctions  algébriques  de 
deux  variables  indépendantes,  t.  If,  p.  439.) 

Je  me  propose  de  signaler  ici  une  classe  très  étendue  de  repré- 
sentations uniformes  Iranscendanle-,  dont  l'existence  eniraîne 
l'existence  de  représentations  rationnelles  et  montre  que  la  sur- 
face esl  uuicui  saie.  Démontrer  à  l'aide  d'une  représentation  trans- 
cendante que  la  surface  est  unicursale,  c'est  là  un  fait  évidem- 
ment intéressant,  car  il  ne  s'agit  pas,  bien  entendu,  de  quelques 
cas  élémentaires  où  la  représentation  transcendante  devient, 
moyennant  .une  substitution  visible,  immédiatement  ralionnclle 
en  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 

3.  Supposons  (jue  la  surface  ajanl  l'équation  algébrique 

(3)  /(37,  jK, -)  =  o 

admette  la  représentation  paramétrique  uniforme 

(  X  =r.  pi{u,  p)e«.'«.'''-i-/72(«,  v)e^'"''^^  +  ...  +  p„(ii,v)e^nUt,i')-^p^(i,,i>)^ 

(  z  =  /•,(«,  (>)eyi'''.'')-t-  /î  (u,v)e^''"'''^-h...-\-  rn{u,v)c^n^'^'*'^  +  ro{u,i'), 

\ei /)i(u,  v),  qi{u,  v),  i'i{u-i  t^)  désignant  des  fonctions  rationnelles 
des  a  et  v  et  les  exposants  Q^i{Ui  ^)  des  fonctions  entières  quel- 
conques; c'est  visiblement  une  représentation  transcendante  cL 
uniforme. 

xxxvn.  17 
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Nous  supposons  en  outre  que  les  exposants  Q(,Q2»  ...?  Qh 
jouissent  delà  propriété  suivante  :  il  n'y  a  aucune  relation  de  la 
forme 

(5)  a,Qi  +  aoQ-j-t-  «sQs-f-.  .  .-(-  a„Q„+  a;o=  o, 

les  coefficients  a  étant  constants  et  entiers. 

En  substituant  dans  i'équalion  de  la  surface  les  valeurs  (4)  de 
la  représenlatioii   uniforme,   nous  ohtenons  une  identité  telle  que 

(6)  y  P/,(f/,  (;)eIA.y.+  !J*.yi-*---<-iJi"«"=  o, 

/, 

le  premier  mendire  étant  la  sonune  d'un  certain  nombre  de  lermes 
exponentiels  de  la  forme  ir)dlquée  dans  celte  formule  (6),  les  Pa('^  v) 
désignant  des  polynômes  en  u  et  r  et  les  [jl*,  ,  |jia2?  •••?  [-«^/.«des  nombres 
entiers.  D'après  l'iiypothèse  faite  ci-dessus  sur  les  exposants  Qj 
aucun  exposant  de  la  formule;  (())  n'est  une  constaiile  et  il  n'est 
pas  possible  que  la  dillerence  de  deux  exposants  de  la  même  for- 
mule soit  une  conslante;  donc  l'égalité  (6)  a  toutes  les  propriétés 
nécessaires  pour  l'application  de  Texlension  du  tliéorème  de 
M.  Borel,  indiquée  dans  le  premier  paragraphe  de  ce  travail,  et 
par  conséquent,  nous  obtenons  les  identités  suivantes  : 

(7)  Pi(«,  (^)=o,  \\{u,v}  —  o,  p3(w,(^)  =  o,  

Or,  ce  résultat  nous  fait  voir  que  l'identité  (6)  subsiste  quelles 
que  soient  les  quantités  Q/,  el,  par  conséquent,  l'équation  delà 
surface  sera  vérifiée  par  les  valeurs  (4),  quelles  (pie  soient  les 
fonctions  c<^',  e^\  .  .  .,  e^"  :  eu  elfet,  les  polynômes  l\(«,  v)  sont 
tout  à  fait  indépendants  de  ces  exponentielles.  En  particulier, 
nous  pouvons  remplacer  les  e^',  e^\  e^\  .  .  . ,  e^"  par  des  poly- 
nômes ai'bilraires  en  u  et  v  ou  par  des  fonctions  rationnelles  en  u 
et  V  :  K,(«,  v),  R.(«,  v),  .  :  .,  l\„{u,  v);  les  équations  (4)  prennent 
alors  la  forme 

'  X  =  pi{u,v)  Hi  {u.  V)  -^  pi{u,  v)  Riiu,  v)  -+■ . . . 

l  -hp,t(H,  r)  R„(",  V)  -f-/'o(«,  V), 

I  _K  =  7i  (h,  r)  Hi(et,  f)  H-  </î,m,  t»)  Rjf  u,  v)  -h.  .  . 

z  =  Il  (//,(•)  R,  («,  i) -H  '2(11,  r)  R2  (»,«•)  -I-.  • . 
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Elles  donneiiL  des  représentations  rationnelles  de  la  surface,  qui 
sera,  par  conséquent,  unicursale. 

i.  La  rcsli  iclion  imposée  aux  exposants  Q/  dans  le  numéro  pré- 
cédent peut  être  supprimée;  c'est-à-dire  que  nous  n'excluons  pas 
les  cas  où  il  existe  entre  les  Q,  des  relations  de  la  forme  (5)  ou 
bien  de  la  forme 

(8')  e*„(eO,)a,(ey.)x,(eQ„)a„==:  ,. 

Si  le  nombre  des  relations  distinctes  de  la  forme  (5)  est  égal  ou 
supérieur  à  /?,  les  exposants  seront,  en  général,  des  constantes 
et,  alors,  la  représentation  (4)  sera  visiblement  rationnelle. 

Maintenant,  les  annulations  d(>s  exposants  et  les  réductions  des 
termes  de  l'idenlilé  (6)  sont  bien  possibles  et  correspondent  à  des 
relations  linéaires  de  la  forme  (5)  ou  bien  à  des  relations  algé- 
briques de  la  forme  (8)  entre  les  exponentielles  e^'.  Ces  équations 
algébricpies  enire  les  e^'  présentent  deux  cas  :  i"  ou  bien,  leur 
nombre  étant  égal  ou  supérieur  à  n,  elles  déterminent  complète- 
ment les  exponentielles  e^' qui  seront,  j)ar  conséquent,  des  con- 
stantes; 2" ou  bien,  leur  nombre  étant  inférieur  à  w,  elles  laissent 
libres  un  certain  nombre  o  de  ces  quantités  e^';  alors  les /i  —  p 
quantités  Q/  seront  des  fonctions  linéaires  des  o  autres  de  la 
forme 

(  9  )       Q  /  =  ^'  Q .  +  y  Q .  +  • .  •  -^  -  /  Q  P       (  t  =  p  +  I ,  p  +  a ,  . . .  ) , 

les  nombres  ^i,  b,,  ....  Oai  ^  étant  entiers  et  le  dénominateur  k 
élant    le    même    dans    les   valeurs  de    tous    les    exposants  Qp+», 

^p+2i    ...»   V"- 

JNous  aurons  aussi 

ou  bien 

eO.=  A';'A'^'...A/;?         (i  =  p-i-i,p-(-2)  ...,n), 

en  posant 

9j  ^  ^ 

e*  =  A,,         e^=A2,         e  *  =  Ap. 

L'équation  de  la  surface  sera  vérifiée   par  les  expressions  (4), 
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f|iiellcs  que  soient   les  quanlilés  A,,  Ao,  ...,  Ap.   Si    donc  nous 
remplaçons  ces  quanlilés  par  des  fonctions  rationnelles  des  u  elf, 
les  quantités  e<i',  e^',    ...,  e^»  seront  aussi  des    fonctions  ration- 
nelles des  mêmes  variables,  comme  le  montrent  les  formules 

eO.  =  A';-  A(^.  . .  Ajf         (t  =  p  +  1 ,  0  +  2, .  .  . ,  n ), 

et  la  surface  sera  unicuisale. 

En  ce  qui  concerne  l'identité  (G),  nous  remiir(|uons  qu'il  v  a 
deux  cas  à  distinguer  :  ou  bien  elle  peut,  moyennant  les  réduc- 
tions, prendre  une  forme  avant  toutes  les  exponentielles  con- 
stantes, et  alors  nous  n'avons  besoin  d'j  faire  aucune  substitulion 
de  fonctions  transcendantes  par  des  fonctions  rationnelles;  ou 
bien,  après  loules  les  réductions  j)Ossibles,  il  y  leslera  des  expo- 
nenlielles  transcendantes  (|ue  nous  pouvons  remplacer  par  des 
fonctions  rationnelles  de  u  et  v. 

Nous  obtenons  donc  le  lliéoième  suivant  : 

Toute  surface,  admettant  pour  les  coordonnées  de  ses  points 
une  représentation  uniforme  transcendante  de  la  forme  {^), 
est  unicursale. 

m.   —  Génkralis.vtioiv   nu  thkoukme. 

5.  Si  nous  tenons  compte  de  la  forme  générale  du  théorème 
de  M.  Borel,  nous  pouvons  généraliser  bcaucouj)  noire  théorème 
ci-dessus  énoncé. 

Ainsi,  l'identité  (•>. )  (n"  \)  entraîne  la  nullité  de  lous  les  coeffi- 
cients Ci  dans  le  cas  où,  ces  coefficients  étant  des  fonctions  entières 
de  genre  (ini,  les  ex|)onentielles  sont  des  fonctions  entières  de 
genre  infini.  Va\  appliquant,  par  exenq)le,  ce  cas  du  théorème  de 
M.  lîorel,  nous  obtenons  le  théorème  suivant  : 

Si  une  surface  algébrique  admet  une  représentation  para- 
métri(/ue  uniforme  telle  que 

y=   ^îl('<^'-+-^22t'Qa-+-...-t-^î„el.'„, 
-5   =  (TSI  e<^' -+-  ^3Î  eO» -I- .  .  . -4-  ^3/1  eQ», 
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les  gik  désignant  des  fonctions  entières  de  genre  fini  et  les 
exponentielles  des  fonctions  entières  de  genre  infini,  cette  sur- 
face admet  aussi  des  représentations  uniformes  de  genre  fini 
{c'est-à-dire  que  les  valeurs  des  x,  y,  z  sont  des  fonctions 
entières  de  genre  fini  par  rapport  à  u  et  r  ). 

Pour  riiilelligeiicc  de  cet  énoncé,  il  est  nécessaire  de  donner  les 
explications  suivantes.  Nous  disons  qn'nne fonction  entière _:?•(«,  r) 
est  de  i^enre  fini  lorsqu'il  en  est  ainsi  par  rapport  à  u  pour  toute 
valeur  de  v  et  par  rapport  à  v  pour  toute  valeur  de  W,  dans  le  cas 
contraire,  elle  est  de  genre  infini. 

6.  Nous  terminerons  ce  travail  par  une  remarque  concernant 
l'extension  du  théorème  de  M.  Borel  aux  fonctions  de  deux  va- 
riables indépendantes,  (^e  théorème  suppose  que  dans  l'identité  (2) 
aucune  différence  H,(.r,  r)  —  ï\/t{x,y)  n'est  une  constante  (pour 
fixer  les  idées,  nous  nous  bornons  au  cas  où  les  coefficients  c/ 
sont  des  polynômes);  d'autre  part,  pour  faire  la  démonstration, 
il  faut  passer  au  cas  d'une  variable  indépetidanle  en  donnant  à  y, 
par  exemple,  une  certaine  valeur  j- =  j-„  ;  il  faut  donc  montrer 
que  celle  valeur  peut  être  choisie  de  façon  que  les  difiérences  ci- 
dessus  mentionnées  ne  deviennent  pas  des  constantes  pour  y  =y(, 
et  qu'il  eu  soit  ainsi  des  exposants  eux-mêmes  H/(^,  j').  La  dé- 
monstration est  facile,  parce  que  l'ensemble  (E)  des  valeurs  de  y, 
telles  que  l'un  des  exposants  H,  ou  l'une  des  différences  H/ —  Uj 
soit  un(;  constaute  par  rapport  à  x,  est  évidemment  dénombrable; 
en  cfl'et,  cet  ensemble  n'est  autre  chose  que  l'ensemble  des  zéros 
d'un  ensemble  dénombrable  de  (onctions  entières  en  y.  Nous 
n'avorjs  donc  qu'à  choisir  une  valeur  de  j^-  n'appartenant  pas  à 
l'ensemble  (E)  pour  ramener  le  cas  des  fonctions  de  deux 
variables  au  cas  des  fonctions  d'une  variable. 

7.  En  corrigeant  les  épreuves,  j'ajoute  enfin  que  nos  théorèmes 
des  n'"*  4  et  o  sont  encore  vrais  cpiand  la  représentation  uniforme 
doniK-e  est  fournie  par  des  fonctions  méromorphes  par  rapport  à 
deux  paramètres  u  et  v,  telles  que 

N,  ^,  N3 
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les  N,,  N2,  N.,,  D,,  D2,  D;,  élanl  des  expressions   exponenlielles 
de  la  forme 

iililisée  dans  ce  Iravail.   La   démonstration  se  fait  par  les  nièmcs 
raisonnemenis. 
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